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� � !���(��!�(�=$�%

!�������% !�!��
� GuH�n +!
� G0H-� 1 ��	���� � ���(��%�!% 
��
��� ��% �%��( f+u-� g+u-
� GuHn� !���(��!�(�=$�� �!��(��
 ����
� �!!�����
�
 ( ���(� � +	� �! �=*����

3������*�! ��� �����  �����
� ��!(%$�� ��	��� �-�

B����� (�)��� ���� ���������� (���(�� (�	�� �� ( ��������*�! �. ���������
 � ���� !� ������������� ��	������� +!
� ����������� ���- F ������( (� ������
��!!�����. �� 
��������	�%�� !(%	�����  �
��� !�
 ��

������������ �������4
��( ! �������������
 �!��(��
� ����$�=$�
 ����������� 3������*�! ��� �������4
��� 2����
� ������������ (  ���
�����*�! �. 
��
� +!
� �����
� ���- ��	(��%��
!(�!�� (�*�!����� ���� !� 3������*�! ���  �
��� !�  (�*�!����= ���� ����!��4
*�! ��  ��!!�( ��!!�����. (���%$�� (  �
��� ! � ���� ����!��*�! ��  ��!!�(  �4
!��������� ��!!�����%  
��������	�=� 1!� ��������
�� 
��
�����( � � ��������4
��% ���(��%�!% ( ��	���� �� ���!� )� ���(��%�!% �(� 3������*�! ��  �
��� !� ��%
(�*�!����% �y4���� ����!�� � � 8A4���� +�����
� ��" � ��7Q �� �	�����!�(� �����
�����
 �!��(��� �� �����
� ������������-� ;��  �
��� !� ����� 	���
 ���
�����
��% (�*�!����% !���(��!�(�=$�� ����( 
��������	�. ! ��.!�(��
 Z�p�

E!����	��
�. ��
� ������  (�*�!����= ����( ���������� 
��������	�. !
��.!�(��
 ������ Z�p �!��(�� �� ���
������ ����$����. �����
� &�
'���� ��4
��*����. ���% � ,����
 ( G�>H� :��
��� �����,�����&�
'��� ����$���  ��!!�4
*�! �= 
��
��� &�
'��� ��% *�!�� �����(�)��� ��*� � ��	(��%�� (�*�!�%��
3 (�(��������. ���� ! 3������*�! ���  �
��� !� ��!!�����. �� 
��������	�� *�4
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��	 
�� ��� �����(�)��� ���
��������	�. +!
� �����
� "��-� 1 *�!���!��� �!�� ��

��������	�� ��.!�(��� �������� !  ���*��
 *�!��
 �����(�)��� ��*� � �� !���4
(��!�(�=$�. 3 (�(��������. ���� ! (���)���!% *���	 ������ (�!�( �����(�)���
��*� +���� !��!�(����� *�!�� ��

��������� ��������� ( �����(�)��� ��* ��-�
9���(��!�(�=$�� ��	������� ���(����� ( ��	���� "� # (�	
�)��!�� ���
�����%

��
��� �����,���� ��% (�*�!����% ����( ���������� 
��������	�. ! ��.!�(�4
�
 Z�p ���� (���(�� � �	��� 9�A� C�(� �(�
 ( G�/H� ����
 1�B� ,��'������
 �
9�A� C�(� �(�
 ( ������ G0H ���� �� �	����  � (���)���!% ��� 2����� %(�%=$�.4
!% ���� !�
 3������*�! ���  �
��� !� +� �
����  �
��� !� <�����- ��!!�����. ��

��������	�� ! ��.!�(��
 Z�p� *���	 3 (�(��������. ���� ! ���� )�  �
��� !� ��%
��.!�(�% ����	�=$�. ������ Z�p� (���%$�. ( 
��
��� �����,�����&�
'���� 2�4
 �
 ����	�
 ���� (�(����� 
��
���� (���)�=$�� ��� 2���� *���	 (�!� ��.!�(�%
������ Z�p ( �����(�)��� ��* ��� 1 3�� 
��
��� (����� ������� �4*�!��(�. !���
�� ������� ��������*�! ��� ��!'�����% ����. !������ p� ��  �����. 	���
 �� )�
��� 3

� ��(�� (�*�!���� �������*��. ������ ��� �!����	�(�� � ( ��'�. ������
��% ����*���% 
��
�� ��% ������ ����( 
��������	�. ! ��.!�(��
 Z�pO !��������
+L4����-� 3.����(�. ���� ����!�� �� 8A4����� ��$�. �y4���� ����!�� � � 3������*�4
! ��� ����� � �� )� ��% ����*���% �� ������ ��$�� !�����'���. ��% ����	(������
����( ����������� %(�%=$��!% ���� !�
� 3������*�! ��  �
��� !�( ��!!�����.�
�!!������(����� !  �!�������
 ��!!������
 
��������	�% ! ��.!�(��
 Z�p�

��	��� 0 ��!(%$�� (�*�!����= 3.����(�. ���� ����!�� �� ���� 2���� � L4����
+!��������- 
��������	�%� ��!�$��� ��.!�(�� Z�p !  ���*��
 *�!��
 �����(�)���
��*� � *���	 (�!� ( �����(�)��� ��* ���

1 �����	���� 0�� ����	(��%�!% (�*�!����% ��% 3.����(�. ���� ����!�� �� ���!�
��'�
� 
�����
� ����*��� 
��
���

e+M- � q mod p�

��� e+M- F 3.����(� ���� ����!�� � +!��������  �
��� !����- 
��������	�% M �
q F *�!�� �����(�)��� ��*� ��.!�(�% Z�p�

1 �����	���� 0�� 
� ���(���
 ��	������� ,��'������ � C�(� �(� ��% ���� 2�4
���� ���!� )� ((��%�!% �� ��	�(��
�� K
�� ��� �����,����L ABtd+x

�j�
� � � � � � x

�j�
n -

�� ������( (�!�( +x
�j�
� � � � � � x

�j�
n -� x

�j�
i � Z�p �����(�)��� ��*� Pj� j D �� � � � � q�

!���(��!�(�=$�� ���� 2����� ;�� 
�� ��� 	���
 ����� ����$��� �� !��*�. ���4
�	(������� ����� (�*�!�%�
���  � ���� ! 3������*�! ���  �
��� !�� <�% 
�� ��.
�����,���� �
��� 
�!�� !�����'����

td+M- �
qX

j��

ABtd+x
�j�
� � � � � � x�j�n - mod p�

*�� ��	(��%�� (�*�!�%�� ���� 2���� *���	 (�!� ( �����(�)��� ��* ��� #��� � (
����������� 
�� ��. �����,���� (����� ������� �4*�!��(�. !��� �� ������� 3��4

/




���� ��% ��!'�����% ����. Q+�- � Q � � D e��i�p�  �����. ( !(�= �*����� �������
%(���� (�*�!����% +3�� (�*�!����� � ���� ���(����� ( G0H-�

1 �����	���� 0�" ����	(��%�!% (�*�!����% ��% L4���� +!��������-� A���*�����
	��!� 
��
��� �
�=� (��

ABL+x�� � � � � xn- D �Tr

�
nY

k��

� P e��ixk�p

�� e��ixk�p

�
�

qX
j��

ABL

�
x�j�� � � � � � x�j�n

� � L+M- mod p�

����
 ����	(����!% (�*�!����� ������� �4*�!��(��� !���� ( ����������� 
�� ��.
�����,���� ��% L4����� *�� � ��*������� ���� !����=$�= 
��
���

L+M- �
qX

j��

nX
m��

�
pu

GuHLp

nY
k��

u

GuHL
x
�j�
k

�
m

mod p�

��� GuHLp F !�������% !�!��
�� !(%	����% ! L4����
� � h�im ���	��*���  �3

������
��� um�

1 ��'�. ������ 
� �� )� �!����	��
 ����$����= 
��
��� &�
'��� ( ��! ��� �
���. 
��
�����( �� �	��)����. ( ������ G�H� ;�� 
��
��� � �!������ ����*��
�.
�� �� �!��(� � �	��)����. ( ��	���� 7 K������L ��% (�*�!����% 3 (�(����������
���� !�  �
��� !� *���	 
�� ��� �����(�)��� ��*� *�!�� ����� ������ ( ���4
��)���%�� *�
 
��
��� �	 G�>H + �����% �!����	�(���!� ( ������ G0H-� #���$����%

��
��� &�
'��� �	 ������ G�H ���� ����*��� �� �!��(� �����
� ������������ ��
���� !� (  ���
�����*�! �. 
��
�� 1 ��
 �� 3���� ������� �����!% (���	��� ���
���������� �� (�*�!�%�
�.  � ���� ! 3������*�! ���  �
��� !� ��!!�����.� �!4
!������(����� !  �!�������
 ��!!������
� *���	 ������ (�!�( �����(�)��� ��*� 
��.!�(�% Z�p ��� ��
�$� ������� �4*�!��(��� !���� �� ������� ��!'�����% ����.�
� �
����� ( ��	���� 7 ����*��� !����=$�%

)������	 �	��� 	���� �������
� ���	��
 ��� �+M-O

�+M- � �
qX

j��

Tr
nY

k��

�

f�
����ix�j�k �p

� mod p�

��� Tr O Q p+�-� Q p � ������������������ ���� � D e��i�p!

2� �
 ����	�
� (�*�!����� ����( ���������� 
��������	�. ! ��.!�(��
 Z�p !
 ���*��
 *�!��
 �����(�)��� ��*� !(����!% (  �)��
  �� �����
 !��*��  (�4
*�!����= �� ������� ������� �4*�!��(��� !����� ���!� )� ((��%�!% 
�� ��� �����
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,���� AB�

�
x
�j�
� � � � � � x

�j�
n

�
�� �����(�)��� ��*� ��% ����	(������� ���� �� ���(��4

�(��%=$�� �!��(�=
qX

j��

AB�

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

� � �+M- mod p�

1 ��	���� / ����*��� %(��� 
��
��� ��% 8A4���� � �y4���� ����!�� �� :��
���

��% 8A4���� +!
� �����	��� /��- �
�=� (��

AB �A+x�� � � � � xn- D �Tr

� nY
k��

�xk��

�� �xk

	
�

qX
j��

AB �A

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

� � 8A+M- mod p�

1�*�!����� !���� ( 
��
��� ��% 
�� ��� �����,���� ���� !����=$�� (���)����

AB �A+x�� � � � � xn- D �
�
p

�GuHAp��
GuHAp�� P GuHAp��

nY
k��

u

GuH �Axk

�
n

�

��� GuH
�A
p F !�������% !�!��
�� !(%	����% ! 8A4����
�

:��
��� ��% �y4���� ����!�� � +!
� �����	��� /��- �
�=� (��

AB�y+x�� � � � � xn- D �Tr

�
nY

k��

� P y�xk

�� �xk

�
�

�y+M- �
qX

j��

AB�y

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

�
�

qX
j��

nX
m��

� P +��-mym��

� P y

�
pu

GuH
�y
p

nY
k��

u

GuH
�y

x
�j�
k

�
n�m

mod p�

��� GuH
�y
p F !�������% !�!��
�� !(%	����% ! �y4���� ����!�� �.�

1 ������ G0H ��� ������)�� �����. ������ ��% ����*���% !�����'���. ��% ��4
��( ����������� �!��(����. �� ���
������ ������  ������	
�(� 1 ��	���� 5 
�
��!�)���
 (	��
�!(%	� ��	�������(� ����*��
�� ( ��
 �� ������ ���� !�� ! ���4
���.  ������	
�(� 1 ������� G5H� G��H� G�7H� G�/H ( ��
 �� ������  ������	
�( ����
����*��� �� ��	�(��
�� ���(����% ��������:��.��� ;�� ���(����% ����!��(�%4
=� !���. !�����'���% (  �����  ������	
�( ?U 
�)�� ������
� 3��
����( Z�p�
��������
�� � ��!����*��� ��% ����� *���� !�$�!�(�(��� ��.!�(�� ������ Z�p !
�� �
� ������
� (�!�(� #�� �
�=� !����=$�. (��

qX
j��

�
pu

GuHp

nY
k��

u

GuH
x
�j�
k

�
m

� > mod p?U � m D >� � � � � n� ��

�



��� GuHm F!�������% !�!��
�� !���(��!�(�=$�% 
��
�����. ������ ���
����*�! ��
 ������	
�(� A��
������ ���� ���������� � O ?U � R ��	(��%�� ����*��� *�!���4
��� !�����'���% ��������:��.�� (  ����� R� !���(��!�(�=$�� ���� �� 1 G0H ����
���(����� 
��
���� (���)�=$�%  ��!!  ������	
�( mod p !��������  �
��� !��4
�� 
��������	�% ! ��.!�(��
 Z�p *���	 ��(������� ��.!�(�%� *�� ��	(����� ����4
*��� 
��
��� ��% ���� 2����� <���� ���� �� �	���� *�� ��	��!�� 
�)�� 
��
���
�
��% ���� 2����� ����*��
�
� ( ��
 �� ������ ���� !� � ������  ������	
�(� �!��
( ��*��!�� !�

� ���(����. ��������:��.�� ��% ���� 2����� 1 ��'�. ������ ��4
 �	�(���!%� *�� ��	��!�� 
�)�� �(�
% �� ���(�. (	��%� ��	��*��
� 
��
���
��
����*����
� �(�
% 
�����
� ��% ����	(������� ����� �!�� (	(�'����% !�

� ���(4
����. ��������:��.�� ��% 3���� ���� ! ����
�  �3

�������
�� E
����� �
���

�!��

)������	 �
�
���" 	�#�� ���	����

�+M- � �
qX

j��

Tr

� nY
k��

�

G�H�
x
�j�
k

	
mod p� � D f�

�
���i

p

	
�

� ��		�� ��
�
�
�� $�

��
%&����
 ��� ���
 � � 
�������	� '���	� p�
��������
	� ������'��
�
	� �
�� ��������� ���	��� ��� ���
 �O

�+M- �
qX

j��

�
pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�
x
�j�
k

�
n

mod p�

#!����� ������!� 	�!��)�(��� �� ��	�(��
�. 3������*�! �. ���� 1 �������
;� 1������  �)��
� ���� �
� ���������(����
� �n4
����
� 
��������	�= M�n

��� !���!��(��� ��(������ � 3 (�(��������. ���� ! ��������� <��� � ��%  �4
����*�! ��� ��.!�(�% � ��)��!�� S� �� ���!����!�(� ������ 3���� 
��������	�%�
9� #'���� ( G�5H �� �	��� *�� 3��� ���� ! %(�%��!% ����
 ����������� ��%  �������
�%� f+x- �!�� 3������*�! �. !���!Q ��!=�� � ����!����� ��	(���� K3������*�! �.
���L� 1 ������� G�>H� G��H � ��� ���� �� �	��� �����
� )�!� �!�� ��% 3������*�! ���
���� 
��������	�. ! ��.!�(��
 S�� ��(��)��=$�%� *�� 3 (�(��������. 3������*�4
! �. ��� �S�+M- �� ��� 
��������	�%� ��!!
����(��
�.  � ���� ��� ������ S��
%(�%��!% ���(������
 ���� ����
 � ��(�� 3������*�! �
� ���� �+M-� 1 �� )�
(��
% 3������*�! �. ��� �����
��� 	��*���% (  ����� Z



�
�

�
G	� 
H � ��� 	��*����

�� �=��
 
��������	�� M�n %(�%��!% 
����%���. 
��
�. (�!� n ��% ���������
R�+�- � SL�+Z- +!
� G�7H-� 1 ��	���� � 
� ����*��
 
��
��� ��% 3������*�! ��� ��4
�� 
��������	�. ! ��.!�(��
 ������ Z�p !  ���*��
 *�!��
 �����(�)��� ��*� O

�+M�n- �
rX

j��

�
pu

GuHp

nY
k��

u

GuH
x
�j�
k

�
n

mod pZG	� 
H�
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��� GuHm F !�������% !�!��
�� !���(��!�(�=$�% 3������*�! �
� ����� 1  �*�!�(�
�����)���% 
� (�(���
 !�����'���% �� ������
� &�)������  ������ ����*�=�!%
���
������
 3��� 
��
��  �� �����
 !���������
 ��.!�(�%
 Z�p �� C P n �

1 ��	���� 6 
� ����$��
 ��	������� ��	���� 7 �� !��*�. ��.!�(�. Z�p� ��%
 ������ (!� �����(�)��� ���
��������	�% �
�=� ���(������� ���
������ ��!4
!�����% F �� ��	�(��
�� ���!��� ��.!�(�%�

)������	 (���" �+M- � ��� )��'�����
 ��������	�� �
� �
���� 
���������
�������������� ��	�����
 �
�����
�� 
���'�����


�� � TM ! *���
 �	��� 	����
�������
� ���	��
 ��� �+M-O

�+M- � �
X
�

Tr

�Y
j

�

f
����ix���j �p

���+Mg
� -

D �
X
�

Tr

�Y
j

�

G�H�x�j

	
�+Mg

� - mod p�

��� Mg D
S

� M
g
� � 	
�#����� 
������#
�� ����� � D f�+���i�p- G�Hk � ����

��


� �����	
 Tr O Q +e��i�p-� Q � ������������������ ���� +���� ��� � ���
��
	
�� �

��
�� 
� � ���"'� Z 
 � �����	 ���"'� R �� Q �
	�
����� 

 ��������
�������� ���� �
��
�� -!

1 ���(� � 
� �	�*��
 ���!��� ��.!�(�% ������ Z�p ! ��* � 	����% ������  �4
�����	
�(� ���!� ����*��� ������ ���!���� 
��)�!�(�  ��!!�(  ������	
� 
����4
����	�. ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p +���� ��.!�(��
� ��%  ������� (!� �����(�)���
���
��������	�% �
�=� ���(������� ���
������ ��!!�����%-� ���!!�
� ��������
��	������� ����*��� ( ���
����  �3

�������( 
��
�����. ������ ���
����*�4
! ��  ������	
�( � ( ���
���� ���� ����!��*�! �� *�!���

C��%�� ! ���!��
� ��.!�(�%
� 
� ��!!
����(��
 �� ��	�(��
�� ���"
� ����
���� �������� Z�p� A��!��� ��.!�(�� Z�p ��	�(���!% !����� ���!��
� �!�� ������
(�!�( +!��!�(����� *�!�� ��

��������� ������)���%� !���(��!�(�=$��� ����	�4
=$�. g � Z�p� ( �����(�)��� ��* ��- ����� �(� ��% (!�� �����(�)��� ���
��4
������	�. ����. ��	
����!��� <�% !����� ���!��� ��.!�(�. Z�p ������
�  ��!!�4

� ���� ���� �����!��= ��'��� �������
 � :��.��
 ( ������ G�H +!����� ���!���
��.!�(�� ( !
�!�� ��'��� ����������% ��	�(���!� ( G�H L��.!�(��
 Z�p� 
��)�!�(�
�����(�)��� ��*�  ������� �
��� ���(������� ���
������ ��!!������L-� #���4
��
 (��
���� �� ��� *�� ��)� ( !��*�� ��.!�(�% ! �	�����(����
� �����(�)��
�
��* �
� ���%��% ���!���� � !����� ���!���� ��.!�(�% ����*�=�!% +!���(��!�(�=4
$�� ���
��� ���(����� ( ��	���� ��-� ��	������� ������� � :��.�� ����*��� (
 �*�!�(� !���!�(�% ( �����. ������� 1 �� )� (��
% 
������ �!����	��
�� ( G�H !��%
�� (!�
� �� ��	(��%=� ����*��� ��' ����� ��$�. ��	�������

�>



�� �)� ��
�*���!� (�'�� ��*���% ! ������ G�7H� ��% ��'���% 	���*� !(%	��4
��� ! ��.!�(�%
� Z�p �!����	�(���!� �����% 
��
������ ������  �����% (�'��
( ��������= ��������% 
��
�����. ������ ���
����*�! ��  ������	
�(� ��!!
�4
���(��
�% ������
� ���� (���(�� *�� � !
��
�����(��� ( ������ G0H� ��� ����
����*��� 
��
���� (���)�=$�%  ��!!  ������	
� mod p 
��������	�%M�n ! ���4
!��
 ��.!�(��
 Z�p *���	 ��(������� ��.!�(�%� :� ��*�! �� ���(�� ��	�������
�� 3��. ������
� ���� ����*��� ������ ( ������ G5H� ���� ( *�!���!��� ��� ����*��
��	������� !
��
�����(����. � ��! (  �*�!�(� !���!�(�% ( ��	���� ��� 1 G5H�  � �
( 3��. ������� �!����	���!% ���!���� 
��)�!�(�  ��!!�(  ������	
� 
��������	�.
! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p  � ?U 4
����%� ���%������ �� �� �����= !�!��
�  �3
4

�������( !�������. !�!��
�� �������%�
�. 
��
�����. ������. ���
����*�! ��
 ������	
�(� C�(�. ����� ����	�=$�� 3���� ?U 4
����%� ((������. ��
�� ��	(����
��'���  ��!!�
� �������= 	���*� ( ���
���� ���� ����!��*�! �� *�!���

1 ��	���� �> 
� !(���
 	���*� �� ���!���� 
��)�!�(�  ��!!�(  ������	
� 
��4
������	�. ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p  ���!���= �� ������ !���������� 
�����.
���  �����
� ?U � Z�p � ?U � Zp +	��!� Zp F  ����� ����� p4���*�! �� *�!��-�
;�� �����!% !������ ��������% �(�
 ��!��%����!�(�
� 1�4���(��� ���!��� ��.!�(�%
Z�p �����%�!% (� (	��
��4����	��*��
 !���(��!�(�� ! !�����'���%
� ( ?U 4
�����
U�+BZ�p- 3 (�(��������� �����	
�( !� !(������
 ��.!�(��
 Z�p 
�)�� !����4
�����
� 3��
����
� 3���� 
����% F �� ��	�(��
�
� �
�
��

�
	� $�

��
%
&����
 +!
� G0H-� 1�4(������ �
���!% L��
�
��
�	
 �����	����L �	 
����% !���4
��'���. �� ��� ���� (  ����� ?U � Z�p� !��(%$�. ( !���(��!�(�� !�����'���=
 ��!!  ������	
�( mod p 
��������	�%� ��  �����
 3�� !�����'���� �����	���4
!%� #���	 3���� ��
�
��
�	
� ���!�(���!% ( ���
����  �3

�������( 
��
�����.
������ ���
����*�! ��  ������	
�(� ;�� ��	(��%�� !(�!�� ��'� ������
�  ���4
!���= ?U � Z�p4
����% e@+�-� Z�p� ��� e@+�- D @�+�- � ?U F ?U 4
������ ���%����.
�� ����)�������= *�!�� @�+�-  �����  �3

�������( @+�- !�������. !�!��
� GuHk�

<���� 3�� 
�)�� !(�!��  ���!���= ?U�Zp4
�����. e@+�-�Zp � e@p+�-�Zp� ��� e@p+�-
F ?U 4
������ ���%����. �� @�+�- � p� ;�� 
����� %(�%=�!% ������
� ( ?U � Zp�

1 ��	���� �� 
� ������
 ����	�=$�� 
�����. e@+�-�Z�p� e@+�-�Zp � e@p+�-�Zp�
A�!��

GuHk D kuP
X
n��

��k�
n un���

�
�k�
n � ?��n

U F  �3

������� !�������. !�!��
��

)������	 + �
������ ���
������ ?U � Z�p��	����� e@+�-� Z�p� 	�#
� ����" ����
������ ������'��
�� �n � ?��n

U ,

�n D

�
��p��
n � ���� n 
� ������� 

 p� ��

��p�
n � ���� n ������� 

 p� ��

n D �� �� � � � �

��



��� p� � ������� ��������
�
�� ����
" mod p -���
����
� '���������� ������
+Z�p-�.!

*
�������	 + �
������ ���
������ ?U � Z�p��	����� e@p+�- � Z�p� 	�#
� ����"
���������,

�n D


������
p� ���� n D > 

��p��
n � ���� n 
� ������� 

 p� � p� % ��������
�
�� ����
" mod p 

�
�p�

pk��� ���� n D pk � � k D �� �� � � � !

+ �
������ ���
������ ?U � Z�p�	����� e@+�-� Z�p 	�#
� ����"

�n D

�
��p��
n � ���� n 
� ������� 

 p� � 

�
�p�

pk��� ���� n D pk � � k D �� �� � � � !

+ ���
�"
�� �
�	��
����� ���
������ 
��!

A�!��

?U+Z- D Z
hC P �

�
�
C P �

"
� � � � �

C P n

n P �
� � � �

i
F ��� ����� ( ?U � Q � !�!��%$�� �	 3��
����(� ��  ������ (!�  ���
�����*�! ��
���� ����!��*�! �� *�!�� �����
�=� ����� 	��*���% +3��  ����� �� )� %(�%��!%
 �����
  �3

�������( ������

� 
��
�����. ������ ���
����*�! ��  ������	4

�(-� 2����
� 9������������� ��(��)����� *�� ��� ����� ?U � ?U +Z- (����%��!%
��
 �!��(��
� *�� �� ��� 3��
����� �����
�=� ����� 	��*���% (!� ���� ����!��4
*�! �� *�!�� � K�������� 1 ��	���� �� 
�� �!����	�% �������$�� �����
�� ���!�4
(�=$�� !��� ���� ?U � Zp4
����% e@p+�-� Zp� �� �	�(��
 ��	������� �������*��.
�����
� 9����� � ������� F ���(���
 ���!���� 
��)�!�(�  ��!!�(  ������	
�

��������	�. ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p ( ���
���� ���� ����!��*�! �� *�!���

)������	 /��	�
� � � ?U +Z-��n�Zp ��#�� � ?U�Zp�	����� e@p+�-�Zp � �
��	
���
��	 �������� ��
���	 ��������	
 	
������
��� � ������	 ��������	 Z�p
����
 � ���"�� ����
 ����
 ��� �
�
�������������� ����
 �� K������� s�+�- 

 D

P
i ki � +i- k
k D

P
i ki � i � n ��#
� � Zp � ��� ���� �
����
�� 
 ��
�
�� p� �

����	����������� ����
 s�+�- k
k D n ������� 

 p!

*
�������	 /��	�
� � � ?U �������� ��
���	 ��������	
 	
������
��� � ����
���	 ��������	 Z�p ����
 � ���"�� ����
 ����
 ��� ���� �
����
�� 
 ��
�
��
p� � ����	����������� ����
 s�+�- k
k D n ������� 

 p!

*
�������	 + �
#��	 ��
��� ��������	
 	
������
��� Mn n � 0p�/ �����#
��
�� 	
������
��� 
������ ������� �������� Z�p!

��



J��(� " ��!(%$��� ��	(���= (	��
�!(%	�. 
�)�� ��������*�! �. ���������.
���� �� 
��������	�. �  �
�������� �. 
���������� �(� E!!����(���% ( 3��
 ��4
���(����� ���� !��
�����(��� 	���*�
�� (�	�� '�
� (���(�� ( ������ ����*�4
! �� 
��������	�.� V���������
 ���%���
 �����. ���(� %(�%��!% 
��������	��
! ��.!�(��
  �
�� ����� ����� �������%�
��  �
���������. !��� ����. ���!����

���������� ��

A�� n4
����
 �������	 	
�����


���	 
� ����
��
 ����	(������ ������*��4
��� 
��)�!�(� ( Rn � 	���(��
��  � ����!�*����  ���*���� *�!�� �������!����!�(�
&=��. (��� ��. 
���������� ������*�(���!%  ���*��
 *�!��
 ��������! �!��.�
1��� ��. n4
����. 
���������� ��	�(���!% ������	� �!�� (  �)��. ��� (��'�4
�� !�����!% ( ��*��!�� n �����.  ���	
����!�� ���� +����������.-� 2� �
 ����	�
�
��������! �!��� ������*�(�=$�� ���!��. 
���������� � �����%�!% ( ��$�
 ����4
)����� 1��� ��. 
���������� 
�)�� �� )� �������%��  � (��� ��= �����* �

��)�!�(� ��*� ( Rn � A�� 3��
 �!�� 
��)�!�(� ��*� �������!% ( ��$�
 ����4
)����� �� ����*��
�. 
���������� ��	�(���!% ��	���'�
�"
�	� ��  � (!� ���
����� ����� !�
��� !�
�� ��)��
� ���!��
� 
���������� � !���(��!�(��� �����
����

�� !�
����������. 
���������� � � ��������� N�!�� ��(��� ������ �!!��4
��(��� !(�.!�(� ���!���� 
���������� � ( ���
���� �(�.!�(������ �
� !�
�����4
������� 
���������� �� � �� )� !�
������������ ��	�����% !
���� 	���(��
���
�������. 3���� �(�.!�(������ 
���������� ��

��)��
� ���!��
� 
���������� � P n ! m ���������%
� 
� !��(�
 ( !���(��4
!�(�� ���� �� +mP n-4
����� 
��������	�� ZP !  �����*�! �
 ��.!�(��
 ���� Tm

�� ��
� B����� 
��������	�%� ����=$�� (�)��= ���� ( ��	��*��� �!�� ��� ������4
���� ��������*�! �. � !�
��� ��*�! �. ���
������ 
���� ���� �����	�(��� ( (���

��������	�% ZP ��� )�  � 
� ���4
��������	�% ZP�T

k ��% �� �����. ����*�4
! �. ��������� T k � Tm� ��.!�(�=$�. �� ZP !(������� A�� 3��
 � �	�(���!%� *��
���� ����*�! �. ����������  �����% 
�)�� ��.!�(�(��� !(������ �� 
��������	��
ZP � �� ���(�'��� m � n� B��������	�%�  ������ ����*�=�!% ��� 
� ����	����
ZP �� ��.!�(�= ���� 
� !�
����� (�	
�)���� ������ 
� ��	�(��
 ��
���������
���	�� ��  � !���� ��� !����)��!% (�)��.  ��!! ��������*�! �� 
��������	�.�
�	(�!���� ( ��������*�! �. ���
�����  � ���������� 	
������
��� +!
� G7H� G�0H-�
2�*���� � �	����
 (�'� !��!���
 
�)�� ����*��� (!� ���!���� ���� ��(��� ��4
��*�! �� 
��������	�%Q ����� ��� ����*�! �
� 
��������	�%
� 
� ����
 �����	�4

�(��� �
���� 3���  ��!!� C�  �)��
 + (�	�-����*�! �
 
��������	�� �
���!% ��4
������(����� ��.!�(�� ���� T n� ���!����!�(�
 �����  ������� %(�%��!% �!�����.
���!��. 
���������� P n� 9�$�!�(�=� ���!��� 
���������� � P � ���  �����
�
�� !�$�!�(��� �� ������  (�	�����*�! ��� +� 	��*��� � ����*�! ���- 
��������4
	�%� ���� ����	% ��.�� �� ����. ��������� Tm�n � Tm ����� m � n� ��.!�(�=4
$�. !(������ �� !���(��!�(�=$�
 
��������	�� ZP � W!�� )� ��% 
���������� �
P n !���(��!�(�=$�� 
��������	�� ZP ����! ��� !(������� ��.!�(�� ����*�! �.
��������� ����� m � n� �� ��	��*��
 �� �
 ���������
 
���� !���(��!�(�(���

�"



��	��*���  (�	�����*�! �� 
��������	�% ��� P n � �� ������ �	 ��� � �	�(�=�4
!% ��������*�! �
� ����*�! �
� 
��������	�%
�� �(�	�����*�! �� 
��������	�%
+��� ��	(����
 Ktoric manifoldsL- (���(�� ��%(���!� ( ������ G��H� ��� ���� ���!���

����� (�)��� ���������������*�! �� !(�.!�(� 3��� 
��������	�.�

#���. �	 �!��(��� ����. ���(� " %(�%��!% �	�*���� (	��
�!(%	� 
�)��  �
����4
�����. !��� ����. ���!��� 
���������� �( � ���������. ���!����� (�'� 
����4
����	�.� �������%�
�� 3��
� 
���������� �
�� 1�)��.'�
 ��������*�! �
 ��(�4
������
 ���!���� +��� �(�.!�(������ �
� !�
������������- 
���������� � %(�%4
��!% !���������� ��������(�����  ����� k+P - +��� k F ����-� ��	�(��
�� ���"'�	
��

�� +���  �����
 9��������.!����-� ;��  ����� %(�%��!% 
� ���4 �����
  �����

����*����( kGv�� � � � � vmH �� �� �����
� ������� 2���� 
�)�� ��!!
������ !���(��4
!�(�=$�� ��������(����� 
�����  ���
�����. Tor�ik	v��			 �vm
+k+P -� k-� ��� i � >� ;��

����� �)� �	�*���!� ������ �����
��� �%� ��	�������( ����!������� !���(��!�(�4
=$�� *�!�� ,���� �i+k+P -- D dimk Tor

�i
k	v��			 �vm
+k+P -� k- ���(���� ( G"�H� B� �� �	�4

(��
� *�� ����������(����. k4
����� Tork	v��			 �vm
+k+P -� k- %(�%��!% ����������(��4
��. k4�������. � !���(��!�(�=$�% �. ��������(����% ������� �	�
��
�� �������
 ���
�����. 
��������	�% ZP � 2� �
 ����	�
�  ���
������ 
��������	�% ZP ���4
������=�  �����*�! �= !��� ���� ����
������


�� �������� A�� �� �	�����!�(�

� �!����	��
 !�� �������= ��!����(�������!�� ;.���������B���� ;�� !�� �����4
��% ��!����(�������!�� � ��(�� ���
��%��!� ( ��������� ��% (�*�!����%  ���
�4
����. ���������� ���!����!�( ����� &� +!
�� �����
��� G">H-� 1 ��'�
 !��*�� *���
E� 3��. !�� �������. ��!����(�������!�� �!�� ( ��*��!�� Tork	v��			 �vm
+k+P -� k-� �
!�� �������% ��!����(�������!�� (���)����!% ( *���� E�� E!����	�% ��� (�*�!��4
��� *���� E� (  �*�!�(� ��	���(����  �
��� ! ��'��%� 
� �� �	�(��
 ������ *��
3�� ����������(����% ������� %(�%��!% �������.  ���
�����. �� ������� �����4
�����(������  �
��� !�� ��!�� !(%	������ !  �
���������. !��� ����. P n� 2� �

����	�
� ((������% ��
� ����������(����% �������  ���
�����. 
��������	�% ZP

��!�� ( !��� �����= ��
��
���= �  �
�������� � �!������� 
���������� � P n� 1
*�!���!��� � �	�(���!% *�� �	 ����������(����. �(�.!�(����!�� A��� ��� ��% ZP

(��� �=� �	(�!���� !�����'���% <����9�

��(���% ��% 
���������� � P �
1 ��	���� �" 
� ((���
 ��������
�� ��% ������.'���  ��!��� ���� !(%	�����

! ���!��
� 
���������� �
�� A�!�� P n F ���!��. 
���������� � fi F *�!��
�����. P n  ���	
����!�� +i P �-� > � i � n � �� 2���� ����*�!�����. (� ���
+f�� � � � � fn��- ��	�(���!% f ��������	 P n� <�% ������.'��� ������ ����)��� �� 4
)� f�� D �� C��%�� ! f 4(� ����
 
� �� )� ����
 ��!!
����(��� �� ��	�(��
�.
h������� +h�� � � � � hn-� ��� hi �������%=�!% �	 �!��(�%

h�t
n P � � �P hn��t P hn D +t� �-n P f�+t� �-n�� P � � �P fn���

A�!�� k F  �

�����(���  ������ F D +F�� � � � � Fm- F 
��)�!�(� �����. P n  ���	4

����!�� ����� m D f�� #���	��
  ����� 
����*����( kGv�� � � � � vmH� ��� vi ��!!
�4
���(�=�!%  � ����
����� !������ �� !���(��!�(�=$�� ����%
 Fi� $��"'�	 ��

��

�0



k+P - ���!���� 
���������� � P ��	�(���!% 
� ���4 ����� kGv�� � � � � vmH�I� ���

I D +vi� � � � vis j i� � i� � � � � � is� Fi� � Fi� � � � � � Fis D �- �

1 ��	���� �0 ((���
 
� 
��������	�% ! ��.!�(��
 ����� �������%�
�� ���!��
�

���������� �
� � �� �	�(��
 �%� (!��
���������� ��(��)����.� ��!!
����
 m4

����. ��� Tm D S�	 � � �	S�� 1(���
 !(������. Z4
����� Zm � �!����(�
 (	��
��
����	��*��� !���(��!�(�� 
�)�� ���������%
� P n � 3��
����
� ��	�!� fe�� � � � � emg
( Zm� #�������
  �����*�! ��  ����������� ��������� T k

i��			ik
� Tm  � ����� !�4

��(��!�(�=$��  ����������
 �����'�� �
 ( Zm +���� �����'�� �
� ���%����
 ��
(� ���� ei� � � � � � eik-� 2���� 
��������	�� ZP � !(%	����� ! ���!��
 
���������� �

P n� �������%��!%  � 

ZP D +Tm 	 P n-�
 j +g�� p- 
 +g�� q-� p D q� g�g
��
� � T k

i��			 �ik
�

��� Fi� � � � � � Fik F (!� �����  ���	
����!�� ����� !����)�$�� ��* � p � P n�

�� !������ �	 ����������%� dimZP D m P nQ  ��
� ����� ��.!�(�� ���� Tm ��
Tm 	 P n �*�(���� 	����� ��.!�(�� Tm �� ZP �

%���
� ����	 0������� Tm 

 ZP ���
�
�� ��������	� �������
	�

1. 2�
'��

�

� ��������
 ����� ����� ZP �������� ������

�
�� ��������
��� � Tm �
�	��
���� 
� ����� n!

3. 4
 ������

���� ����� �	����� ��	��

���

� ��������
 �������� 	
��
����


��
 P n ��� ������� ����� �� �
����

���� ��

�� ���
�	��
���� k
������������� �����
	 ��
'��

�
�� ��������� ����� ������� �	���
�
�	��
���" k! + �
��
���� 

� �
����

���"� 	
�����


��
 ��������
������
�!

��!!
����
 ETm F !�%��(��
�� ���!����!�(� ���(��!������� ���(���� Tm4
��!!�����% ��� BTm D +C P�-m� A��
��%%  ��!��� ��= ,����%  Tm4���!����!�(�
ZP � 
� �������
  !����=$�
� ����������=� #�������
 ���!����!�(� BTP  � 

BTP D ETm 	Tm ZP �

2� �
 ����	�
� BTP F 3�� ���!����!�(� ��!!�����% !� !���
 ZP � �!!������(����4
�� ! ���(��!�����
 ��!!������
 ��� ��
�$� ��.!�(�% Tm �� ZP � �� !������ �	
����������%� ��
�����*�! �. ��� ���!����!�(� BTP �������%��!% ���!��
 ����4
3�������
  �
��� !�
 P n�

)������	 (���" P � ��������"
�� ������� �������
�"
�� ��	����� �	�����
m ��

�� ���
�	��
���� ���
! (�����

���� BTP 	�#�� ���" ��
�����

� �
�
������
�� �����	����� � BTm ������
������� ����� ��5���
�
�� ������
��
�����	������� BT k

i��			 �ik
�� ���	 ��	�����
	 X D +i�� � � � � ik- ��������

��� ��	����

'�
�"
��� ��	�����
 KP ! (�� ���	 C�+BTP - D H�+BTP - D k+P - � ���#�
�� i O
BTP �� BTm �
��'����� ���	�����	 C�+BTm- D kGv�� � � � � vmH� k+P - D C�+BTP -!

�7



1 ��	���� �7 
� ((���
 !�� �������= ��!����(�������!�� ;.���������B��� � (
 �*�!�(� ���(��� �����)���% (�(���
 ��� ��
�$� ��� �	(�!���= �����
� �  ���4

�����%� + (�	�-����*�! ��� 
��������	�%� A�!�� �� D +E�� p�� B�� F - F �� ������
��!!������ 9���� ��� ����!(%	��. ��	�. B�� f O B � B� F �������(��� ������)�4
���� � p O E � B F ��������(����� ��!!������� 2���� !�$�!�(��� !�� �������%
��!����(�������!��  �

�����(��� ������ fEr� drg� !���%$�%!%   ���
�����%
 EO
Er � H�+E-� ��%  �����. E� D TorH��B��+H

�+B-� H�+E�--� 9�� �������% ��!����(�4
������!�� ;.���������B��� %(�%��!% !�� �������. ��!����(�������!��= (������
 (�������� � ��

�������� dr ��(�'��� ��!������ �� +r� �� r-� 1 !���������
 !��4
*���  ���� B D 
 F ��* � +����� E D F F !��. �-� 
� ����*��
 !�� �������=
��!����(�������!�� fEr� drg� Er � H�+E-� ��%  �����. E� D TorH��B�+H

�+E-� k-�
1 ��	���� �/ 
� (�*�!�%�
  ���
������ 
��������	�. ZP �

)������	 �	��� 	���� ���	�����	 ��
������


�� 
�����,

H�+ZP - D HGk+P -� @Gu�� � � � � umH� dH�

bideg vi D +>� �-� bideg ui D +��� �-�
d+�� ui- D vi � �� d+vi � �- D >�

*
��	 ���
��	 ������
�"

� ��������
���"
���" 6���%2���
 Tm��
�����
�� ZP	
ETm � BTP ����#�
���� � ���
� E�!

A�� ��
�$� 3��. �����
� ��	��*���  �
���������� !(�.!�(� ���!��� 
��4
�������� �( 
�)�� ������������(��� ( ���
����  ���
�����. �������%�
�� �
�

��������	�. ZP � 1 *�!���!���  �
���������= ������������= ����*��� �(�.4
!�(����!�� A��� ��� ��% 
��������	�. ZP �

(����	 + ���	�

� ����
������


�� 
������ Gk+P - � @Gu�� � � � � umH� dH �� ������
	� 17!8 	� �	��	 ��������� �����#��
��

1. &�
�
	�
�
�"
�� ����	����������� ��
�� 	
������
��� ZP ������
�������
����	 ��'����	 ���
 vi� � � � vin � uj� � � � ujm�n j� � � � � � jm�n ��� +i�� � � � � in-
� 

��� �
������ �������

�� ���������� � 
�������� ���9�
� v � P n �
fi�� � � � � in� j�� � � � � jm�ng D f�� � � � � mg!

3. 0�
 ��'���
 vi� � � � vip � uj� � � � ujr � vk� � � � vks � ul� � � � ult ������
����� �����
����

�� �� (�

�
�� ��
��� ����	������ � H�+ZP - ����
 � ���"�� ���
��
 ����
 p P s D n r P t D m � n +i�� � � � � ip� k�� � � � � ks- ������
����� ���
��� 

��� �
������ �������

�� ���������� � 
�������� ���9�
� v � P n �
fi�� � � � � ip� j�� � � � � jr� k�� � � � � ks� l�� � � � � ltg D f�� � � � � mg!

;�� ��

� ��	(��%�� ����*��� ��(�= ������������= !�����'���. <����9�
4

��(���% ��% ���!��� 
���������� �( � �%� ������  �
���������� !(�.!�(�

�/



��	������� ��!��%$�. ������ �� ����(���!� �� !�
������ �� ���
����� � ��4
������� BJY� �� ��������*�! �.  ��
������� K��� !�����(! �� *����%L +B�! (��

�. �665-� ��  ��
�������� ��!(%$����. 6>4����= !� ��% ��)����% &� 9� A����%4
���� +B�! (�� !���%��� �66�-� ��  ��
������� KJ��
����% � ��������%Z6�L +#���!�
<���%� �(��!� �66�-�

#!��(��% *�!�� ��	�������( ��!!������� ������ �(��� ( ������� G"�H�G"7H�
A���	�%!� !��*��
� (���)�= ����� �= ����������!�� !(��
� ���*��
� �� �(�4

�����= �� ���� 
�	� �4
���
���*�! �� ��� 1� ���� B��(��(�*� ,��'������ 	�
��!����( � 
����� 	���*� !��
�����=$�� ��!�)����% � (��
����  ������� � ���4

� � ��C 9�A� C�(� �(� 	� ��!����( � �%�� 	���*� � �� )� &��� �����% � #��� B�4
!��� 	� ������ !�(��� � ��!�)����%�

�5



	���� 
�

�
�������� ����� ����������
������������ � ��������
�������� �����
 Z�p

1 ��!��%$�. ������ (!� 
��������	�% ����������=�!% ���� �
� � ����������
�
�
� (!� ��.!�(�% ����� ����������=�!% ���� �
�� 1 3��. ���(� 
�� ( �!��(��
� ����

�
��� ���� !� ��
���"
� ��	�����
�	� 	
������
���	�� 9��������  �
��� !���

��������	�� F 3�� ����� !�!��%$�% �	 ���� ��� 
��������	�% M � !��������.
 �
��� !��. !��� ���� (  �!�������
 ��!!������  ��
� +3�� �	��*���� *�� ��% ��4
 ������� k ( ��!!������ TM � �k 
� !���(���  �
��� !��% !��� ����-� 9��������
 �
��� !��� 
��������	�%F �!��(��. ��I� � �	�*���% ������  �
��� !���  ����4
��	
�(� 1 ������ ������� �� ��.!�(�%
 ����� !��������  �
��� !��� 
��������	�%
������ ��	�(���!�  (�	� �
��� !��
�� W!�� �� � �	��� ��������� �� ����%)����
3��. ���(� (!� 
��������	�% ����� ������������!% !��������  �
��� !��
��

�� 	
�
���
��� �
�������� ������ � �
�� ����
�������

#���'����  ����������!��� !����!�(����. ! ��*��  �
��� !��. !��� ����.� ����4
���%��  ����� ?U � 3��
����
�  ������� %(�%=�!%  ��!!�  �
��� !��  �����������
!��������  �
��� !��� 
��������	�.� � !��)���� � �
��)���� 	���=�!% (	%���

��!(%	���� ��I�������% � ����	(�����% 
��������	�. !���(��!�(����� ������ ?U

%(�%��!%  �����
  �3

�������( ������  �
��� !���  ������	
�(O ?U D U�+pt-�
��� pt F ��* �� ������ ?U �Q %(�%��!%  �����
 
����*����( �� ����	�=$�� ����4
��������� *����� ��	
����!��.� !���(��!�(�=$��  ��!!�
  ������	
�  �
��� !4
��� ���� ��(��� ���!����!�(O ?U � Q D Q GC P � � C P � � � � � H� deg C P i D ��i�

��



A�!�� M F !��������  �
��� !��� 
��������	��� ����'�
 �����.  ��!! N)��%
 �!��������� ��!!�����% TM ( (���

c+TM- D � P c�+M- P c�+M- P � � �P cn+M- D +� P x�-+� P x�- � � � +� P xn-�

�� �!�� �����.  ��!! N)��% M 	���!�(���!% ( (��� ����	(�����%  ��!!�( N)��%
L(����������L ����
����� ��!!�����.� !�

�  ������ ���� TM � 2� �
 ����	�
�
ci+M- �!�� i4% !�

����*�! �% 
�� ��% �� x�� � � � � xn�

A�!�� RF �� ������  ����� ! � � ��	 ��������. ���%� ��)��
� �%�� (���Q+x- D
�P a�xP a�x

�P � � � !  �3

�������
� ( R�Q 
�)�� ��!��(��� ( !���(��!�(�� ���
�Q O ?U � Q � R � Q +!
� G��H-� 	��*����  ������� ��  ��!!�  ������	
� M�n

�������%��!%  � 

�Q+M
�n- D

� nY
i��

Q+xi-
�
GM�nH

+( ���(�. *�!�� ��)�� (���	��� !�

����*�! �. 
����*���
Qn

i��Q+xi- *���	 3��4

�������� !�

����*�! �� 
�� ���� 	�
����� �� ��  ��!!� N)��% ci � ��.�� 	��*�4
��� ����*������ ���� ����!��*�! ���  ��!!� �� M�n-� C��%�� ! �%��
 Q+x- ((���

�%�� f+x- D x

Q�x�
� g+u- D f��+u- +���� g+u- F �%�� 
��
����� �������.  f+x-�

g
�
f+x-

�
D f

�
g+u-

�
D �-� �� ���� �� �	��� 9�A� C�(� �(�
 G�/H�  �3

�������

����	(����. �%�� g+u- !��� 	��*���% !���(��!�(�=$��� ���� �Q ��  ��!!�� C P n O

g+u- D
�X
n��

�QGC P n H

nP �
un��� +�-

9 �����. !������� ����	(�����. ��� � �������%��!% !(��
� 	��*���%
� ��  ��!!��
C P n � ��3��
� �	 
��
��� +�- 
� 
�)�
 (�!!����(��� �%� g�+u-� � 	���
 Q�+x- D
x�g��+x-� 2� �
 ����	�
� �
���!% (	��
�� ����	��*��� !���(��!�(�� 
�)�� ����
�
� � 
��
�����
� �%��
� Q+x- D �P � � � �  ������ ��	(��%�� ��	�(��� ����	(�����.
��� K����
 ����������L�

#���
����.  �

�����(��. 
��
�����. ������. +����� �
����
�. ���!�� ����
	
�"
�� �������- F ���  �����
 R ��	�(���!% 
��
�����. !�������. �%� F +u� v- �
RGGu� vHH� ���(���(��%=$�. !����=$�
 �!��(�%
O

�- F +u� >- D F +>� u- D uQ

�- F
�
F +u� v-� w

�
D F

�
u� F +v� w-

�
Q

"- F +u� v- D F +v� u-�

�%� g+u-� ���(���(��%=$�. �!��(�= F +u� v- D g��
�
g+u- P g+v-

�
��	�(���!% ���
����

	�	 
��
�����. ������ F � 9  �)��. 
��
�����. ������. F !(%	��� �����


�

�6



�����	
 GuHn D F +u� � � � � u� �z �
n

-� ��� ���������� � �������%�� 
��
�����= ������ F��

������

�
  �����. %(�%��!% �%� g�+u- +!
� G0H-O F�+u� v- D g���

�
g�+u-P g�+v-

�
� ;��.


��
�����. ������ !���(��!�(��� !�������% !�!��
� GuH�n D g���

�
ng�+u-

�
�

�������*�� 
�)�� ���������� ���� ���������� ��% (�$�!�(����� 
��������4
	�. M�n� A�� 3��
  ��!!� N)��% ci 	�
��%=�!% ��  ��!!� A����%���� pi� � xi ��
x�i � ����

p+TM- D � P p�+M- P p�+M- P � � �P pn+M- D +� P x��-+� P x��- � � � +� P x�n-�m

1
�!�� �%�� Q+x- 
� ������ ����
 �
��� Q+x�-�

:��
���� ����*����� ( �����. ������ ����!%�!%� ( �!��(��
�  !����=$�
 ��4
��
 �����������

�� :
�����
�"
�� ��� � !���(��!�(��� ��)��!�(����
� ��
�
��
�	
� id O ?U �
Q� ?U�Q� 9���(��!�(�=$�% 
��
�����% ������ F +u� v- �	(�!��� ( ������  ����4
��	
�(  � L
��
�����% ������ ���
����*�! ��  ������	
�(L +!
� G�7H-� ��
���
�
*��  �3

������� F +u� v- ��)�� (  ����� ?U � � �� ( ?U � Q +%(��� 
��
��� ����4
*��� ( G"H-� E	(�!��� G0H�G��H� *�� 
��
�����% ������ F +u� v- %(�%��!% ���(��!���4
��.� ���� ��% �=��. 
��
�����. ������ F +u� v- ��� �=��
  �����
 R !�$�!�(���
����!�(����.  �����(�. ��
�
��
�	
 � O ?U � R �� �.� *�� F +u� v- D �



F +u� v-

�
�

:��
�����% ������ F +u� v- �
��� ������

 g+u- !  �3

�������
� (  ����� ?U�Q �
�������%�
�. 
��
���. +!
� +�--

g+u- D
�X
n��

�GC P n H

nP �
un�� D

�X
n��

C P n

nP �
un���

�� ��� *���
 td+M- !���(��!�(��� �%��

Qtd+x- D
x

�� e�x
� ftd+w- D �� e�w� gtd+u- D � ln+�� u-�

2� )� !�
�� 
�)�� ����*��� �!���% �	 ����� *�� td+C P n- D �� <�.!�(�������� �����
�	 +�- !������

gtd+u- D
�X
n��

un��

n P �
D � ln+�� u-�

9���(��!�(�=$�% !�������% !�!��
� �
��� (��

GuHtdn D g��td

�
ngtd+u-

�
D �� en ln���u� D �� +�� u-n�

E�� � ��% ���� 2���� 
� �
��
O

ftd+w- D �� e�w� gtd+u- D � ln+�� u-� GuHtdn D �� +�� u-n� +�td-

�>



"� /������
 �
�
���������
 e+M- + �!��������� ��!!�����%-� 2� � e+C P n- D nP
�� �� +!
� G�/H-

ge+u- D
u

�� u
� fe+w- D g��e +w- D

w

� P w
�

���*�� Q+x- D � P x ��  � � !����(��� �)������

eGM H D
� nY
i��

Q+xi-
�
GM H D +x�x� � � � xn-GM

�nH D cnGM
�nH�

<�����

GuHen D g��e

�
nge+u-

�
D

nu

� P +n� �-u
�

E�� � ��% 3.����(�. ���� ����!�� � 
� �
��
O

fe+w- D
w

� P w
� ge+u- D

u

�� u
� GuHen D

nu

� P +n� �-u
� +�e-

0� 2��

���
� ��� L���� !���(��!�(��� �%��

QL+x- D
x

th+x-
D

x+ex P e�x-
ex � e�x

� fL+w- D th+w-�

gL+u- D arth+u- D
�

�
ln

�
� P u

�� u

	
�

;�� 
��
��� 
�)�� ����*��� �� )� �	 �����
� ���������� � ��
� *�� L4��� ��(��
!��������� !
� G��H� ( !���  �����. L+C P �n- D �� L+C P �n��- D >� 9���(��!�(�=$�%
!�������% !�!��
� �
��� (��

GuHLn D g��L

�
ngL+u-

�
D

e
n
�
ln ��u

��u � e�
n
�
ln ��u

��u

e
n
�
ln ��u

��u P e�
n
�
ln ��u

��u

D
+� P u-n � +�� u-n

+� P u-n P +�� u-n
�

E�� � ��% L4���� 
� �
��
O

fL+w- D th+w-� gL+u- D
�

�
ln

�
� P u

�� u

	
� GuHLn D

+� P u-n � +�� u-n

+� P u-n P +�� u-n
� +�L-

7� E
���!% ��������
����*�! �. ���� ����$�=$�. ��� �������$�� ���
����
� �
���� �y��
�
���������
Q �y4���� ����!�� � F 3�� ��� ����������� !���(��4
!�(�=$�. �%��

Q�y D
x+� P ye�x���y�-
�� e�x���y�

�

f�y+w- D
w

Q�y+w-
D

�� e�w���y�

� P ye�w���y�
� g�y+u- D

�

� P y
ln
� P yu

�� u
�

��



A���������% �!��(��
 ���
���( � f�y+w- D wP � � � � 	�
��%% w+�Py- �� w� ����*�


8f�y+w- D
�� e�w

� P ye�w
� 8g�y+u- D ln

� P yu

�� u
�

1 ����� !��*�%� (���)���� ��% !�������. !�!��
�� !(%	����. ! �y4����
 ���� � ��
)�O

GuH�yn D
+� P yu-n � +�� u-n

+� P yu-n P y+�� u-n
D

��
�

��u
��yu

�n
� P y

�
��u
��yu

�n � +��y-

A�� y D >���� � 
� ����*��
 !���(��!�(���� ��� 2����� 3.����(� ���� ����!�� �
� L4����

/� 8A���� !���(��!�(��� �%��

QA+x- D
x��

sh+x��-
D

x

ex�� � e�x��
�

fA+w- D � sh

�
w

�

	
� gA+u- D � arsh

�
w

�

	
D ln

�
u

�
P

r
� P

u�

0

�
�

9���(��!�(�=$�% !�������% !�!��
� �
��� (��

GuHAn D g��A

�
ngA+u-

�
D � sh

�
n arsh+u��-

�
D

D

�
u

�
P

r
� P

u�

0

�n

�
�
u

�
P

r
� P

u�

0

��n

�

E�� � ��% 8A4���� 
� �
��
O

fA+w- D � sh+w��-� gA+u- D � arsh+u��-� GuHAn D � sh
�
n arsh+u��-

�
� +�A-

�� �
�� ���������� � ��
���� ���� !������ 
�
����"#�

A�!�� E� F F �(� (� ������ ��!!�����% ��� 
��������	��
 M � D O R+E- � R+F -
F ��

�����������. �������� ���%� � m �	 ���!����!�(� !�*���. R+E- ��!!��4
���% E ( ���!����!�(� !�*���. R+F - � ��m�+D- O ��E � ��F F +!���'�.- !�
(��
��������� DQ 	��!� � O T �M � M F ���� ��%  � �!��������� ��!!�����%  M �
9�
(�� �+D- �������%�� ��% �=����  � �!��������� (� ���� � � T �

x 
��������	�%
M ( ��* � x ����.��� ������)���� �+D� �- O Ex � Fx !��% E ��� x ( !��. F ���
x� ;�� ������)���� (���%��� !����=$�
 ����	�
� A�!�� e � Ex� 1�����
 !�*����
s � R+E-� �� ��� *�� s+x- D e� � ���� �= 
�� ��= f �� M � �� �=� *�� f+x- D > �
df D �� 2���� �+D� �-e D



D+fm � s-�+x-�

��



������
���� �	�	 /�����������	 ��	������	 �� 
��������	��M ��	�(���!% ��4
��� (� ������ ��!!�����. E�� E�� � � � � Em� ��%  ������ 	����� ��!����(�������!��
��

������������ ���������(

D O R+E�-
D��� R+E�-� � � �

Dm������ R+Em-�

�� �%� *�� Di��Di D >� i D >� � � � � m�� � ��% �=���� ������(���  � �!��������� (� 4
���� � � T �

x 
��������	�% M ( ��* � x ��!����(�������!�� ����.��� ������)���.

>� E��x

�D��������� E��x � � � �


�Dm������������ Em�x � >

%(�%��!% ��*��.�

B� ����
 ��!!
����(��� !����=$�� 3������*�! ��  �
��� !�O  �
��� ! �� ��
�

@� O R+@�-
d���� R+@�-

d���� � � � d���� R+@n-

�  �
��� ! <�����

@p�� O R+@p��-
d������ R+@p��-

d������ � � � d������ R+@p�n-�

��� @i D @i+T �M- F ��!!������ ��

������������ i4
��
 �� M � �

@p�i D @p+T �M- � @i+T �M- � @p+T �M- � @i+TM-

F ��!!������ ��

������������ 
��
 ���� +p� i- +T �M � TM � �!�� �� 
��������4
	�� M ((����� 3�
���(� 
���� �-�

E
��� 
�!�� !����=$�% �����
� ������������ �� ���� !� (  ���
�����*�! �.

��
� +!
� G�H-�

)������ �	�	 (���" M � ��	�
��
�� ����
�����	�� �������
'����	�� 	
����
���
��� �
�	��
���� �n � E D fDi O REi � REi��g � ������������� ��	�����
+i D >� � � � � m � �- 
���'�����


�� � �
�
���"
�	 �
�����
��	 +�!�! ��� �
������

�� Ei 
���'�����

� � TM-! *���
 �
���� ����� ��	�����
 ������������ �������
��� ���	����O

ind+E- D +��-n
��

�

e+TM-

mX
i��

+��-i ch+Ei-

	
td+TM � C -

�
GM H�

;
	��

��! ����!�( td+TM � C - D
Qn

j��

�
xj

��e�xj �
�xj
��exj

�
� e+TM- D x� � � � xn � 
��4


����� !� ����( �� x� � � � xn� ����*�
 !����=$�= 
��
���O

ind+E- D

�� mX
i��

+��-i ch+Ei-

	 nY
j��

�
xj

�� e�xj
� �

�� exj

	�
GM H� +"-

�"



��!!
����
 3������*�! �.  �
��� !
n
X
y
i D

Ln
p�� y

p@p�i
o

+	�
���
� *�� 3���

��I� � %(�%��!% 3������*�! �
  �
��� !�
 ���� � ���  �� ������ ����� y� ���� �
��� ���� !� �*�(����� �������%��!% ��� �=��� y  � 
����*��� �� yQ ( ������.'�


� ����
 ��	�(��� �������*��� ��I� �� ������������	� ��	�����
	�-� A�� ��4

�$� �����
� ������������ ��� � �� �	��� !����=$�. 
� �� (���(�� �� �	����.
����������
 +!
� G��H-�

)������ �	�	 �
���� �������������� ��	�����
 fXy
i g �
��
 �y��
�
����������

	
������
��� M  ��������

�� ��9� �!�!

ind+Xy- D �yGM H D

� nY
j��

xj+� P ye�xj-
�� e�xj

	
GM H�

0��
�
���"����! 1�!����	��
!% 
��
���. +"-O

ind+Xy- D

�� nX
i��

+��-i ch+Xy
i -

	 nY
j��

�
xj

�� e�xj
�

�� exj

	�
GM H

D

�
ch

� nX
i��

+��-i@iTM

	
ch

� nX
p��

yp@pT �M
	 nY

j��

�
xj

�� e�xj
�

�� exj

	�
GM H

D

�
nY
j��

+�� exj-
nY
j��

+� P ye�xj-
nY
j��

�
xj

�� e�xj
�

�� exj

	�
GM H

D

� nY
j��

xj+� P ye�xj-
�� e�xj

	
GM H D �yGM H�

���!� 
� (�!����	�(���!� !����=$�
 
� ��
 +!
�� �����
��� G�7H-�

(���� �	+	 (���" E � ��	�����
�� n�	��
�� �
�����
�� 

� �������
'����	�	
	
������
���	 M  c+E- D �Pc�+E-P� � �Pcn+E- D +�Px�- � � � � � � +�Pxn- � ���	
�"
��
�
���#�
�� ���
��� ��
��
 <#�
�! (���"

@tE OD
�X
k��

+@kE-tk� StE OD
�X
k��

+SkE-tk�

*���


ch+@tE- D
nY
i��

+� P texi-� ch+StE- D
nY
i��

�

�� texi
� +0-

�0



1 *�!���!��� �!�� 
� ��!!
����
  �
��� !� f@��ig�
n
Ei D

Pn
p��+��-p@p�i

o
�n

Li D
Pn

p��@
p�i
o
� �� �� ���� !� ����� ��(�� !���(��!�(���� tdGM H D ind+@���-�

eGM H D ind+E-� LGM H D ind+L-�
<���� 
� ��!����
 3������*�! �.  �
��� !� ���� !  ������� ����� ��(�� 8A4

���� 
��������	�% M ��� �� ������ �������������� �!��(�%�� A�!�� c�+M- � >
mod � +3�� 3 (�(������� �!��(�= w�+M- D >� ���� !�$�!�(�(���= �� M !�������.
!��� ����-� 2���� !�$�!�(��� ����.��� ��!!������ L ��� M � �� ��� *�� L � L D
@nT �M � ���� �!�� c+M- D +� P x�- � � � +� P xn-� �� c+L- D � � x������xn

�
� ch+L- D

exp
��x������xn

�

�
� 1(���
  �
��� ! fAi D @��i � Lg�

)������ �	$	 �
���� �������������� ��	�����
 A ��������

��� ��9� �
��
 8A�
���� 	
������
��� M  �!�!

ind+A- D 8AGM H D

� nY
j��

xj
� sh+xj��-

	
GM H�

0��
�
���"����! ���!� 
� !��(� (�!����	��
!% 
��
���
� +"- � +0-O

ind+A- D

�
ch+L- ch

� nX
i��

+��-i@��i

	 nY
j��

�
xj

�� e�xj
�

�� exj

	�
GM H

D

�
exp

�
�x� P � � �P xn

�

�
ch

� nX
i��

+��-i@iTM

	 nY
j��

�
xj

�� e�xj
�

�� exj

	�
GM H

D

�
nY
j��

e�xj��
nY

j��

+�� exj-
nY
j��

�
xj

�� e�xj
�

�� exj

	�
GM H

D

� nY
j��

xje
�xj��

�� e�xj

	
GM H D

� nY
j��

xj
� sh+xj��-

	
GM H D 8A+M-�

2� �
 ����	�
 
� ��!������ 3������*�! ��  �
��� !�� �!!������(����� !  �4
!�������
 ��!!������
  M � (�*�!�%=$�� (!� �!��(��� ���� ���������� �	 ��	4
���� ��

�7



$� %�
�&����' ��
���� (��)��� 
 ���
���*���
�
+"�� ,�
����� ���� -
���. � ����
*���' "
��/#���'� Z�p � �
��� ����������

A�!�� �� 
��������	�� M�n ��.!�(��� ����!(��!�����. +���� �
�=$�. ��'� �	�4
����(����� �����(�)��� ��* �- 3���
��
�	
 �� �. g� *�� gp D �� p ���!��� +����
	����� ��.!�(�� ������ Z�p-� A�!�� P�� � � � �Pq F �����(�)��� ��* � � 
������
M ��� JPj +g- ������)���% g ( ��* � Pj �
��� !��!�(����� *�!��

�
�j�
k D exp

�
��ix

�j�
k

p

�
� x

�j�
k �D > mod p� k D �� � � � � n� j D �� � � � � q�

A�!�� �� 
��������	�� M 	���� 3������*�! �.  �
��� ! E D fDi O REi �
REi��g� 1(���
� !����% ���� � ,���� +!
� G�>H-� !����=$�� ������������

������
���� �	�	 (��
����	 �
��	�����	
 g 

 ��	��
�
�� ��	�����
 E ��	�4
(���!% ����� ����.��� ��

������������ ���������( �i O R+g

�Ei- � R+Ei-� ���!�
g�Ei F �������	 ��!!�����% Ei ��� ������)���� g�

A�� ��
�$� �i 
�)�� ���������� 3���
��
�	
� Ti+g� �- O R+Ei- � R+Ei-  � 
 �
��	���= � � Rg� Ti+g� �- D �i � Rg� ��� Rg O R+Ei- � R+g�Ei- F �!��!�(�����
������)���� !�*���. ��!!�����% Ei ( !�*���% ��������(������ ��!!�����% g�Ei�
2���� �
��� 
�!�� !����=$�% ��$�% �����
� �����,�����&�
'��� +!
� G�>H-�

)������ �	�	 (���" g O M � M � ��

�����
�"
�� �
��	�����	 ��	�
��
��
�� 	
������
��� M ! (���" E � ������������� ��	����� 

 M � �i O R+g

�Ei- �
R+Ei- � ���
���� g 

 ��	��
�
�� ��	�����
 E �
��� ��� �
��'����


�� �
�
��	�����	� Ti+g� �- O R+Ei-� R+Ei- ���������� �
��	�����	 T +g� �- ��	�����
 E
+�!�! Ti ��		������� � �������
'�
�
	� di-! *���
 =�����
��

�
�� �
����>
ind+g� E- OD

Pn
i��+��-i trT �

i  ��� T �
i O H i+E-� H i+E- ����������� �� ���	���

ind+g� E- D

qX
j��

�+Pj-� +7-

��� ����
 �+Pj- � C �
����� ���"�� �� ���
�"
�� ������� T � �i � ����� Pj!
+ �
��
���� ���� � �
#��� 
������#
�� ����� Pj ����
��� �i �
��'�����

�
��	�����	 �i+Pj- O Ei�Pj � Ei�Pj  �� �+Pj- �
�
�

�+Pj- D
nX
i��

+��-i tr�i+Pj-��det��� JPj +g-
��� � +/-

�/



%����� �	�	 W!�� Ei D @i+M- F  �
��� ! �� ��
�� �� �i+Pj- D @iJPj +g-�
%����� �	+	 W!�� Ei D @p�i+M- F  �
��� ! <������ ��

�i+Pj- D @pJ �
Pj+g- � @iJ �

Pj +g-�

��� J �
Pj+g- F ����
��
��% *�!�� ������)���% JPj+g-�

C�.��
 �+Pj- ��%  �
��� !� <����� @p��� 2�  � 
��det�� � JPj +g-

��� D det
�
� �

J �
Pj+g-

�
det
�
�� J �

Pj +g-
�
� �� �	 +/- �
��


�+Pj- D
tr
�
@pJ �

Pj +g- �
P

i+��-i@iJ �
Pj +g-

�
det
�
�� J �

Pj+g-
�
det
�
�� J �

Pj +g-
�

D
tr
�
@pJ �

Pj +g-
�
det
�
�� J �

Pj +g-
�

det
�
�� J �

Pj+g-
�
det
�
�� J �

Pj +g-
� D tr@pJ �

Pj +g-

det
�
�� J �

Pj +g-
��

���!� 
� (�!����	�(���!� �	(�!���
 ��(��!�(�
 �	 ����.��. �������

det+�� A- D
X
i

+��-i tr @iA +5-

��% �=���� ����.���� ��������� A� E�� �

�p+Pj- D
tr @pJ �

Pj+g-

det
�
�� J �

Pj +g-
�� +�-

2����
� "�� � 
��
��� +�- ��	(��%=� �������� 
�� ��� �����(�)��� ��*� 
�+Pj- ��%  �
��� !�( @���� E � L� Xy� (�*�!�%=$�� !���(��!�(���� ��� 2����� 3.��4
��(� ���� ����!�� �� L4��� � �y4���� ����!�� � 
��������	�% M �

0� ��+�#����' ��' �
�� 1
���� 2/���
�
/ ����"���
��#��"� � L��
�� ,#��������.

���� ���
����
� ��� ��������� ��������
��
�


��!!
����
  �
��� ! Ei D
Pn

p��+��-p@p�i� ind+E- D e+M-� 1 3��
 !��*��

�i+Pj- D
nX

p��

+��-p@pJ �
Pj +g- � @iJ �

Pj +g-�

�5



� 
�� ��� �����(�)��� ��*� !��� +!
� 
��
��� +�--

�e+Pj- D
nX

p��

+��-p�p+Pj- D

Pn
p��+��-p tr @pJ �

Pj +g-

det
�
�� J �

Pj +g-
� D �� +6-

���!� 
� !��(� (�!����	�(���!� 
��
���. +5-� #�!=�� �� �����
� "�� �
��


ind+g� E- D
qX

j��

�e+Pj- D q�

2�  � �
p

P
l�Z�p ind+g

l� E- D s �!�� ����������(����% !�

� ��	
����!��. ��(�4

�������� ������!����!�( ��.!�(�% g ��  ���
�����%�  �
��� !� E � ind+�� E- D
ind+E- D e+M-� �� 
� �
��


ind+�� E- D e+M- D �
p��X
l��

ind+gl� E- P ps D ps� q+p� �- D q P p+s� q-�

2� �
 ����	�
 
� ����*��� !����=$�= 
��
��� ��% 3.����(�. ���� ����!�� �O

e+M- � q mod p� +�>-

���� ���
����
� ��� ���� �����

1�*�!����% ���� 2����  �
��� !���� 
��������	�% ( ���
���� ��.!�(�% ������
Z�p �� ��
 ���� ���(����� 1�B� ,��'������
 � 9�A� C�(� �(�
 ( ������ G0H� <�%
������� �	��)���% 
� 	��!� ���(���
 �� ��	��������

������
���� +	�	 &�
�'�� ?�"�%@���
 ABtd+x�� � � � � xn- 
������#
�� ����� F
3�� 
�� ��%� !���!��(�%=$�% ������ (�!�( x�� � � � � xn� xi � Z�p� *�!��

ABtd+x�� � � � � xn- D �Tr

�
nY

k��

�

�� e��ixk�p

�
� +��-

��� Tr O Q +�- � Q F ������� �4*�!��(�. !���� � D e��i�p�

1 G0H ���� �� �	���� *��

qX
j��

ABtd+x
�j�
� � � � � � x�j�n - � td+M- mod p� +��-

��



� ��� (�*�!��� !��� ( ����������� 
�� ��. �����,���� ��% ���� 2����O

ABtd+x�� � � � � xn- � �
�
pGuHtdp��
GuHtdp

nY
k��

u

GuHtdxk

�
n

mod p�

ABtd+x�� � � � � xn- �
nX

m��

�
pu

GuHtdp

nY
k��

u

GuHtdxk

�
m

mod p�

+�"-

��� GuHtdq F q4% !������ ( 
��
�����. ������� !(%	����. ! ����
 2���� +!
� 
��
�4

�� +�T --� �
�
h+u-

�
k
F  �3

������ ��� uk ( !�������
 �%�� h+u-�

���� ���
����
� ��� L����� ��

��� ��!

2����� ��!!
����
  �
��� ! L D
Pn

p��@
p��� W�� ���� ! �!�� L4���O ind+L- D L+M-�

1 3��
 !��*�� ����%��%
� g ��  �
�������  �
��� !� L �����

�i+Pj- D
nX

p��

@pJ �
Pj+g- � @iJ �

Pj +g-�

� 
�� ��� �����(�)��� ��*� �!�� +!
� 
��
��� +/--

�L+Pj- D
nX

p��

�p+Pj- D

Pn
p�� tr @

pJ �
Pj +g-

det
�
�� J �

Pj +g-
�

D
det
�
� P J �

Pj +g-
�

det
�
�� J �

Pj+g-
� D nY

k��

� P e��ix
�j�
k �p

�� e��ix
�j�
k �p

�

+�0-

���!� 
� !��(� (�!����	�(���!� 
��
���. +5-� ���*���  � !������ �	 �����
� "���
3 (�(��������. ���� ! �!��

ind+g� L- D

qX
j��

�L+Pj- D

qX
j��

nY
k��

� P e��ix
�j�
k �p

�� e��ix
�j�
k �p

�

�� � ����'�� �
p

P
l�Z�p ind+g

l� L- D s F ����������(����% !�

� ��	
����!��. ��4

(��������� ������!����!�( ��.!�(�% g ��  ���
�����%�  �
��� !� L � ind+�� L- D
ind+L- D L+M-� ����

L+M- D ind+�� L- D �
p��X
l��

ind+gl� L- P ps D �
qX

j��

p��X
l��

nY
k��

� P e��ix
�j�
k l�p

�� e��ix
�j�
k l�p

P ps�

�6



9��(� ��!!
����(��
 ������� �4*�!��(�. !��� Tr O Q+�- � Q � ((���
 
�� ���
�����,���� ABL+x�� � � � � xn-  � 

ABL+x�� � � � � xn- D �Tr

�
nY

k��

� P e��ixk�p

�� e��ixk�p

�
� +�7-

2����

qX
j��

ABL

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

� � L+M- mod p� +�/-

9�����'���% +�7- � +�/- �������*�� !�����'���%
 +��- � +��- ��% ���� 2����� #!��4
��!% (�*�!���� !��� ( ����������� 
�� ��. �����,���� ABL+x�� � � � � xn-�

#��	��*�
 � D ���
���

Q ����� � D e��i�p D ��

��


� C�
 ���� (�*�!���� Tr
�Qn

k��
���xk

���xk
�
�

1�*�!����% ����
 ���(����� ( p4���*�! �
 ���������� Q p+�- ���% Q +�-� 9�
(�4
��
 � ����
 ���	��*��� ��(��!�(� �� 
����= ������ pZp � Q p � 1��*��� �� �)�

!����=$�� ��(��)������

(���� +	�	 Tr+�k- � > ��� ������ k � �!

0��
�
���"����! 2�  � � D �p P � D +� P �-+�p�� � �p�� P �p�� � � � � � � P �-� ��

� D
+�� �-+�p�� � �p�� P �p�� � � � � � � P �-

�
D �p�� � �p�� P �p�� � � � � � ��

A�3��
�

Tr �k D

p��X
m��

�
+�m-p�� � +�m-p�� P +�m-p�� � � � � � �m

�k � >�

��  � 

p��X
m��

�
+�m-p�� � +�m-p�� P � � � � �m

�k
D

p��X
m��

�
+�m-p�� � +�m-p�� P � � � � �m

�k
�

� ��% �=���� r (����
Pp��

m��+�
m-r � >�

<���� �
��


nY
k��

� P �xk

�� �xk
D

nY
k��

� P
�
��

��


�xk
�� ���


��


�xk D
�

�n

nY
k��

�
�
� P

�
��

��


�xk�
�� ���


��


�xk DO
�

�n

�X
k��

Ak�
k�

��� Ak � Zp F ����� p4���*�! �� *�!�� +��  � ��xk � Zp-� A�3��
� 
�)�� ����4
!���

Tr

�
�

�n

�X
k��

Ak�
k

	
� Tr

�
�

�n

nX
k��

Ak�
k

	
D

nX
k��

�
Ak Tr+�

k�n-
�
�

">



A���)�
 Tr ��s D Bs � ((���
 �(� 
��
������ �%�� A+u- D
P�

k��Aku
k� B+u- DP�

k��Bku
k� ��
���
� *���  � !������ �	 +�L-� A+u- D

Qn
k��

u
	u
Lxk

� 2� �
 ����	�
�

��
 ���� (�*�!����  �3

������ ��� un ( �%�� A+u-B+u-� E
��


B+u- D Tr

�
� P

�X
s��

��sus
	
D Tr

�
�

�� ���u

	
D Tr

�
�

� � u

	
D Tr

�
� P

u

� � u

	
D +p� �- P uTr

�
�

� � u

	
�

��
���
 ������� *�� �!�� ��+u- F 
���
�����. 
����*��� 3��
���� � ����!�4

������ ��!'�����% Q p+�- j Q p � �� Tr �
��u D �����u�

���u�
� 2�  � 

> D
�p � �

� � �
D

�
��

��


�p � ��
��

��


�� �

D

�
+�� �-p � +� P �-p

�
+� P �-

+� P �-p+���- D
�

+� P �-p��
+� P �-p � +�� �-p

��
�

�� �
+u- D
���u�p����u�p

�u
F 
���
�����. 
����*��� 3��
���� � D ���

���
� 2���� �
��


�Tr
�

� � u
D

��
+u-
�
+u-

D p
+� P u-p�� P +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p
� �

u
�

2� �
 ����	�
�

B+u- D +p� �- P uTr

�
�

� � u

	
D

+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p
�

Tr

� nY
k��

� P �xk

�� �xk

	
� �A+u-B+u-�

n
D

�
p
+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p

nY
k��

u

GuHLxk

�
n

�

����

ABL+x�� � � � � xn- � �
�
p
+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p

nY
k��

u

GuHLxk

�
n

mod p�

;�� 
��
��� �������*�� ���(�. �	 
��
�� +�"-� <�����

p
+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p
D p

+�� u-+� P u-p � +� P u-+�� u-p

+�� u-+� P u-
�
+� P u-p � +�� u-p

�
D p

+� P u-p � +�� u-p � u
�
+� P u-p P +�� u-p

�
+�� u�-

�
+� P u-p � +�� u-p

�
D

p

�� u�
� pu

+�� u�- ���u�
p����u�p

���u�p����u�p
D

p

�� u�
� pu

+�� u�-GuHLp

� � pu

GuHLp
+� P u� P u� P � � � -�

"�



A�3��
�

ABL+x�� � � � � xn- � �
�
p
+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p

nY
k��

u

GuHLxk

�
n

�
�

pu

GuHLp

nY
k��

u

GuHLxk
+� P u� P u� P � � � -

�
n

mod p�

#�!=��

ABL+x�� � � � � xn- �
	n��
X
i��

�
pu

GuHLp

nY
k��

u

GuHLxk

�
n��i

�

C� ��  � GuHLk D ���u�k����u�k
���u�k����u�k D th+k arth u-� � �%� arth u + � � th u- !����)�� ���� �

��*����� !������ u� �� �%� pu
	u
Lp

Qn
k��

u
	u
Lxk

!����)�� ���� � *����� !������ u� � 
�


�)�
 ������ 	���!��� 
��
��� ��% 
�� ��. �����,���� ��% L4����� �������*���

��
���
 +�"- ��% ���� 2����O

ABL+x�� � � � � xn- � �
�
p
+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p

nY
k��

u

GuHLxk

�
n

mod p�

ABL+x�� � � � � xn- �
nX

m��

�
pu

GuHLp

nY
k��

u

GuHLxk

�
m

mod p�

+�5-

2���� �� 
��
��� +�/-

L+M- �
qX

j��

nX
m��

�
pu

GuHLp

nY
k��

u

GuHL
x
�j�
k

�
m

mod p� +��-

���!� GuHLp D ���u�p����u�p
���u�p����u�p �

��
���
� *�� !�����'���� ���� +��- ��� +�/- 
�)�� ����*��� � ��% 3.����(�.
���� ����!�� �� :�� ��%
� �����,���� �����

ABe+x�� � � � � xn- D �Tr

� nY
k��

�� �

�� �

	
D �Tr+�- D �+p� �- � � mod p�

2����

q D

qX
j��

ABe+x
�j�
� � � � � � x�j�n - � e+M- mod p� +�6-

;�� !�����'���� �������*�� !�����'���%
 +��- � +�/- ��% ���� 2���� � L4�����

"�



3� %�&�� ��
������� 
 ��+�#����� �
�
� ������
����� +���
 ���������� ��/#���' Z�p

C�)� 
� ��!!
����
 �����. ������  (�*�!����= 3 (�(���������� ���� !�
ind+g� E- D

Pm
i��+��-i tr+g�H i- 3������*�! ���  �
��� !� E� �	��)����. ( G�HQ !
�

�� )� G�7H�
1��*��� 
� ��! ��� � �!����
 �!��(�% �� ��.!�(�� ��������� g� gp D �� ��


��������	�� M�n� E
����� 
� �����
 �!��(�� ����!(��!�����!��� A�!�� ������
Mg D

�
x � M j gx D x

�
F 
��)�!�(� �����(�)��� ��*� � A���!��(�
 ��� ( (���

��I�������% !(%	���  �
������O Mg D ��Mg
� � 2���� 3 (�(��������. ���� ! ����4

!��(�%��!% ( (��� !�

� 
�� ��. �����(�)��� ���
��������	�. �+Mg
� -�  ������

(�*�!�%=�!% !����=$�
 ����	�
�
A�!�� Y D Mg

� F ���� �	  �
������ !(%	��!�� 
��)�!�(� �����(�)��� ��*� �
<�% �=��. ��* � p � Y �������� g ����.�� ��.!�(��� ��  �!�������
 ���!����!�(�
TpM �  ������ ��! ����(���!% ( ��%
�= !�

� !��!�(����� ������!����!�( Np���
!���(��!�(�=$�� !��!�(����
 	��*���%
 �� j�j D �� 2� �
 ����	�
� ��% �=����
!��!�(������ 	��*���% � 
� ����*��
 ��!!������ N� ��� Y � A�� 3��
 N� F 3�� (
��*��!��  �!�������� ��!!������ TY  Y � A�!�� d� D rkN�� 2���� 
� �
��


TM jY D
M
�

N�� c+N�- D

d�Y
i��

+� P z�i -� +�>-

����

c+TM jY - D
Y
�

d�Y
i��

+� P z�i - D
nY
i��

+� P zi-�

+	��!� zi F ���(��  ��!!� N)��% K(����������L ����
����� �����!!�����.� ( !�
4

� ��=$�� TM � !
� ��	��� �-� 2���� 
�� ��% �+Y - �������!% !����=$�
 ����	�
�
��!!
����
 
��
��� +"- ��% ���� !� �	 �����
� ���O

ind+E- D

�� mX
i��

+��-i ch+Ei-

	
cn+M-

nY
j��

�
�

�� e�zj
�

�� ezj

	�
GM H� +��-

� 	�
���
 ( ��.M �� Y � ezi �� ���ezi � 2� )� !�
�� ��������
 � ! ch+Ei-� ;�� (!����

�)�� !������� �!�� (!� ��!!�����% Ei �!!������(��� !  �!�������
 ��!!������

 M � ;��� K������L (	%� ��
� �	 G�7H�

1 !��*��  ���*���� *�!�� �����(�)��� ��*� �
��
 Y D pt� cn+Y - D �� ���� 
�

���)�� 	�
����� z�z� � � � zn �� �� ez
�
j �� ���j � ���� �!���  � � (�'�� ((�!�� K(�!�L xi

�� 
��
��� �j D exp
�
��ixj
p

�
� �� 
� ���)�� 	�
����� z�j �� ���i

p
xj�

""



%����� $	�	 ��!!
����
 �y4���� ����!�� � 
��������	�% M � A��
���(  
��4

��� �	 �����
� ��� ��' K������L� 
� ����*�
 !����=$�= 
��
��� ��% 
�� ���
�����(�)��. ��* � PO

�+P- D
nY

k��

� P ye��ixk�p

�� e��ixk�p
� +��-

A��!��(�( !=�� 	��*���% y D ��� >� �� 
� ����*�
 
��
��� ��% 
�� ��. �����(�)4
��� ��*� ��% 3.����(�. ���� ����!�� �� ���� 2���� � L4����O

�e+P- D �� �td+P- D
nY

k��

�

�� e��ixk�p
� �L+P- D

nY
k��

� P e��ixk�p

�� e��ixk�p
�

 ������ !�(����=� ! 
��
���
� +6-� +�0-� � 
��
���. �	 ������ G0H� ����*����
�
�	 �����
� "�� ����4,�����

��!!
����
 ������ ��$�. !��*�. ����	(������� ���� ���������� �O

�+M- D

� nY
i��

zi
f�+zi-

	
GM H�

��� g�+u- D f��� +u- F ������

 !���(��!�(�=$�. 
��
�����. ������� A�!�� !�4
$�!�(��� 3������*�! �.  �
��� ! E� ��!!�����.� �!!������(����� ! TM � ���� !
 ������� ��(�� �+M-� A��
���( ���!����. (�'� K������L� 
� ����*�
� *�� 
�� 4
��� �����(�)��� ��*� ��.!�(�% g �� M ����� (�*�!�%�!% �� 
��
���

�+P- D
nY

k��

�

f�+���ixk�p- � +�"-

��� xk F K(�!�L �����(�)��. ��* � P� �������%�
�� �	 �!��(�% �k D exp
�
��ixk
p

�
�

xk �D > mod p� �k F !��!�(����� *�!�� 
������ M ��� JP+g- ������)���% g (
��* � P� ; (�(��������. ���� !  �
��� !� E� �������%��!% ����� �� 
��
���

ind+g� E�- D

qX
j��

nY
k��

�

f�
����ix�j�k �p

� �
<����� �

p

P
l�Z�p ind+g

l� E�- D s F ����������(����% !�

� ��	
����!��. ��(���4

������ ������!����!�( ��.!�(�% g ��  ���
�����%�  �
��� !� E� � ind+�� E�- D
ind+E�- D �+M-� A�3��
� �
��


�+M- D ind+�� E�- D �
p��X
l��

ind+gl� E�- P ps D �
qX

j��

p��X
l��

nY
k��

�

f�
����ix�j�k l�p

� P ps�

"0



��!!
����
 ������� �4*�!��(�. !��� Tr O Q p+�-� Q p � ��� � D e���i�p-� 2����

p��X
l��

nY
k��

�

f�
����ix�j�k l�p

� D Tr
nY

k��

�

f�
����ix�j�k �p

� �
#�!=�� (��� ��� !����=$�. ��	�������

)������ $	�	 (���" �	����� ������������� ��	����� �
�����
�� 
���'�����

�

�� � TM  �
���� �������� �
��
 
�������	� ���� )��'�����
 �+M- 	
������
�
��� M ! *���
 ���� 

 M ��������� ����	���
�� ��

�����
�"
�� �
��	�����	 g
�
��� ��� gp D � �� �	����� �������
� ���	��
 ��� �+M-O

�+M- � �
qX

j��

Tr
nY

k��

�

f�
����ix�j�k �p

� mod p�

���!� �
�!��� ((�!�� !����=$��

������
���� $	�	 &�
�'�� ?�"�%@���
 AB�+x�� � � � � xn- 
������#
�� ����� 
�������������
� ���� � � 3�� 
�� ��%� !���!��(�%=$�% ������ (�!�( +x�� � � � � xn-�
xi � Z�p� *�!��

AB�+x�� � � � � xn- D �Tr
nY

k��

�

f�
����ixk�p� �

2���� ����*��


qX
j��

AB�

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

� � �+M- mod p� +�0-

#��	��*�
 ������ � D f�+���i�p-� 2���� ���i�p D g�+�- � f�+���i�pxk- D
f�
�
xkg�+�-

�
D G�H�xk � A�3��
� �
��� 
�!�� !����=$��

%���
� ���� $	+	 &�
�'�� ?�"�%@���
 AB�+x�� � � � � xn- 
������#
�� ����� 
��������������� ���� � 	�#
� ������
���" � ����

AB�+x�� � � � � xn- D �Tr

� nY
k��

�

G�H�xk

	
� � D f�

����i
p

	
�

(���� $	$	 0�� ������ k � > Tr �k � > +�!�! Tr �k � pZp-!

"7



0��
�
���"����! A�!�� � D f�

�
���i

p

�
D C�PC�� P � � �PCp���p�� � Q p+�-� Ci � Zp�

2���� C� P C��
m P C��

�m P � � �P Cp����p���m D f�
�
���i

p
m
�
� ( *�!���!��� C� P C� P

� � �P Cp�� D >� 2� �
 ����	�
�

Tr �k D

p��X
m��

f�

�
���i

p
m

	
D

p��X
m��

�
C� P C��

m P C��
�m P � � �P Cp����p���m

�
D

p��X
m��

�
C� P C��

m P C��
�m P � � �P Cp����p���m

� � >�

��  � ��% �=���� r (����
Pp��

m�� �
rm � >� &�

� �� �	����

%����� $	'	 <�% ���� 2���� � D ftd

�
���i

p

�
D ��e��i�p D �� � +!
� 
��
��� +�td--�

���� C� D �� C� D ��� Ci D > ��� i � ��

%����� $	,	 <�% L4���� � D 8fL
�
���i

p

�
D ��e��i�p

��e��i�p
D ���

���
D �p��� �p��P �p���� � �� �

+!
� ��

� 0��-� ���� C� D >� C�i�� D ��� C�i D � ��� i � ��

4� ��+�#����' ��' �A��
�� � �y�����"����#��"�

"��� ���
����
� ��� )A�����

��!!
����
 8A4���

8A+M- D

� nY
j��

xje
�xj��

�� e�xj

	
GM H

��% !��������  �
��� !��� 
��������	�. M � �  ������ c�+M- � > mod �� ;���4
���*�! �.  �
��� !� ���� !  ������� ��(�� 8A+M-� 	�����!% �����
�. ��7� :�� ���
�����,���� ��% 8A4���� �
�=� !����=$�. (�� +!
� ����������� 7�"-O

AB �A+x�� � � � � xn- D �Tr

�� nY
k��

exp
�
��ixk
�p

�
�� exp

�
��ixk
p

�
�A D �Tr

� nY
k��

�xk��

�� �xk

	
� +�7-

qX
j��

AB �A

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

� � 8A+M- mod p� +�/-

2����� ��������
� (�*�!���� ������� �4*�!��(�. !��� ( ����������� 
�� ��.

�����,���� AB �A+x�� � � � � xn-� E
��
 ( !��� ������)���% 7�0 �xk��

���xk D �
	

Axk

� ��� GuHAm D

"/



� sh
�
m arsh

�
u
�

��
F !�������% !�!��
�� !(%	����% ! 8A4����
 +!
� 
��
��� +�A--� �

� D � sh
�
���i

�p

�
D �� sh

�
�i
p

�
D e��i�p � e�i�p D ����� � ���� D ��p����� � ��p������

C�.��
 
���
�����. 
����*��� 3��
���� � D �� sh��i
p

�
� #*�(����� 3�� �����

�
+u- D
� sh

�
p arsh

�
u
�

��
u

�

��  � 

�
+�- D
� sh

�
p arsh

��
�� sh

�
�i
p

���
�
��

�
D
�� sh

�
p � �i

p

�
�

D >

� �
+u- F 
����*��� !������ p � � !� !���'�
 *����
 up��Q �����
��� ��� p D "
�
+u- D u� P "� ��� p D 7 �
+u- D u� P 7u� P 7 � ����

<����� �
��


nY
k��

�xk��

�� �xk
D

nY
k��

�

f �A

�
xkg �A+�-

� D nY
k��

�

G�H �Axk

D
�

�n

nY
k��

�

G�H �Axk
DO

�

�n

�X
i��

Ai�
i D

�

�n
A+�-�

��� A+u- OD
Qn

k��
u

	u
 �Axk
D
P�

i��Aiu
i� Ai � Zp F ����� p4���*�! �� *�!��� E	 ��
4


� 7�0 !������� *�� ��% �=���� k � > Tr+�k- � > +� D ��p����� � ��p�����-� A�3��
�
������!�=$�. ��! !��� �!��

Tr

� nY
k��

�xk��

�� �xk

	
D Tr

�
�

�n

�X
i��

Ai�
i

	
� Tr

�
�

�n

nX
i��

Ai�
i

	

D
nX
i��

�
AiTr+�

i�n-
�
D
�
A+u-B+u-

�
n
�

��� Bs OD Tr ��s� B+u- OD
P�

i��Biu
i� �� � ������ �
��
 B+u- D +p� �- P uTr

�
�


�u
�
�

"5



Tr
�

�

�u
�
D �����u�

���u�
� ���!�

�
+u- D
� sh

�
p arsh

�
u
�

��
u

� ��
+u- D
p ch

�
p arsh

�
u
�

��
u
q
� P u�

�

� � sh
�
p arsh

�
u
�

��
u�

�

��
+u-
�
+u-

D
p

�
q
� P u�

�

ch
�
p arsh

�
u
�

��
sh
�
p arsh

�
u
�

�� � �

u
�

B+u- D p� �� u
��
+u-
�
+u-

D p� pu
�q

� P u�

�

ch
�
p arsh

�
u
�

��
sh
�
p arsh

�
u
�

��
D

p sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��
ch
�
arsh

�
u
�

��
sh
�
p arsh

�
u
�

�� D p sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��q
� P u�

�
sh
�
p arsh

�
u
�

�� �
���!� 
� (�!����	�(���!� 
��
���
� ch

�
arsh+u��-

�
D
p
� P u��0 � sh+x � y- D

sh x ch y � sh y ch x� <���� �
��


B+u- D
p sh

�
+p� �- arsh

�
u
�

��
ch
�
arsh

�
u
�

��
sh
�
p arsh

�
u
�

��
D

�p sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��
sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��
P sh

�
+pP �- arsh

�
u
�

��
D p

�GuHAp��
GuHAp�� P GuHAp��

� p
GuHAp�� � GuHAp��

GuHAp�� P GuHAp��

�

���!� GuHAm D � sh
�
m arsh+u��-

�
� � 
� (�!����	�(���!� 
��
���. � ch x sh y D sh+y P

x- P sh+y� x-� E�� � ��% 
�� ��. �����,���� AB �A+x�� � � � � xn- D �Tr
�Qn

k��
�xk��

���xk
�

��% 8A4���� 
� �
��
 !����=$�� 
��
���O

AB �A+x�� � � � � xn- D �
�
p

sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��q
� P u�

�
sh
�
p arsh

�
u
�

�� nY
k��

u

GuH �Axk

�
n

�

AB �A+x�� � � � � xn- D �
�
p

�GuHAp��
GuHAp�� P GuHAp��

nY
k��

u

GuH �Axk

�
n

�

AB �A+x�� � � � � xn- �
�
p
GuHAp�� � GuHAp��
GuHAp�� P GuHAp��

nY
k��

u

GuH �Axk

�
n

�

+�5-

2���� ��% 8A4���� �
��
 8A+M- �Pq
j��AB �A

�
x
�j�
� � � � � � x

�j�
n

�
�

"�



"��� ���
����
� ��� �y���������
��
�


��!!
����
 �y4���� ����!�� �

�y+M- D

� nY
j��

xj+� P ye�xj-
�� e�xj

	
GM H

��% 
��������	�% M � ;������*�! �.  �
��� !� ���� !  ������� ��(�� �y+M-� ��4
��!% �����
�. ��"� :�� ��� �����,���� ��% �y+M-4���� ����!�� � �
�=� !����4
=$�. (�� +!
� ����������� 7�"-O

AB�y+x�� � � � � xn- D �Tr

�� nY
k��

� P y exp
�
��ixk
p

�
�� exp

�
��ixk
p

�
�A

D �Tr

� nY
k��

� P y�xk

�� �xk

	
�

+��-

qX
j��

AB�y

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

� � �y+M- mod p� +�6-

2� )� 
��
��� 
�)�� ����*��� � �	 �����
� "�� ����4,���� �������*�� ��
��  � 
3�� ������!� ( �� 0�" ��% L4�����

2����� (�*�!��
 !��� ( ����������� 
�� ��. �����,���� AB�y+x�� � � � � xn-� E
�4

�
 ( !��� ������)���% 7�0 ��y�xk

���xk D �
	



�y
xk

� ��� GuH
�y
m D ���yu�m����u�m

���yu�m�y���u�m +��� y �D ��- F
!�������% !�!��
�� !(%	����% ! �y4���� ����!�� �. +!
� 
��
��� +��y--� �

� D 8f�y

�
���i

p

	
D

�� e��i�p

� P ye��i�p
D

�� �

� P y�
�

2���� � D ��

��y


� <���� 
� ����
 ������������ y � Zp� y �D �� mod p� 9��*�. y D ��
mod p !(����!%  3.����(�. ���� ����!�� �� ��!!
�������. (�'�� ��
���
� *��
��� y D >� � ����*���!% � D � � � � � D ���

���
� *�� !���(��!�(��� ����*����
 (�'�

	��*���%
 ��% ���� 2���� � L4�����
C�.��
 
���
�����. 
����*��� 3��
���� � D ���

��y�
� #*�(����� 3�� �����

�
+u- D
+� P yu-p � +�� u-p

+� P y-u
�

��  � 

> D
�p � �

� � �
D

�
��

��y


�p
� �

��

��y


� �
D

�

+� P y�-p��
�
+�-�

"6



���� �
+�- D > � �
+u- F 
����*��� !������ p� � !� !���'�
 *����
 up���
<���� �
��


nY
k��

� P y�xk

�� �xk
D

nY
k��

�

8f�y
�
xk8g�y+�-

� D nY
k��

�

G�H
�y
xk

D
�

�n

nY
k��

�

G�H
�y
xk

DO
�

�n

�X
i��

Ai�
i D

�

�n
A+�-�

��� A+u- OD
Qn

k��
u

	u

�y
xk

D
P�

i��Aiu
i� Ai � Zp F ����� p4���*�! �� *�!��� E	 ��

� 7�7

!������� *�� ��% �=���� k � > Tr+�k- � >�

;
	��

��! A���!��(����� � ( (��� � D C� P C�� P � � �P Cp���p��� Ci � Zp� �!����4
	��
�� ��� �� �	�����!�(� ��

� 7�0� ����*���!% !����=$�
 ����	�
� 2�  � 

� P yp D � P +y�-p D +� P y�-
�
+y�-p�� � +y�-p�� P +y�-p�� � � � � � y� P �

�
�

��

� D
�� �

� P y�
D

+�� �-
�
+y�-p�� � +y�-p�� P +y�-p�� � � � � � y� P �

�
� P yp

D
�

� P yp

	
��
yp�� P yp��

�
�p�� � +yp�� P yp��-�p�� P � � � � +y P �-� P �� yp��

�
�

E	 
���. �����
� :��
� (��� ���� *�� yp P � � y P � �D > mod p� ��3��
� Ci D
+��-i yi�yi��

��yp
� Zp� +i � >-� C� D

��yp��

��yp
� Zp�

E�����!�=$�. ��! !��� �!��

Tr

� nY
k��

� P y�xk

�� �xk

	
� Tr

�
�

�n

nX
i��

Ai�
i

	
D

nX
i��

�
Ai Tr+�

i�n-
�
D
�
A+u-B+u-

�
n
�

��� Bs OD Tr ��s� B+u- OD
P�

i��Biu
i� �� � ������ �
��
 B+u- D +p� �- P uTr

�
�


�u
�
�

Tr
�

�

�u
�
D �����u�

���u�
� ���!�

�
+u- D
+� P yu-p � +�� u-p

+� P y-u
�

��
+u- D
py+� P yu-p�� P p+�� u-p��

+� P y-u
� +� P yu-p � +�� u-p

+� P y-u�
�

��
+u-
�
+u-

D p
y+� P yu-p�� P +�� u-p��

+� P yu-p � +�� u-p
� �

u
�

B+u- D +p� �-� u
��
+u-
�
+u-

D p� up
y+� P yu-p�� P +�� u-p��

+� P yu-p � +�� u-p
D p

+� P yu-p�� � +�� u-p��

+� P yu-p � +�� u-p
�

0>



A�3��
�

AB�y+x�� � � � � xn- D �Tr

� nY
k��

� P y�xk

�� �xk

	

D �
�
p
+� P yu-p�� � +�� u-p��

+� P yu-p � +�� u-p

nY
k��

u

GuH
�y
xk

�
n

�

<���� �
��


B+u- D p
+� P yu-p�� � +�� u-p��

+� P yu-p � +�� u-p
D p

+�� u-+� P yu-p � +� P yu-+�� u-p

+�� u-+� P yu-
�
+� P yu-p � +�� u-p

�
D

p

+�� u-+� P yu-
� pu

+�� u-+� P yu- ���yu�p����u�p
���yu�p�y���u�p

� � pu

GuH
�y
p

�

+�� u-+� P yu-
�

�

+�� u-+� P yu-
D

�X
m��

� P +��-mym��

� P y
um�

AB�y +x�� � � � � xn- �
�

pu

GuH
�y
p

�

+�� u-+� P yu-

nY
k��

u

GuH
�y
xk

�
n

D

�
pu

GuH
�y
p

nY
k��

u

GuH
�y
xk

�X
m��

� P +��-mym��

� P y
um
�
n

�

# ��*������� �
��
 !����=$�� 
��
��� ��% 
�� ��. �����,���� ��% �y4���� 4

����!�� � AB�y+x�� � � � � xn- D �Tr
�Qn

k��
��y�xk

���xk
�
+��� y �D �� mod p-O

AB�y+x�� � � � � xn- D �
�
p
+� P yu-p�� � +�� u-p��

+� P yu-p � +�� u-p

nY
k��

u

GuH
�y
xk

�
n

�

AB�y+x�� � � � � xn- �
nX

m��

� P +��-mym��

� P y

�
pu

GuH
�y
p

nY
k��

u

GuH
�y
xk

�
n�m

�

+">-

���!� GuH
�y
m D ���yu�m����u�m

���yu�m�y���u�m F !�������% !�!��
�� !(%	����% ! �y4���� ����!�� �.�
2���� ��% �y4���� ����!�� � �
��


�y+M- �
qX

j��

AB�y

�
x
�j�
� � � � � � x�j�n

�
�

qX
j��

nX
m��

� P +��-mym��

� P y

�
pu

GuH
�y
p

nY
k��

u

GuH
�y

x
�j�
k

�
n�m

mod p�

;�� 
��
��� ����$�=� 
��
��� +�"-� +�5- ��% ���� 2���� � L4�����  ������ ��4

0�



��*�=�!% ���!����( �. y D > � y D � !���(��!�(�����

5� 6�'
� # "
�
���
���� � ��������'�� 	
����� 
7�
/��

���!� 
� ��!!
����(��
 !(%	� ��	�������( ��	���� 7 ! �� ��	�(��
�
� ���(����%4

� ��������:��.��� ((������
� 9�A� C�(� �(�
 ( ������� G�7H� G�/H +�������*���
!�����'���% ���� �� )� ����*��� ( ������� G5H� G��H-� � �
����� ( 3��� �������

���� �� �	���� *�� ������ (�!�( x
�j�
� � � � � � x

�j�
n � x

�j�
k � Z�p� %(�%=�!% ������
� (�!�(

��.!�(�% ������ Z�p �� 
��������	��M�n ����� � ���� � ������  ���� ��� !(%	���
���(����%
� ��������:��.��

qX
j��

�
pu

GuHp

nY
k��

u

GuH
x
�j�
k

�
m

� >� m D >� � � � � n� �� +"�-

���!� GuHm F !�������% !�!��
�� !���(��!�(�=$�% 
��
�����. ������ ���
����*�4
! ��  ������	
�( +!
� G"H� G�7H-� A��
���( ��� ���������� � O ?U � R� 
� ����*��

���(����% ��������:��.��� !���(��!�(�=$�� ���� �O

qX
j��

�
pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�
x
�j�
k

�
m

� >� m D >� � � � � n� �� +"�-

��� GuH�m F !�������% !�!��
�� !���(��!�(�=$�% ���� ��
���
� ����� ( ������ G0H �	 ������  ������	
�( ���� (�(����� !����=$�% 
��4


��� ��% ���� 2����O

td+M- �
qX

j��

�
pu

GuHtdp

nY
k��

u

GuHtd
x
�j�
k

�
n

� +""-

� �� �	���� *�� ��	��!�� 
�)�� 
��
���.

td+M- � �
qX

j��

Tr

� nY
k��

�

�� �x
�j�
k

	
�

qX
j��

nX
m��

�
pu

GuHtdp

nY
k��

u

GuHtd
x
�j�
k

�
m

�

(�(������. �	 �����
� �����,���� +!
� �� 0��-� � !�

�. ���(����. ��������:��.4
�� +"�- ��% ���� 2���� �!�� ( ��*��!�� 
��
��� +""- +	��!� � D e��i�p� GuHtdm D
�� +�� u-m-�

<���� 
� ����$�
 3��� ��	������ �� !��*�. ����	(������� ���� �� ���(���(�4
�%=$��� �!��(�%
 �����
� 7���

0�



)������ ,	�	 �
�
���" 	�#�� ���	���� �� �����	� 8!3

�+M- � �
qX

j��

Tr

� nY
k��

�

G�H�
x
�j�
k

	
� � D f�

�
���i

p

	
�

� ��		�� ��
�
�
�� $�

��
%&����
 -A3. ��� ���
 � � 
�������	� '���	� p�

�������	� ������'��
�
	� �
�� ��������� ���	��� ��� ���
 �O

�+M- �
qX

j��

�
pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�
x
�j�
k

�
n

�

0��
�
���"����! E
��


nY
k��

�

G�H�xk
D

�

�n

nY
k��

�

G�H�xk
DO

�

�n

�X
i��

Ai�
i D

�

�n
A+�-�

��� A+u- OD
Qn

k��
u

	u
	xk
D
P�

i��Aiu
i� Ai � Zp F ����� p4���*�! �� *�!��� A�3��
�

Tr

� nY
k��

�

G�H�xk

	
D Tr

�
�

�n

�X
i��

Ai�
i

	
� Tr

�
�

�n

nX
i��

Ai�
i

	

D
nX
i��

Ai Tr �
i�n D

� nY
k��

u

GuH�xk
B+u-

�
n

�

��� Bs OD Tr ��s� B+u- OD
P�

i��Biu
i�

1(���
 ������ �%� h+u-O

h+u- D p
GuH�p � u

B+u-GuH�p
� +"0-

2���� h+u- F �%� ! ����
� p4���*�! �
�  �3

�������
� � !(������
 *����
 ��
<�.!�(��������

h+>- D p
GuH�p � u

B+u-GuH�p

����
u��

D p
�� u

	u
	p

B+u-

����
u��

D
p
�
�� �

p

�
p� �

D ��

��  � B+>- D B� D Tr �� D p� �� GuH�p D puP � � � � E	 
��
��� +"0- !������� *��

B+u- D
p

h+u-
� pu

GuH�p

�

h+u-
�

����

B+u- � � pu

GuH�p

�

h+u-
D � pu

GuH�p

�
� P

�X
i��

Hiu
i

	
�

0"



��� Hi F  �3

������� �%�� �
h�u�

� A�3��
�

Tr

� nY
k��

�

G�H�xk

	
� �

�
pu

GuH�p

�
� P

�X
i��

Hiu
i

	 nY
k��

u

GuH�xk

�
n

D �
�

pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�xk

�
n

�
n��X
m��

Hn�m

�
pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�xk

�
m

�

�+M- � �
qX

j��

Tr

� nY
k��

�

G�H�
x
�j�
k

	

�
qX

j��

�
pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�
x
�j�
k

�
n

P
n��X
m��

Hn�m

�
qX

j��

�
pu

GuH�p

nY
k��

u

GuH�
x
�j�
k

�
m

�
�

%����� ,	�	 ��!!
����
 ��� 2���� td+M-� 2���� GuHtdp D � � +� � u-p� B+u- D

p�����u�p��

�����u�p +!
� �� 0��-� 2� �
 ����	�
�

h+u- D
�� +�� u-p � u

�� +�� u-p��
D �� u

+!
� 
��
��� +"0--�

%����� ,	�	 ��!!
����
 L4��� L+M-� 2����

GuHLp D
+� P u-p � +�� u-p

+� P u-p P +�� u-p
� B+u- D p

+� P u-p�� � +�� u-p��

+� P u-p � +�� u-p

+!
� �� 0�"-� A�3��
�

h+u- D

���u�p����u�p
���u�p����u�p � u

���u�p������u�p��

���u�p����u�p

D
+� P u-p � +�� u-p � u+� P u-p � u+�� u-p

+� P u-p�� � +�� u-p��
D +� P u-+�� u-�

;�� (����� !����!���!% ! (�*�!����%
� �	 ��� 0��� 0�"�

%����� ,	+	 ��!!
����
 8A4��� 8A+M-� 2����

GuH
�A
p D � sh

�
p arsh

u

�

�
� B+u- D p

sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��
ch
�
arsh

�
u
�

��
sh
�
p arsh

�
u
�

��
00



+!
� �� /��-� 2� �
 ����	�
�

h+u- D

�
� sh

�
arsh

�
u
�

��� u
�
ch
�
arsh

�
u
�

��
� sh

�
+p� �- arsh

�
u
�

��
D

�
sh
�
arsh

�
u
�

��� sh
�
arsh

�
u
�

���
ch
�
arsh

�
u
�

��
sh
�
+p� �- arsh

�
u
�

��
D

� sh
�
p��
�
arsh

�
u
�

��
ch
�
p��
�
arsh

�
u
�

��
ch
�
arsh

�
u
�

��
� sh

�
p��
�
arsh

�
u
�

��
ch
�
p��
�
arsh

�
u
�

��
D

ch
�
p��
�
arsh

�
u
�

��
ch
�
arsh

�
u
�

��
ch
�
p��
�
arsh

�
u
�

�� �

8� 9������+�#"�/ �
� � ����
*���'� #�'
����� #

#����������� ��
�
+������

A�!�� M�n � �n4
����� (�$�!�(����� ���� �� 
��������	�� !  �
��� !��. !��� ��4
��. ( !��������
  �!�������
 ��!!�������

������
���� �	�	 +!
� G�7H- /�����������	 ����	 ��	�(���!% ��� ����������

�+M�n- D
�Qn

i��
xi

f�xi�
GM�nH

�
� ��%  ������� 
�� ��% f ���(���(��%�� ����
� �	 !��4

��=$�� 3 (�(�������� �!��(�.O

�- f �� D �� �	f � P 
f �� f+>- D >Q

�- f+uP v- D
f+u-f �+v- P f �+u-f+v-

�� 
f+u-�f+v-�
�

A�!�� L D ��i+Z� P Z- F ��'�� � ( C � Im � � >� L� D Lnf>g� �+x- D
�
x�

P
P

��L�
�

�
�x���� � �

��

�
F �4
�� ��% 1�.��'���!!��  �����% ���(���(��%�� ��
4


�����������
� ���(����=

��+x-� D 0�+x-� � g��+x-� g� D 0
�
�+x-� e�

��
�+x-� e�

��
�+x-� e�

�
�

��� e� D �+�i-� e� D �+�i�-� e� D �
�
�i+� P �-

�
F ���� ����	(����. �4
�� ����

:�� ��% f+x- D �
�p

�+x-� e� +���� f+x- D sn+x- F 3������*�! �. !���!- ���(���(�4
�%�� �!��(�%
 �	 ����������% +���- ��% 	 D ��

�
e�� 
 D +e� � e�-+e� � e�- +!
� G�7H-Q

��3��
� !���(��!�(�=$�. ��� ����� 3������*�! �
� #��� � ��  � (!� *�!�� e��
e�� e� ��	��*��� �� 
 D +e�� e�-+e�� e�- �D > � 	�� 
 D �

�
+e�� e�-

� �D >� 1���)������
!��*�� !���(��!�(�=� ��!!
�������
 (�'� ����
O (���)����� e� D e� ��� e� D e�
!���(��!�(�=� 8A4���� +��.!�(�������� 
 D > � ����)�( 	 D ����� 
� ����*��

f �� D � P �

�
f �� ���� f+x- D � sh+x��--� � (���)����� e� D e� !���(��!�(��� L4����

07



+��.!�(�������� 	� � 
 D > � ����)�( 	 D 
 D �� 
� ����*��
 f �� D +� � f �-�� ����
f+x- D th x-�

E	 ��!!
������% ��

������������� ���(����%�  �����
� ���(���(��%�� f+x-
��% 3������*�! ��� ����� %!��� *��  �3

������ ��� x�k !��������� �%�� f+x- %(�%4
��!% (	(�'����
 ���������
 ������
�
 !������ �k �� 	 � 
 !  �3

�������
� �	
 ����� Z



�
�

�
� �!�� !*������ *�� deg 
 D 0� deg 	 D �� 2� �
 ����	�
� 3������*�! �.

��� �+M�n- D
�Qn

i��
xi

f�xi�

�
GM�nH %(�%��!% ���������
 ������
�
 !������ �n �� 	

� 
� ���� � 
�)�� ��!!
����(���  � ��
�
��
�	
 �	  �����  �
��� !���  ����4
��	
�( ?U (  ����� Z



�
�

�
G	� 
H ��� (  ����� ZpG	� 
H� p � ��

:�� ��% f+x- %(�%��!% 3������*�! �. �� ����'���=  �����'�� � ]L D ��i+Z �
�� P Z- ��'�� � L� <�(�	�� 3��. 
�� ��� �!�� +>- P +�i��- � +�i- � ��i+� P ��-

�
�

E
���!% !����=$�� ��	��)���� f+x- ( ��! ���*��� ����	(������ +!
� G�7H-O

f+�� x- D �
�� e�x

� P e�x

�Y
k��

+�� qkex-+�� qke�x-+� P qk-�

+� P qkex-+� P qke�x-+�� qk-�
� q D e��i� � +"7-

��!!
����
 �������
L
�q�
i D

nX
p��

@p�i �
� �O

k��

SqkTCM �
�O
k��

@qkTCM

	 
�

��� TCM F  �
��� !�
� ���%  �!��������� ��!!�����%  M � @tE OD
P�

k��+@
kE-tk�

StE OD
P�

k��+S
kE-tk� L�q� F 3�� !�������. �%� �� q�  �3

�������
�  ������� %(�%4

=�!% 3������*�! ��  �
��� !� ��!!�����. ��� M � �!!������(����� ! TM � W�� ��4
�� ! ind+L�q�- D sign

�
M�
N�

k�� SqkTCM �N�
k��@qkTCM

�
�!�� �� ��	�(��
�% K! ��4

*����%L !�������� +!
� G�7H-� �� !������ �	 �����
� ����4������� ��� � ��

� ��0�

ind+L�q�- D

�
nY
j��

�
xj
� P e�xj

�� e�xj

�Y
k��

+� P qkexj-+� P qke�xj -
+�� qkexj-+�� qke�xj -

	�
GM�nH� +"/-

;�� !�������. �%� �� q ! ����*�!�����
�  �3

�������
� � !(������
 *����

+ �3

�������
 ��� q�- L+M- D signM +!
� G�7H-� 9��(��(�% 3�� (���)���� ! +"7-
� �*���(�%� *��

�

�

�Y
k��

+�� qk-�

+� P qk-�
D 
��� +"5-

+!
� G�7H-� ����*��


�+M- D sign

�
M�

�O
k��

SqkTCM �
�O
k��

@qkTCM

	

n��� +"�-

0/



A�!�� ������ �� 
��������	��M�n ��.!�(��� �������� g� gp D �� !  ���*��
 *�4
!��
 �����(�)��� ��*� P�� � � � �Pr� 1 !���(��!�(�� ! �	��)����
 ( ��	���� 7� 3 (�4
(��������. ���� !  �
��� !� L�q�� ind

�
g� L�q�

�
� ��(�� !�

� 
�� ��. �����(�)���

��*� �L�q�+Pj-�  ������ ����*�=�!% �	 
��
��� +"/- 	�
���.M�n �� Pj� x�x� � � � xn
�� � � xk �� ���i

p
x
�j�
k O

�L�q�+Pj- D
nY

k��

��� P �x
�j�
k

�� �x
�j�
k

�Y
i��

�
� P qi��x

�j�
k

��
� P qi�x

�j�
k

�
�
�� qi��x

�j�
k

��
�� qi�x

�j�
k

�
�A � � D e

��i
p �

<����� �
p

P
l�Z�p ind

�
gl� L�q�

�
D s+q- F !�������. �%� �� q�  �3

�������
  ���4

���� ��� qk %(�%��!% ����������(����% !�

� ��	
����!��. ��(��������� ������4
!����!�( ��.!�(�% g (  ���
�����%�  �
��� !��  �����. %(�%��!%  �3

�������

��� qk ( ��	��)���� L�q�O

L�q� D L P �L� TCMq P L� +�TCM P TCM � TCM P S�TCM P @�TCM-q� P � � � �
��� L D

Pn
p��@

p�i� 2� �
 ����	�
� s+q- F �%� ! ����
�  �3

�������
�� ���
�

����� ind
�
�� L�q�

�
D sign

�
M�
N�

k�� SqkTCM �N�
k��@qkTCM

�
� A�3��
�

sign

�
M�

�O
k��

SqkTCM �
�O
k��

@qkTCM

	

D ind+�� L�q�- D �
p��X
l��

ind+gl� L�q�- P ps+q-

D �
rX

j��

p��X
l��

nY
k��

��� P � lx
�j�
k

�� � lx
�j�
k

�Y
i��

�
� P qi��lx

�j�
k

��
� P qi� lx

�j�
k

�
�
�� qi��lx

�j�
k

��
�� qi� lx

�j�
k

�
�A P ps+q-�

&�(�% *�!�� 3���� !�����'���% ��)�� (  ����� Z


GqH
�
!�������� �%��( ! ����
�  �4

3

�������
�� � ���(�% ( ��� ��!'������ F  ����� Z


GqH
�
+�-� �p D �� A����	�
 ���

*�!�� ( p4���*�! �� ���������% !���(��!�(�=$�� ����. � ��!!
����
 ������� �4
*�!��(�. !��� Tr O Q pfqg+�- � Q pfqg� ��� Q pfqg F ���� ������(! �� �%��( �� q !
�����������
� p4���*�! �
�  �3

�������
�� � Q pfqg+�- F ��� ��������*�! ��
��!'������ 3��
����
 �� �p D �� 2����

p��X
l��

nY
k��

��� P � lx
�j�
k

�� � lx
�j�
k

�Y
i��

�
� P qi��lx

�j�
k

��
� P qi� lx

�j�
k

�
�
�� qi��lx

�j�
k

��
�� qi� lx

�j�
k

�
�A

D Tr

�� nY
k��

��� P �x
�j�
k

�� �x
�j�
k

�Y
i��

�
� P qi��x

�j�
k

��
� P qi�x

�j�
k

�
�
�� qi��x

�j�
k

��
�� qi�x

�j�
k

�
�A�A �

05



2�
 !�
�
 
� �� �	���

%���
� ���� �	�	 �	��� 	���� �������
� ���	��
 ��� =������

��> ���

���

�� � �
����
 ��	�����

n
L
�q�
i D

Pn
p��@

p�i �
�N�

k�� SqkTCM �N�
k��@qkTCM

�o
O

sign

�
M�

�O
k��

SqkTCM �
�O
k��

@qkTCM

	

� �
rX

j��

Tr

�� nY
k��

��� P �x
�j�
k

�� �x
�j�
k

�Y
i��

�
� P qi��x

�j�
k

��
� P qi�x

�j�
k

�
�
�� qi��x

�j�
k

��
�� qi�x

�j�
k

�
�A�A mod pZGGqHH� +"6-

9 �*���
 !�����'���. +"5- � +"�- ����*��
 ��!=�� !�����'���� ��% 3������*�4
! ��� ���� �+M-O

�+M- � �
rX

j��

Tr

�� nY
k��

���

�
� � P �x

�j�
k

�� �x
�j�
k

	
�Y
i��

�
� P qi��x

�j�
k

��
� P qi�x

�j�
k

�
+�� qi-��

�� qi��x
�j�
k

��
�� qi�x

�j�
k

�
+� P qi-�

�A�A mod pZp


GqH
�
�

9 �*���
 ��	��)���% +"7- 
�� ��� f+�� x- D sn x ( ��! ���*��� ����	(������ 
�

�)�
 ������!��� ��!������ !�����'���� ( (���

�+M- � �
rX

j��

Tr

�B� nY
k��

�

f
�
�����ix

�j�
k

p

�
�CA mod pZp



GqH
�
� q D e��i� �

#��� � �+M- F (	(�'����. ���������. 
����*��� �� 	� 
 !  �3

�������
� �	
 ����� Z



�
�

� � Zp� � ��3��
� ��
 �� ������!� ����*��� !�����'���� ��% �+M- (
 ����� ZpG	� 
H� � �� (  ����� Zp



GqH
�
+ZpG	� 
H %(�%��!% ��� �����
 Zp



GqH
�
-� 1(���
�

 � � (�'�� � D f
�
�����i

p

�
� 2���� f

�
�����ixk

p

�
D G�Hxk � ��� G�Hm D f

�
mf��+�-

�
F

!�������% !�!��
�� !(%	����% ! 3������*�! �
 ����
� ��
���
� *�� � F ��������4
*�! �. 3��
��� ��� ����
 Q +	� 
-� <�.!�(��������

G�Hp D f

�
�����ip

p

	
D f+�����i- D >�

� GuHp ��� ��*����� p %(�%��!% �����������. 
�� ���. �� u !  �3

�������
� 	� 


+�����
��� GuH� D u ��
�u����u����u	
����u��
��u
����u	 Q 3�� !������ �	 ��!!
������% ��

���������4

���� ���(����% � �����
� !��)���% ��% f+�� x- D sn x-� N�!������ GuHp %(�%��!%

0�




����*����
 �� u !  �3

�������
�� 	�(�!%$�
� �� 	� 
� ��%  ������� � %(�%��!%
 ����
 +3��� 
����*��� �
��� !������ p� �� u� �  ���%
� ��� %(�%=�!% 	��*���% f (

��* ��  �����!�� p ��'�� � ��i+Z�� P Z-� ���� f
�
�� ��i�k��l

p

�
� k� l � Z� ( *�!���!��

�� G�H�� � � � � G�Hp�� � G�Hp D >-�
# ��*������� �
��


�+M- � �
rX

j��

Tr

� nY
k��

�

G�Hxk

	
mod pZp



GqH
�
� � D f

�
�����i

p

	
� +0>-

���*�
 ��(�% � ���(�% *�!�� %(�%=�!% 
����*����
� �� 	� 
�

(���� �	�	 (���" P +	� 
- � 
�������� 	
������
 �� 	 
 �
��� ��� P +	� 
- � >
mod pZp



GqH
�
! *���
 P +	� 
- � > mod pZpG	� 
H �!�! ��� ������'��
�� P +	� 
- ��#
�

� pZp!

0��
�
���"����! :�� ��� 	� 
 %(�%=�!% 
����%���
� 
��
�
� (�!� � � 0 !���4

(��!�(���� ��% ��������� R�+�- � SL�+Z-� R�+�- OD

!
A � SL�+Z-

���� A �
�
 

> 


	
+mod �-

"
� � �
�=� !����=$�� ��	��)���% :���� (���	� ��! ���*��!�� +���� ���


���� q D e��i� -O

	 D �"

�
e� D

�

0
P

�X
n��

X
djn

d�� mod �

dqn

D
�

0
P /+q P q� P 0q� P q� P /q� P 0q� P � � � -�


 D +e� � e�-+e� � e�-

D
�

�/
P

�X
n��

X
djn

+��-dd�qn D �

�/
� q P 5q� � ��q� P 5�q� � � � �

���
� ����� 	+>- D ��


� 
+>- D >� 	

�
��i
�

�
D >� 


�
��i
�

� �D > +!
�� �����
��� G�7H-�
<� �	�����!�(� ��

� ����
 ���(����� �� ���� ��� �� !������ degP D �n


����*���� P � W!�� deg P +	� 
- D �� �� P +	� 
- D b	� ��3��
� b � pZp� ��  � 	 �� pZp�
A�������)�
 ������� *�� ��

� (���� ��% (!�� 
����*����( !������ � �k� � ��!��
degP +	� 
- D �k� A���!��(�
 P +	� 
- ( (��� P +	� 
- D a
k�� P Q+	� 
-
	 P b	k� 2����
degQ+	� 
- � �k� 	��*��� Q+	� 
- � > mod pZpG	� 
H� A��!��(�( � D ��i

�
( P +	� 
-� 
�

����*��
� *�� a

�
��i
�

�k��
�����!% �� p� ���� a �����!% �� p� A��!��(�( � D >� ����*��
�

*��
���




�k
b �����!% �� p� ���� b �����!% �� p� � (!�  �3

������� P +	� 
- ��)�� (

pZp�

06



E	 �������$�. ��

� � !�����'���% +0>- (��� ��� !����=$�� ��(��)������

)������ �	+	 B��� 

 M�n ��������� ��

�����
�"
�� �
��	�����	 g �
��� 
��� gp D � �� �	����� �������
� ���	��
 ��� �������������� ���
 �+M�n-O

�+M- � �
rX

j��

Tr

�B� nY
k��

�

f
�
�����ix

�j�
k

p

�
�CA mod pZpG	� 
H� +0�-

��� � ��
��� �
��� ����� ������������������ ���� Q p+	� 
-+�-� Q p+	� 
-!
1!� ������.'�� ��!������% �	 ��	����( 7 � 5� ( *�!���!��� ��

� 7�7 � �����4


� 5��� ��	 ����� ������!%�!% �� !��*�. 3������*�! ��� ���� +���� ��'� 	�
����� (

��
�����( ��  ����� Zp �� ZpG	� 
H-� 2� �
 ����	�
� ��	��!�� 
�)�� 
��
���. +0�-
� !�

�. !  �3

�������
� ���(����. ��������:��.�� ��% 3������*�! ��� ����O

rX
j��

�
pu

GuHp

nY
k��

u

GuH
x
�j�
k

�
m

� > mod pZpG	� 
H� m D >� � � � � n� ��

���� !����=$�= 
��
��� ��% 3������*�! ��� ����O

�+M�n- �
rX

j��

�
pu

GuHp

nY
k��

u

GuH
x
�j�
k

�
n

mod pZpG	� 
H� +0�-

1 ��!������ �(�� 
��
���� GuHm �	��*��� !�������= !�!��
�� !���(��!�(�=$�=
3������*�! �
� �����

1  �*�!�(� ���
��� ���
�����% 
��
�� ��% 3������*�! ��� ���� ��!!
����

��.!�(�� ������ Z�p �� C P n � ���  �����
 ����	�=$�% g ��.!�(��� �� +( �������4

���  ����������-O +z� O z� O � � � O zn- � +��z� O ��z� O � � � O �nzn-� �i D e
��i
p
yi� W!��

y�� � � � � yn F (!� ��	��*��� (�*��� mod p +( *�!���!��� ��!=�� !������� *�� n � p-�
�� �� C P n �����  ���*��� *�!�� �����(�)��� ��*� ����!������� �� ��� ��.!�(�%�

� �
���� �����(�)��
� ����� ��* � Pj D
�
>� � � � �

j� �� � � � � >
�
� j D >� n� 1 ��4

 ������  ����������
�
z�
zj
� z�
zj
� � � � � bzj

zj
� � � � � zn

zj

�
(���	� Pj ��.!�(�� g ����� ����.��
O

zi
zj
� �izi

�jzj
D exp

�
��i
p
+yi � yj-

�
zi
zj
� A�3��
� !��!�(����
� *�!��
� 
������ M ���

������)���% g ( ��* � Pj ����� exp
�
��i
p
+yi � yj-

�
� i �D j� � !���(��!�(�=$�
� (�4

!�
� ����� x
�j�
i D yi � yj�

��!!
����
 3������*�! �. ��� �� �� �	(�!����

�+C P n- D

�
�p

�� �	u� P 
u�

�
n

� +0"-

7>



<�.!�(�������� �	 
��
��� +�- !������� *�� �+C P n- D
�
g��+u-

�
n
� ��� g�+u- D

f��� +u- F ������

 !���(��!�(�=$�. 
��
�����. ������� C� ��  � +f �-� D
� � �	f � P 
f �� �� g��+u- D

�p
����u���u� � 9 �����. !������� �	 
��
��� +0�- !����4

��� *��

�+C P n- �
nX

j��

�
pu

GuHp

Y
i��j

u

GuHyi�yj

�
n

mod pZpG	� 
H�

2� �
 ����	�
� ��% �=���� ������ ��	��*��� (�*���( y�� y�� � � � � yn mod p� ��� n �
p� �
��


nX
j��

�
pu

GuHp

Y
i��j

u

GuHyi�yj

�
n

�
�

�p
�� �	u� P 
u�

�
n

mod pZpG	� 
H�

:�� ��% +�� �	uP u�-
����

%(�%��!% ����	(��%$�. ��% ������
�( &�)����� Pn+	-�
���� �p

����u�u� D � P
P

n�� Pn+	-u
nQ ��3��
�

�p
�� �	u� P 
u�

D � P
X
n��

Pn

�
	

k

	
+ku�-n�

��� k� D 
� #�!=���
�p

�� �	u� P 
u�

�
�m

D kmPm

�
	

k

	
�

�mX
j��

�
pu

GuHp

Y
i��j

u

GuHyi�yj

�
�m

� kmPm

�
	

k

	
mod pZpG	� 
H�

+00-

1 ���!��.'�
 !��*�� �m D n D p � � ����� y� � yj� y� � yj� � � � � �yj � yj� � � � � yp�� � yj
����!��(�%�� !���. �����. ����� ������(�� (�*���( �� �� � � � � p � � +��  � (!� yi
��	��*��-Q ��3��
� (!� !�����
�� ( ��(�. *�!�� ��!�����. 
��
��� ��(�� � 
�
�
��
 �

p�up

uGuH�GuH� � � � GuHp��GuHp

�
p��

�
�

�p
�� �	u� P 
u�

�
p��

D k
p��
� P p��

�

�
	

k

	
mod pZpG	� 
H�

+07-

;�� !�����'���� 
�)�� (�(�!�� �� )� �	 �	(�!����� !��(����%

GuHp � P�p�����+	-up P � � � mod pZpG	H

+!
� G�/H-� ��� 
� ����)��� ��% ���!���� k D �� � 
������*�� ���	��*��� *����
����� (�!� ��� ���%� �� <�.!�(�������� 	���'�
 ��!������ !��(����� ( (���

GuHp D pu+� P b�uP � � �P bp��up��- P P�p�����+	-u
p P � � � �

7�



��� b�� � � � � bp�� � ZG	H� #�!=���
p�up

uGuH� � � � GuHp��GuHp

�
p��

D

�
p�

u+�uP � � � - � � � �+p� �-uP � � � �
	 up�

pu+� P b�uP � � �P bp��up��- P P�p�����+	-up P � � � �
�
p��

D

�
�

+p� �-^

p�

p+� P c�uP � � �P cp��up��- P P�p�����+	-up�� P � � �
�
p��

D
�

+p� �-^

#
p

� P c�uP � � �P cp��up�� P
�
cp�� P P�p�����+	-�p

�
up��

$
p��

�

��� c�� � � � � cp�� !��(� ��)�� ( ZG	H� A�� (�*�!����� ��!������� (���)���% modp
����*�
�

p�up

uGuH�GuH� � � � GuHp��GuHp

�
p��

� � �

+p� �-^
P�p�����+	- � P�p�����+	- mod pZpG	H�

��  � +p� �-^ � �� mod p� *�� � �����(���!� �� �	����

:� ;�/#���' ������ Z�p # ���
���*���� �
���
�
�

���
�'��� ���<&��� ���������
� �
������
�
� ��##�
���� ,��
#��� ��/#���'.

������
���� -	�	 C�	�(�
 ��.!�(�� ������ Z�p �� !��������  �
��� !��
 
����4
����	�� M ������	� �!�� 
��)�!�(� �����(�)��� ��*� ����!��(�%�� !���. ��I4
��������  ���*���� *�!�� ���
��������	�.� �
�=$�� ���(������� ���
������ ��!4
!������� � ���"
� ������	� �!��  ��
� ���� ������ (�!�( +!��!�(����� *�!�� ��
4

��������� ������)���%� !���(��!�(�=$��� ����	�=$�. g � Z�p� ( �����(�)���
��* ��- ����� �(� ��% (!�� �����(�)��� ���
��������	�. ����. ��	
����!���

A��%��� !����� ���!���� ��.!�(�% ��
 ���������!% ( ���(� �� � 	��!� ��! ��4
��� ������!�(��� ���!��� ��.!�(�%� A�!�� �� M 	����� ���!��� ��.!�(�� Z�p �
Mg D

S
� M

g
� F 
��)�!�(� �����(�)��� ��*� � ��� ���
��������	�% Mg

� �
�=�
���(������� ���
������ ��!!�����% ( M �

��!!
����
 �� �����. ��� ���������� �� (�*�!�%�
�.  � ���� ! 3������*�4
! ���  �
��� !� E� ��!!�����.� �!!������(����� !  �!�������
 ��!!������
 TM �

7�



A�!��  � � (�'�� c+TM- D +� P z�- � � � +� P zn-� ��� zi F ���(��  ��!!� N)��%
K(����������L ����
������ ��=$�� ( !�

� TM �

A�!�� Y D Mg
k F ���� �	 �����(�)��� ���
��������	�. ��.!�(�% g� 9����!��


��
���
 +�>- �	 ��	���� 7 �
��


TM jY D
M
j

N�j � c+N�j - D

d�jY
i��

�
� P z

��j �
i

�
�

c+TM jY - D
Y
j

d�jY
i��

�
� P z

��j �
i

�
D

nY
i��

+� P zi-�

��� N�j F �����!!������ TM jY � !���(��!�(�=$�� !��!�(����
� 	��*���= �j ��
4


��������� gQ �pj D �� ���� �j D e��ixj�p� N� D TY F  �!�������� ��!!������  Y �
d�j D dimN�j � 1 !���(��!�(�� ! ��	�������
� ������������ G�H� �	��)����
� (
��	���� 7� 3 (�(��������. ���� ! ind+g� E�-  �
��� !� E� (�*�!�%��!% �� 
��
���
ind+g� E�- D

P
� �+M

g
� -� � �
���!% !����=$�. K������L ��% (�*�!����% 
�� ��. ��4

���(�)��� 
��������	�. �+Mg
� -� (���%$�� ( !�

�O ��% (�*�!����% 
�� ��� �+Y -

���� ( 
��
��� +��- ��% ���� !� E� 	�
����� M �� Y � ez
��j�

i �� ���j ez
��j�

i � ���� !

�*���
 �j D e��ixj�p� 
� ���)�� 	�
����� z
��j �
i �� z

��j �
i � ��ixj�p�

2�  � ind+E�- D �+M-� �� 
� �
��


ind+E�- D

� nY
i��

zi
f+zi-

	
GM H D

�Y
j

d�jY
i��

z
��j �
i

f
�
z
��j �
i

��GM H�

A�3��
� ��' K������L ���� ( 3��
 !��*��

�+Y - D

� Y
�j ���

d�jY
i��

�

f
�
z
��j �
i � ��ixj�p

� d�Y
i��

z
���
i

f
�
z
���
i

��GY H�
��  � �� cn+X- D

Q
j

Qd�j
i�� z

��j �
i �!����!% ��'� cn+Y - D

Qd�
i�� z

���
i � � (!� (�!� xk�

!���(��!�(�=$�� !��!�(����
� 	��*���= � D �� ��(�� ���=� <����� ��  � Y �
�4

�� ���(������� ���
������ ��!!������ ( M � �� z
��j �
i D > ��� �j �D �� � 
� �
��


�+Y - D
Q

j
�

f����ixj�p��+Y -� ��� xj F (�!�� !���(��!�(�=$�� (!�
 �������*��
 !��4

!�(����
 	��*���%
 �j D e��ixj�p �D �Q xj F ������(�� (�*��� mod p� # ��*�������
��% 3 (�(���������� ���� !� �
��
 !�����'����

ind+g� E�- D
X
�

�Y
j

�

f
����ix���j

��+Mg
� -

�
�

2����
� 7�� � ������)���� 7�0 �!��!�(����
 ����	�
 ����$�=�!% �� !��*�. ���4
!��� ��.!�(�.� � 
� �������
  !����=$�
� ��(��)����=�

7"



)������ -	�	 (���" �+M- � ��� )��'�����
 ��������	�� �
� �
���� 
���������
�������������� ��	�����
 �
�����
�� 
���'�����


�� � TM ! *���
 �	��� 	����
�������
� ���	��
 ��� �+M-O

�+M- � �
X
�

Tr

�Y
j

�

f
����ix���j �p

���+Mg
� -

D �
X
�

Tr

�Y
j

�

G�H�x�j

	
�+Mg

� - mod p�

��� Mg D
S

� M
g
� � 	
�#����� 
������#
�� ����� � D f�+���i�p- G�Hk � ����

��


� �����	
 Tr O Q +e��i�p-� Q � ������������������ ���� +���� ��� � ���
��
	
�� �

��
�� 
� � ���"'� Z 
 � �����	 ���"'� R �� Q �
	�
����� 

 ��������
�������� ���� �
��
�� -!

70



	���� ��

�������� ���������  ������
 ���������� ������������!
����"�� ������� �������� Z�p

1 3��. ���(� 
� ���
 ������ ���!���� 
��)�!�(�  ��!!�(  ������	
� � � ?U � (
 ������ !����)��!% 
��������	�%� ��!�$�� ��.!�(�� ������ Z�p� ��%  �������
(!� �����(�)��� ���
��������	�% �
�=� ���(������� ���
������ ��!!������� ;��

��)�!�(� %(�%��!% ?U 4
�����
� � 
� ���!�(��
 ��� ( ���
����  �3

�������(

��
�����. ������ ���
����*�! ��  ������	
�( +�����
� ����- � ( ���
���� ��4
�� ����!��*�! �� *�!�� +�����
� ����� !���!�(�� ���"-� <����%  ��!!�
� �������%
������
� ���� ��'��� ( *�!���
 !��*�� �������
 � :��.��
� � ��!��(���� ( ���4
��. ��$��!�� ,��'������
 � C�(� �(�
� B� �� )� �!����(��(��
 (	��
�!(%	� !
��	�������
� ������� � :��.�� � ! �����
�. 9������������� � (�������� ����4
��( ����� *�!��� %(�%=$��!% ���� ����!��*�! �
� *�!��
� !��������  �
��� !���

��������	�.�

�=� 	
���
 U
�Z�p� 2"������������ "
�
���
�
�
#
 #�
�
���� ��/#����� Z�p � ��������' 	
��
���� 7�
/��

A�!�� �� !��������  �
��� !��
 
��������	�� M�n ��.!�(��� �������	�(���� g
���!���� ������� p � � +���� gp D id- �� � *�� 
��)�!�(� �����(�)��� ��*� ����4
!��(�%�� !���. ��I�������� ���
��������	�. ! ���(������
� ���
�����
� ��!!��4
���%
� +�����
��� ��'� �	�����(����� �����(�)��� ��* �-� ���� 	����� ���!���
Z�p4��.!�(��� A�!�� 
��)�!�(� �����(�)��� ��*� �������	�(���% g ����!��(�%��
!���. ��I�������� �����(�)��� ���
��������	�.  ��!!�( �j � ?U � �
�=$�� (�!�

77



+x
�j�
k - � +Z�p-� +���� �������*��� !��!�(����� *�!�� ��

��������� ������)���% g

( �����(�)��� ��* ��- ( ���(������� ���
������ ��!!�����%�  ��
� ;�� ������
�������%=�  ��!!  ������	
� 
��������	�% M�n ( ?U ! ��*��!��= �� 3��
����( �	
p?U +!
� G0H-� ;�� !������ �	 ����� *��  ��!!  ������	
� �=���� 
��������	�% !�
!(������
 ��.!�(��
 Z�p +���� ��	 �����(�)��� ��*� - ��)�� ( p?U � � ���������
�=��.  ��!!  ������	
�( �	 p?U �*�(���� !����)�� 
��������	��� ����! �=$��
��.!�(�� Z�p ��	 �����(�)��� ��*� +�����
��� ��.!�(��� ����!��(�%=$��  �
��4
����� !(%	��!��-�

��)��
� �����(�)��
� ���
��������	�=  ��!!� �j � ?U ! ������
 (�!�(

+x
�j�
� � � � � � x

�j�
mj -� �mj P dim�j D �n !���(��!�(��� �
�
��

� $�

��
�&����


��mj��+x
�j�
� � � � � � x�j�mj

- � U�mj��+BZ�p-

+!
� G�7H-� N���� ���������� ���� 	�
���
� *�� 
����� �����	
�( U�+BZ�p- �	�
��4

�� 
����= U�+Z�p- 3 (�(��������� �����	
�( !� !(������
 ��.!�(��
 Z�p +�� 4
)� ��	�(��
�
� 
�����
 ���(��� Z�p43 (�(��������� �����	
�(� !
� G�H-� ;���
�	�
��
�	
 ����(����  ��!! 3 (�(��������� �����	
�( 
��������	�%N !� !(����4
��
 ��.!�(��
 Z�p (  ��!! �����	
�( �	 U�+BZ�p-� 	���(��
�.  ��!!�
�����=$�


������)����
 N�+Z�p-� BZ�p� 2���� ��mj��+x
�j�
� � � � � � x

�j�
mj - �!��  ��!! 3 (�(������4

��� �����	
�( �����*��. !
��� ( !��� +���(��������- ���
������� ��!!�����%  
�j� W!�� 
� 	�����
 �����*��= !
��� S�mj��  � n

+z�� � � � � zmj
- � C mj

��� jz�j� P � � �P jzmj
j� D �

o
�

�� +!(�������- ��.!�(�� Z�p 	�����!% !����=$�
 ����	�


g O +z�� � � � � zmj
-� +exp+��ix

�j�
� �p-z�� � � � � exp+��ix

�j�
mj
�p-zmj

-�

������  ������	
�( U�+BZ�p- �
��� (�� U�+BZ�p- D ?U GGuHH�GuHp D >� ��� GuHp F
p4% !������ ( 
��
�����. ������ ���
����*�! ��  ������	
�( +!
� G0H-� E	 ����� *��
D+�i+�� � � � � �-- D un�i� ��� D F �������� �(�.!�(����!�� A��� ���4���% 
�)��

U�+L�n��
p - � U�+L�n��

p -� !������� *�� ?U 4
����� eU�+BZ�p- ����)����!% 3��
����
�
��i��+�� � � � � �- ! !�����'���%
�

> D
GuHp
u

� ��i��+�� � � � � �-� +�-

��� � F �������� L(�!�*���%L N���� uk � ��i��+�� � � � � �- D ���i�k���+�� � � � � �-�
1 G�/H ���� �� �	���� *��

��k��+x�� � � � � xk- D

�
kY

j��

u

GuHxj

�
� ��k��+�� � � � � �-� +�-

7/



��!'���( !�!��
� ����	�=$�� 
����% eU�+BZ�p- 3��
����
� ��k��+x�� � � � � xk- ��%
xj �D � mod p � ����(�(  !�����'���%
 +�- !�����'���% +�-� 
� ����*�
 ?U �Zp4
!(������= ��	���(���� 
����% eU�+BZ�p- +	��!� Zp F  ����� ������������ *�!���
	��
�������  ������ (	��
�� ���!�� ! p�  ������ 
�)�� ��!!
����(���  �  �����
p4���*�! �� *�!��-O

> �� F� �� F� �� eU�+BZ�p- �� >�

��� F� F !(������. ?U �Zp4
������ ���%����. �� ����	�=$�� ��k��+x�� � � � � xk-� �
F� F !(������. ?U � Zp4
����� !�����'���.� ���%����. �� !�����'���%

a+x�� � � � � xk- D ��k��+x�� � � � � xk-�
� kY
j��

u

GuHxj

�
� ��k��+�� � � � � �-

ak D
GuHp
u

� ��k��+�� � � � � �-�

2� �
 ����	�
�  �)��� ���!��� ��.!�(�� Z�p ��M�n 	����� !�����'���� 
�)��

3��
����
� ��k��+x�� � � � � xk- ( eU�+BZ�p-� 1 !��� ����������% 3��
����( eU�+BZ�p-
 �  ��!!�( �����	
�( 
��������	�. !� !(������
 ��.!�(��
 ������ Z�p� (���� �

��������O  �)��� !�����'���� ( eU�+BZ�p- (���X
j

�j��mj��+x
�j�
� � � � � x�j�mj

- D >� �j � ?U � �mj P dim�j D �n

�����	���!% �� �� �����
 
��������	�� M�n ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p� ���*�

 ��!!  ������	
� M�n ( ?U ��������� ����	��*�� ! ��*��!��= �� 3��
����( p?U �
;�� 
��������	�� M�n ����*���!% �	 L���� �L !� !(������
 ��.!�(��
 Z�p� ���%4
����. �� ��I�������� 
��������	�. �j 	 S�mj��� !���(��!�(�=$�. !�����'���= (eU�+BZ�p-� ����
 ��� ���(���% �j 	D�mj � 2� �
 ����	�
� ��������� L��
�
��
�	

�����	����L

_ O F� � ?U�p?U D ?U � Z�p�
!��(%$�. ( !���(��!�(�� !�����'���= 
�)�� ��k��+x�� � � � � xk- � eU�+BZ�p-  ��!!
 ������	
�( mod p 
��������	�%� ��  �����
 3�� !�����'���� �����	���!% ( � �4
	����
 (�'� !
�!��� 1 !��� ��	�������( �������4:��.�� +!
� G�H� � �� )� G5H- ��%
��	�!��� !�����'���. �	 F� �
��
O

_
�
a+x�� � � � � xk-

�
D
D kY
i��

u

GuHxi

E
k

mod p � ?U�p?U �

_+ak- D �
D GuHp

u

E
k

mod p � ?U�p?U �

75



��� h�ik ���	��*���  �3

������ ��� uk� #�!=�� !������� *�� Im_ D e@+�- � Z�p�
��� e@+�- D @�+�- � ?U F ?U 4
������ ���%����. �� ����)�������= *�!�� @�+�-
 �����  �3

�������( @+�- !�������. !�!��
� GuHk� J�
�
��
�	
 _ �����
���!%

�� ��
�
��
�	
�( _ O F� � e@+�- � Zp� ��� _ O F� � e@p+�- � Zp� ��� e@p+�- F ?U 4

������ ���%����. �� @�+�- � p�

2� �
 ����	�
� 	���*� �� ���!���� 
��)�!�(�  ��!!�(  ������	
�( 
��������4
	�. ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p !(����!%  ���!���= ?U �Z�p4
����% e@+�-�Z�p ���
?U � Zp4
�����. e@+�-� Zp� e@p+�-� Zp� ;�� 
����� %(�%=�!% ������
� ( ?U � Z�p
� ?U � Zp !���(��!�(�����

��� %���
�<&�� �U�Z�p��
���' e�����Z�p � �U�Zp�
�
����/ e����� Zp� e�p���� Zp�

A�!��

GuHk D kuP
X
n��

��k�
n un���

�
�k�
n � ?��n

U F  �3

������� !�������. !�!��
��

)������ ��	�	 + �
������ ���
������ ?U � Zp�	����� e@+�- � Zp 	�#
� ����"
��������� ������'��
�� �n � ?��n

U ,

�n D

�
��p��
n � ���� n 
� ������� 

 p� ��

��p�
n � ���� n ������� 

 p� ��

n D �� �� � � � � +"-

��� p� � ������� ��������
�
�� ����
" mod p -���
����
� '���������� ������
+Z�p-�.!

;
	��

��! E	 �����
� <������ !������� *�� !���� (!�� ���(�����	���  ����.
mod p �
�=�!% ���!��� *�!���

0��
�
���"���� �����	� 11!1! ��!!
����
 (��*���  �3

������� �
�r�
n � ��� r ��

%(�%��!% ���!��
� A�!�� r D p�q� ��� p� F ���!��� *�!��� 2� � GxHr D GGxHp� Hq� ��
�
��
O

rxP
X
n

��r�
n xn�� D qGxHp� P

X
n

��q�
n +GxHp�-

n�� D

D p�qx P q
X
n

��p��
n xn�� P

X
n

��q�
n

�
p�x P

X
m

��p��
m xm��

�n��

�

7�



A����(��(�%  �3

������� ��� ����� �(�� !�����%� x� ����*�


��r�
n D P +�

�p��
� � � � � � ��p��

n � �
�q�
� � � � � � ��q�

n -�

��� P F �� �����. ������
 ! ����
�  �3

�������
� +��	 !(�������� *����-�
#�!=�� ����*��
 ����!��(�����

��r�
n D ���

�p��
� P � � �P �n�

�p��
n P ���

�q�
� P � � �P �n�

�q�
n � �i� �i � ?U �

2� �
 ����	�
�  �3

������� �
�r�
n � r D p�q 
�)�� �! �=*��� �	 !�!��
� ����	�=4

$�� ?U �Zp4
����% e@+�-�Zp� W!�� q !��(� �� %(�%��!% ���!��
� �� 
� ��(���%�


3�� ��������� � ���� 1 ����� ����*��
 !�!��
� ����	�=$�� 
����% e@+�-�Zp� !�!��4
%$�= ��'� �	  �3

�������( �

�p��
n ! ���!��
� p�� 9���� (!�� ���!��� p� �
���!%

(��������� ���!��� *�!�� p� <���� 
� �� �)�
� *�� 3�� !�!��
� ����	�=$�� 
�)��
!�	��� �� !�!��
� +"-�

1��*��� 	�
���
� *�� ( ��	
����!�� � +���� ( ?��
U - (  �*�!�(� ����	�=$�.e@+�-� Zp 
�)�� (	%�� �

�p��
� � ��� p� F ���!��. ���(�����	��.  ����� mod p� <�.4

!�(�������� ��!�� p� F �=��� ���!��� *�!��� 2���� GGxHp� Hp� D GGxHp� Hp�� ����

p�p�x P p�
X
n

��p��
n xn�� P

X
n

��p��
n

�
p�x P

X
m

��p��
m xm��

�n��

D

p�p�xP p�
X
n

��p��
n xn�� P

X
n

��p��
n

�
p�xP

X
m

��p��
m xm��

�n��

� +0-

A����(��(�%  �3

������� ��� x�� ����*��
 p��
�p��
� P p���

�p��
� D p��

�p��
� P p���

�p��
� � ����

+p�� p��-�
�p��
� D +p�� p��-�

�p��
� � 2� � p� F ���(�����	��.  ������ �� p�� p�� ������
� (

Zp� 	��*�� �
�p��
� D ��

�p��
� � ��� � � Zp � ?U �Zp� ���� ��% �=���� p� �

�p��
� (���)���!%

*���	 �
�p��
� �

��!!
����
 ������ !�!��
� +"-  �3

�������( ��� � � � � �k� � � � +���� �i F  �3
4

������ ��� xi�� ( GxHp�� �!�� i �� �����!% �� p � � �  �3

������ ��� xi�� ( GxHp�
�!�� i �����!% �� p� �-� A�������)�
� *�� 
� �� �	���� *�� 3�� !�!��
� %(�%��!%

!�!��
�. ����	�=$�� e@+�- � Zp �� ��	
����!�� n � �� ���� ��% �=���� k � n � � �
�=���� q �
���!% ����!��(�����

�
�q�
k D �

�q�
� �� P � � �P �

�q�
k �k�

��� �
�q�
i � ?U �Zp� <� �)�
�*�� �� �� ����!��(����� �
���!% � ��% �

�q�
n � E	 ! �	��4

���� (�'� !������� *�� ��!����*�� ������*���!% ���!��
� q�

76



A�������)�
 (��*���� *�� n �� �����!% �� p � �� ���� �n D �
�p��
n � ��� p� F ���4

(�����	��.  ����� mod p� � ��!�� p� F ����	(������ ���!��� *�!��� A����(�%�

( +0-  �3

������� ��� xn��O

p��
�p��
n P pn��

� ��p��
n P ���� P � � �P �n���n�� D p��

�p��
n P pn��

� ��p��
n P ���� P � � �P �n���n��

+
� ��	��)��� (!�  �3

������� �
�p��
k � �

�p��
k � k � n �� ����	�=$�
 ��� � � � � �n��� ����

�i� �i � ?U � Zp-� #�!=��

p�+�� pn� -�
�p��
n D +p� � pn��

� -��p��
n P +�� � ��-�� P � � �P +�n�� � �n��-�n��� +7-

2� � p� F ���(�����	��.  ����� mod p � n �� �����!% �� p � �� �� p�+� � pn� -

������
� ( Zp� 2���� �	 +7- 
� ����*��
� *�� �
�p��
n %(�%��!% ����.��.  �
�������.

��� � � � � �n�� � �n D �
�p��
n !  �3

�������
� �	 ?U � Zp�

A�!�� ������ n �����!% �� p � �� 9�����
 (��*��� ��! ��� � ����(�������4
��� 	�
�*���.� E	(�!��� +B������ C�(� �(-� *�� ?U %(�%��!%  �����
 ������4

�(O ?U D ZGa�� a�� � � � � an� � � � H� an � ?��n

U � ������ ?U %(�%��!%  �����
  �3

�4
������( +���(��!�����.- 
��
�����. ������ ���
����*�! ��  ������	
�(� �  ���4
��
  �3

�������( ������

� 3��. 
��
�����. ������ %(�%��!%  ����� ?U+Z- D
ZGb�� b�� � � � � bn� � � � H� bn D CPn

n��
+����
��
� *�� 3��� ������

 �
��� (�� g+u- D

u P
P

n
CPn
n��

un��-� A�� 3��
 (  ������ ?U � ?U +Z-� 
�)�� (������ 
�������� ���(4
��� ����	�=$�� fa�ig� fb�ig �� � *�� (��)���� �� O ?U � ?U+Z- 	�����!% !����=$�

����	�
O

��+a
�
i - D

�
p � b�i � �!�� i D pk � � ��% �� ������� k�

b�i ( �!������� !��*�%��

A�!�� B� F ����)�������% *�!��  ����� B D ?U +Z-� 2���� +B�-� F ��	��)�4

�� ( ����	(������ �(�� �����(������� !�
��)�����. 3��
���� ( ?U +Z-� A��

(��)���� �� O ?U � ?U+Z-  �3

������� �
�p�
n �%�� GxHp �������%� ( 3��
����

+p� pn��-bn P ++B�-�-� 2� �
 ����	�
�  �3

������� �
�p�

pk�� 
�)�� (	%�� (  �*�!�(�

�������� ���(��� ����	�=$��  ����� ?U�Zp ( ��	
����!�%� pk��� 1 �!�������

��	
����!�%� l �D pk � � �
��
 �
�p�
l � p?U � ���� �

�p�
l �����!% �� p ( ?U �

1����
!% ������ �� �	�����!�(�� A�����'�
 !�����'���� +0-� ���!��(�%% p (
�4
!�� p�O

pp�x P p
X
m

��p��
m xm�� P

X
m

��p�
m +p�xP �

�p��
� x� P �

�p��
� x� P � � � -m�� D

D p�px P p�
X
m

��p�
m xm�� P

X
m

��p��
m +px P �

�p�
� x� P �

�p�
� x� P � � � -m���

/>



A����(�%�
  �3

������� ��� xn��O

p��p��
n P pn��

� ��p�
n P

#X
m�n

��p�
m +p�xP �

�p��
� x� P �

�p��
� x� P � � � -m��

$
n��

D

D p��
�p�
n P pn����p��

n P

#X
m�n

��p��
m +pxP �

�p�
� x� P �

�p�
� x� P � � � -m��

$
n��

�

��� h�in�� �	��*���  �3

������ ��� xn��� ��	��)�
  �3

������� �
�p��
m ��� m � n

�� ����	�=$�
 ��� � � � � �m� 2� � �
�p�
m � p?U ��� m �D pk� �� �� 
� 
�)�
 ������!���

��!������ !�����'���� ( (���

p+�� pn-��p��
n D p�+�� pn� -�

�p�
n P p+���� P � � � �n�n-�

�
# X

k�pk���n
�
�p�

pk��

�
p�x P �

�p��
� x� P �

�p��
� x� P � � �

�pk$
n��

P

P

#X
m�n

��p��
m

�
�
�p�
p��x

p P �
�p�

p���x
p� P � � �P �

�p�

pk��x
pk P � � �

�m��
$

n��

� +/-

A�!������ �(� !�����
�� 
� 
�)�
 	���!��� ( (��� ��p�
p����P��p�

p�����P � � �P��p�

pk���k�
��� pk�� � n� �i � ?U � #!������� *���� �������$��� !�����'���% ��)�� ( p?U�Zp
+���� ���%�!% �� p-� ��3

������� �

�p�

pi�� %(�%=�!% ������
������
� ����	�=$�
�

?U � Zp ( ��	
����!�%� pi � �� #�!=�� !������� *�� � �i � p?U � Zp� ���� �i ���%�!%
�� p ( ?U � Zp� A�!�� �i D p�i� �i � ?U � Zp� 2���� +/- 
�)�� 	���!��� ( (���

p+�� pn-��p��
n D p�+�� pn� -�

�p�
n P p+���� P � � �P �n�n- P

P p+�
�p�
p���� P �

�p�
p����� P � � �P �

�p�

pk���k-�

��� pk � � � n� � �i� �i � ?U � Zp� 2�  � n �����!% �� p � �� �� � � pn� �����!% ��
p +��� p� �D p-� 2� �
 ����	�
� (!� !�����'���� �����!% �� p� ��	����
 ��� �� p !

�*���
 ����� *�� �� pn ������
� ( ?U � Zp � ����*�
� *�� �
�p��
n ����!��(�%��!% (

(���

��p��
n D

p�+�� pn� -

p+�� pn-
��p�
n P ���� P � � �P �n���n���

A�����%

�n D
p�+�� pn� -

p+�� pn-
� ?U � Zp�

����*�
 �! �
�� ����!��(����� � ��% �
�p��
n +��  � � ��! �n D �

�p�
n -�

/�



*
������� ��	�	 + �
������ ���
������ ?U �Zp�	����� e@p+�-�Zp 	�#
� ����"
���������,

�n D


������
p� ���� n D > 

��p��
n � ���� n 
� ������� 

 p� � p� % ��������
�
�� ����
" mod p 

�
�p�

pk��� ���� n D pk � � k D �� �� � � � !

+ �
������ ���
������ ?U � Z�p�	����� e@+�-� Z�p 	�#
� ����"

�n D

�
��p��
n � ���� n 
� ������� 

 p� � 

�
�p�

pk��� ���� n D pk � � k D �� �� � � � !

+ ���
�"
�� �
�	��
����� ���
������ 
��!

0��
�
���"����! ;�� !������ �	 ����� *�� ��% !�!��
� ����	�=$�� e@+�-� Zp� ��4
!�������. ( �����
� ����� ��� n  ������ p� �� �� n �D pk � �� 3��
���� �n ���%�!%
�� p� ���� ��)�� ( p?U � � �!������� �n �� ��)�� ( p?U �

��� %��#���� ��
*�#��� "��##
� "
�
���
�� ��
�
�

���
�/ # ��
#��� ��/#����� Z�p � ��"
�
�
��� #���#���'

1 3��
 ��	���� 
�� �!����	�% ���!���� !��� ���� ?U � Zp4
����% e@p+�- � Zp 
�
�� �)�
 ��	������� �������*��. �����
� 9����� � ������� F ���'�
 
��)�!�(�
 ��!!�(  ������	
� 
��������	�. ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p ( ���
���� ���� ����4
!��*�! �� *�!���

�� ���� � �	��� ( ������ G0H� ��
�
��
�	
 _ O F� � e@p+�- � Zp ������)���!%
�� ��
�
��
�	
� �p O F� � ?U+Z-� Zp� ���*�
 �
��� 
�!�� 
��
���

�p+x�� x�� � � � � xk- D

#�
kY

j��

u

GuHxj

�
pu

GuHp

$
k

�

��� �p+x�� x�� � � � � xk- OD �p+��k��+x�� x�� � � � � xk--� ��k��+x�� x�� � � � � xk- � F�� 1 *�!���4
!���

�p+�� � � � � �- D
D pu

GuHp

E
k
�

2� �
 ����	�
 ��% +���!����- ��.!�(�% ������ Z�p �� M�n ! �����(�)��
�

���
��������	�%
�  ��!!�( �j � ?U � �
�=$�
� (�!� +x
�j�
k - � +Z�p-� ( ���(�������

/�



���
������ ��!!�����%�  ��
� �
��� 
�!�� !�����'����

GM�nH �
X
j

�j�p+x
�j�
� � � � � � x�j�mj

- mod p?U +5-

���!� (�	�� ��� (����!� �������*��. ������
� B������4���������� +��(�� ��  �4
����= ���� �����
� 9�����4������� G�5H� G�H-� ��!��(�����. ( ������ G0HO  � �� �	
3��
����( (��� X

j

�j�p+x
�j�
� � � � � � x�j�mj

- � ?U+Z-� Zp

����!��(�%=� !���.  ��!!�  ������	
� 
��������	�.� ��!�$�� ���!��� ��.!�(��
Z�p` #�(�� �� 3��� (����! ���� �����
� ����� 1��*��� ����
 !����=$��

������
���� ��	�	 A�!�� 
 D
P

i ki�+i-� ki � > F ��	������ *�!�� n D k
k DPi ki�
i� C�	�(�
 ��	������ 
 ��
�
�	 p� �� �!�� (!� i� ��%  ������ ki �D >�  ����� p� �
+�!��!�(����� �� �� ��	�����% !�$�!�(�=� ���� � ��% n�  ������ p � �-� C�	�(�

��	������ 
 
� p�
�������	� �!�� ��% �=���� j � > kpj�� D > +���� ��	������ ��
!����)�� !�����
�� (��� pj � �-�

)������ ��	�	 /��	�
� � � ?U+Z-��n � Zp ��#�� � ?U � Zp�	����� e@p+�-� Zp � 
�
��	 ���
��	 �������� ��
���	 ��������	
 	
������
��� � ������	 ��������
�	 Z�p ����
 � ���"�� ����
 ����
 ��� �
�
�������������� ����
 �� K�������
s�+�- 
 D

P
i ki �+i- k
k D

P
i ki � i � n ��#
� � Zp � ��� ���� �
����
�� 
 ��
�
��

p� � ����	����������� ����
 s�+�- k
k D n ������� 

 p!

0��
�
���"����! ����������	
�� A�!�� � � e@p+�-�Zp� ��
���
� *�� !�!��
� ����4
	�=$�� ?U � Zp4
����% e@p+�- � Zp� ���!����% ( !���!�(�� ���� �������� ��
 !(�.4

!�(�
� *��  �)��. 3��
��� �j � e@p+�-�Zp �	 !�!��
� ����	�=$�� %(�%��!% �� )�
������
������. ����	�=$�. ?U � Zp ( ��	
����!�� ��j� <������
 3�� !�!��
�
����	�=$�� ������
������
� ����	�=$�
� �i ( ����!��=$�� ��	
����!�%� ��i
�� ��� *�� i �����!% �� p� �� �� i �D pk � �� 2� �
 ����	�
 ?U �Zp D ZpG��� ��� � � � H�

2�  � � � e@p+�- � Zp � ?U � Zp� �� (!� K4���� ����!��*�! �� *�!�� s�+�-
��)�� ( Zp�

W!�� n �� �����!% �� p� �� �� ��	�����. 
�  ������ p� � �� !�$�!�(����
A�!�� n D m+p � �-� A���!��(�
 �  � ���������. 
����*��� �� �i !������

��m+p� �-O

� D
X

k�k�m�p���
r��� D rm�p����m�p��� P � � � � +�-

��� 
 D
P

i ki � +i-� �� D �k�� � �k�� � � � � � E	 ���!���% !��� ���� e@p+�- � Zp +!
�

!���!�(�� ����- !������� *�� � � e@p+�-� Zp ����� � ���� � ������  ���� ��% (!�� ��

/"



p4���*�! �� ��	�����. 
�  ������ p� �  �3

������� r� ( ��	��)���� +�- ���%�!%
�� p�

��!!
����
 ���� ��� N)��%�<����� (  ������	
�� +!
� G"H-O

chU+u- D tP
X
i��

�it
i���

��� u D cU� +�- � U�+C P +�-- F ���(�.  ��!! N)��% ���(��!������� ����
������
��!!�����% ( ������  ������	
�(� t D cH� +�- � H�+C P +�-- F ���(�.  ��!! N)��%
���(��!������� ����
������ ��!!�����% (  ���
�����%�� �  �3

������� �i ��)��
( ?U+Z-� 2���� ��% �=���� � � ?��n

U �
��
O

� D
X
k�k�n

s�+�-�� � B D ?U +Z- D ZG��� ��� � � � H�

���
� ����

�i D

�
ei � �i P ++B�-�- ��% i �D pk � ��

pei � �i P ++B�-�- ��% i D pk � ��

��� ei � Zp F ������
�. 3��
���� ����'�
 ������ �  � ���������. ������
 ��
�i� 2�  � (!�  ���
�����*�! �� ���� ����!��*�! �� *�!�� 3��
����( �i ������
��% �� �	�����!�(� ��������
�!�� ��(��)����% �����
� ��!����*�� �� �	���� *��
 �3

������ ��� �� ( ��	��)���� � ��(�� ���= �� 
����= p ��% (!�� ��	�����. 
 DP

i ki �+i-�  ������ p��� ;���  �3

������ �!�� !���(��!�(�=$��  ���
�����*�! ��
���� ����!��*�! �� *�!�� s�+�-�  ������ 
�)�� ��	��)��� !����=$�
 ����	�


s�+�- D
X

�����	�
r��s�+���-� +6-

��� 
� � 
 �	��*���� *�� 
 %(�%��!% �	
���*����
 ��	�����% 
�� ;���  �3

������
�����!% �� p� <�.!�(�������� �!�� ��	������ 
� D

P
i k

�
i � +i-  ����� p � � � �� p4

���*�! ��� �� r�� �����!% �� p� ��  � � � e@p+�- � Zp +!
� (�'�-� W!�� )� !����
i �� ��� *�� k�i �D > �!�� *�!�� (��� pk � � +���� !�����
�� (��� pk � � (���%� (
��	������ 
�-� �� ��� � p?U+Z-� Zp� ���� s�+���- �����!% �� p�


�	
�
����	
�� 2� � (!�K4���� ����!��*�! �� *�!�� � ��)�� ( Zp� �� �� �����
�
9�����4������� +!
� G"�H- � � ?U � Zp� A�!��  ��
� ����� ��% �=���� ��	�����%

 D

P
i ki � +i-� k
k D n�  ������� p� �� *�!�� s�+�- �����!% �� p�

��!!
����
 ��!�������= (�'� !�!��
� ����	�=$�� ?U�Zp ��� ��� � � � � <�% �����

*���� �� �	���� *�� � � e@p+�-� Zp ��������
� �� �	��� *�� ��% �=����  �������
p � � � �� p4���*�! ��� ��	�����% 
 D

P
i ki � +i-  �3

������ r� ( ��	��)���� +�-

�����!% �� p� A�!�� 
 F �� �� ��	������� A�����'�
 !�����'���� +6- ( (���

s�+�- D r�s�+��- P
X

��	���� ���
r��s�+���-� +�>-

/0



A� ���� ��� 
�)�� !*������ *�� ��% �=���� �� p4���*�! ����  ������� p � �
��	�����% 
� � 
� 
� �D 
� k
�k D m+p � �- �
��
� *�� r�� �����!% �� p� W!�� )�
��	������ 
� D

P
i k

�
i � +i- �� %(�%��!% �� p4���*�! �
 +���� ( ���� (���%� !�����
��

(��� pk��-� �� s�+���- �����!% �� p� 1 �=��
 !��*��� ����*��
� *�� (����� !�����
��
( ���(�. *�!�� �����!% �� p� A� ��������)���= s�+�- �� )� �����!% �� p� � s�+��-
�� �����!% �� p� �� � ��� ��'�
 (����� 
 �
��
 �� D e � �� P � � � � ��� e � Zp F
������
�. 3��
���� A�3��
� �	 +�>- !������� *�� r� �����!% �� p�

*
������� ��	�	 /��	�
� � � ?U �������� ��
���	 ��������	
 	
������
��� �
������	 ��������	 Z�p ����
 � ���"�� ����
 ����
 ��� ���� �
����
�� 
 ��
��

�� p� � ����	����������� ����
 s�+�- k
k D n ������� 

 p!

*
������� ��	+	 + �
#��	 ��
��� ��������	
 	
������
��� Mn n � 0p � / ���
���#
��� 	
������
��� 
������ ������� �������� Z�p!

;��� ��	������ ��� ����*�� ( G5H� 1 ��	
����!�� n D 0p � 0 �)� �
���!% 
��4
������	�� +�����
��� C P �p��-� (  ��!!�  ������	
�  ������� �� !����)��!% 
����4
����	�. ! ���!��
 ��.!�(��
 Z�p�

1 ������ ������� � :��.�� G�H 
�����
�� �� �!����	�=$�
� ����� � 
��
���4
��� ����� ���� �� �	���� *��  ��!!  ������	
� � � ?U ����� � ���� � ����� !����4
)�� 
��������	�� ! ���"
� ���!��
 ��.!�(��
 Z�p�  ���� ��� ���� ����!��*�! ��
*�!�� ��+�- ���%�!% �� p� 2�*���� ��
 ���� �� �	���� *�� 
��)�!�(�  ��!!�(  �4
�����	
�� !����)�$�� 
��������	�% ! !����� ���!��
 ��.!�(��
 Z�p !�(������ !

?U 4
�����
� ���%����
 �� !�!��
� ����	�=$�� Y � D p� Y �� Y �� � � � � ��� Y i � ?pi��
U

F �� ��	�(��
�� L
��������	�% B������L� ����	��*�� �������%�
�� �!��(�%
�O
s�pi���+Y i- D p� s�+Y

i- ���%�!% �� p ��� �=��
 
� W!�� (
�!�� ?U 4
�����. ��!!
�4
���(��� ?U �Zp4
����� +3���� (����� ��!����*�� ��% ���!���% 
��)�!�(�  ��!!�(
 ������	
� ( ���
���� ���� ����!��*�! �� *�!��-� �� (  �*�!�(� ����!��(�����.
Y i 
�)�� (	%�� 3��
���� �ppi�� �	 !���!�(�% ����� #�!=�� !����(��!% %!���  � �


����	�
 ?U � Zp4
����� ?U hp� Y �� Y �� � � � i � Zp� �	�*�('�.!% �������
 � :��.��


(��)�� ( ?U � Zp4
����� e@p+�-� Zp� �	�*����. ��
� +!�!��
� ����	�=$�� 
����%

������� � :��.�� %(�%��!% ���!�!��
�. ����	�=$�� 
����% e@p+�-� Zp-�
��
���
 �� ����� *�� �!�� �� �����.  ��!! � � ?U !����)�� ����!��(����%

M � ��!�$��� !����� ���!��� ��.!�(�� Z�p� �� �� ��%	������� �=��� ���!��� ��.4
!�(�� Z�p �� M ����� !����� ���!��
� <�.!�(�������� ��!!
����
 M� D C P p��

! ��.!�(��
 ����	�=$�. �+z� O � � � O zp- D +z� O �z� O � � � O �p��zp- +3�� ��.!�(��
! p �����(�)��
� ��* �
� %(�%��!% !����� ���!��
 ��.!�(��
- � M� D C P � �
�+z� O z�- D +z� O �z�- +3�� ���!��� ��.!�(�� ! � �����(�)��
� ��* �
� �� %(�%4
��!% !����� ���!��
-� 2���� �� M D M� 	M� �
���!% �(� ���!��� ��.!�(�% Z�pO
�+a� b- D +�a� b- � �+a� b- D +a� �b-� a � C P p�� � b � C P � � ���(�� �	  ������ %(�%��!%
!����� ���!��
� � (����� F ����

/7



	���� #�

$��������� �������
����������� �� ��������� ���
�������� �������� ���� ��
�������������! ����������
�
�����
�� ����������� ���

A�� n4
����
 �������	 	
�����


���	 
� ����
��
 ����	(������ ������*��4
��� 
��)�!�(� ( Rn � 	���(��
��  � ����!�*����  ���*���� *�!�� �������!����!�(�
&=��. (��� ��. 
���������� ������*�(���!%  ���*��
 *�!��
 ��������! �!��.�
1��� ��. n4
����. 
���������� ��	�(���!% ������	� �!�� (  �)��. ��� (��'�4
�� !�����!% ( ��*��!�� n �����.  ���	
����!�� ���� +����������.-� 2� �
 ����	�
�
��������! �!��� ������*�(�=$�� ���!��. 
���������� � �����%�!% ( ��$�
 ����4
)����� 1��� ��. 
���������� 
�)�� �� )� �������%��  � (��� ��= �����* �

��)�!�(� ��*� ( Rn � A�� 3��
 �!�� 
��)�!�(� ��*� �������!% ( ��$�
 ����4
)����� �� ����*��
�. 
���������� ��	�(���!% ��	���'�
�"
�	� ��  � (!� ���
����� ����� !�
��� !�
��

�$� >�
#��� ��
�
������"� � �� "
���� �����/

A�!�� P n F ���!��. 
���������� � fi F *�!�� �����. P n  ���	
����!�� +i P �-�
> � i � n��� 2���� ����*�!�����. (� ��� +f�� � � � � fn��- ��	�(���!% f ��������	 P n�
<�% ������.'��� ������ ����)��� �� )� f�� D �� C��%�� ! f 4(� ����
 
� �� )�
����
 ��!!
����(��� �� ��	�(��
�. h������� +h�� � � � � hn-� ��� hi �������%=�!% �	

//



�!��(�%

h�t
n P � � �P hn��t P hn D +t� �-n P f�+t� �-n�� P � � �P fn��� +�-

2� �
 ����	�
� 
� �
��


hk D
kX
i��

+��-k�i
�
n� i

k � i

	
fi��� +�-

<���� 
� 
� !����
  �

�����(���  ����� k� ��	�(��
�� �!��(��
  �����
� 9
 �
���������. !��� ����. ���!���� 
���������� � P n !(%	��� ������������ ���4
�����(�����  ������ ��	�(��
��  �����
 �����. +���  �����
 9��������.!����-�
E
����� ��!�� P n F ���!��. 
���������� � F D +F�� � � � � Fm- F 
��)�!�(� ���4
��.  ���	
����!�� ����� m D f�� #���	��
  ����� 
����*����( kGv�� � � � � vmH� ��� vi
��!!
����(�=�!%  � ����
������ !���(��!�(�=$�� ����%
 Fi�

������
���� ��	�	 $��"'�	 ��

�� k+P - ���!���� 
���������� � P ��	�(���!%

� ���4 ����� kGv�� � � � � vmH�I� ���

I D +vi� � � � vis j i� � i� � � � � � is� Fi� � Fi� � � � � � Fis D �- �

E	��*����� +!
�� �����
��� G"�H-  ����� �����. �������%��!� ��% ����	(�������
 ���*���� !�
������������  �
��� !� !����=$�
 ����	�
� A�!�� K F  ���*��.
!�
����������.  �
��� ! ! 
��)�!�(�
 (��'�� fv�� � � � � vmg� #���	��
  ����� 
��4
��*����( kGv�� � � � � vmH� ��� vi ��!!
����(�=�!%  � ����
������

������
���� ��	�	 ������
 �����. !�
������������  �
��� !� K +���	��*���!%
k+K-- ��	�(���!% 
� ���4 ����� kGv�� � � � � vmH�I� ���

I D +vi� � � � vis j i� � i� � � � � � is� fvi� � � � � � visg �� ����)��=� !�
��� ! K- �

,���
 !*������ *�� ����
����� vi ( kGv�� � � � � vmH �
�=� !������ �(�Q �� �
 ����4
	�
 k+P - � k+K- !����(%�!% ��������(����
�  �����
��

������
���� ��	�	 <�% �=���� (��� ���� 
���������� � P n � Rn ��������

��������

�� +��� �����
��- 
���������� +P n-� � +Rn-�  � 

+P n-� D fx� � +Rn-� O hx�� xi � � ��% (!�� x � Rng�

B�)�� �� �	��� +!
� G�H-� *�� 3�� 
��)�!�(� ��.!�(������� %(�%��!% (��� ��


���������� �
� 1 !��*��� �!�� P n F ���!��. 
���������� � ��� �(�.!�(����.
+P n-� ����� !�
����������
� � �����4!�
��� !� +P n-� ��	
����!�� i �����%�!% (�
(	��
�� ����	��*��
 !���(��!�(�� ! ����%
� P n  ���	
����!�� iP�� J������ +P n-�

/5



	����� !�
����������� ��	������ +n� �-4
����. !
��� Sn���  ������ 
� ����� ��4
��
 ���	��*���KP � 2���� ��� ����������% �"�� � �"��  ����� �����.� �*�(����� ��=�
���� � �� )�  �����O k+P - D k+KP -� ������ �����. ���!��� 
���������� �( ����4
��=� (�!�
� !���������
� ��������*�! �
� !(�.!�(�
�� <�% ���� *���� ���!���
3�� !(�.!�(�� ���(���
 �� ������ ����������% �	  �

�����(��. ��������

A�!�� ������ k F ����� R F ��������(����% ������� ��� k � n F 
� !�
������
*�!�� ��������*�! � ��	�(�!�
�� 3��
����( R +3�� *�!�� ��	�(���!% �
�	��
���"�
$����� ������� R � ���	��*���!% KrullR-� A�!����(�������!�� +��� � � � � �k- �������4
��� 3��
����( R ��	�(���!% �������
�� ��������
���"
���"�� �!�� �i�� �� %(�%��!%
��������
 ���% ( R�+��� � � � � �i- ��% �=���� i +�����
 !��(�
�� �
��)���� �� �i��

%(�%��!% 
���
��
�	
�
 R�+��� � � � � �i- ( !��%-� B�)�� �� �	���� *�� +��� � � � � �k- ��4
��� � ���� � ����� %(�%��!% �����%���. ��!����(�������!��=�  ���� ��� � � � � �k ����4
����*�! � ��	�(�!�
� � R %(�%��!% !(������
 
�����
 ��� kG��� � � � � �kH� �����%�4
��� ��!����(�������!�� ��'�� ���
������ ( ��	��*��� �!�� ��� ��������*�! �.
��������� +!
�� �����
��� G">H-� A�!����(�������!�� +��� � � � � �n- ���������� 3��
��4
��( R ��	�(���!% ��
����
�� �����	�� �
�
	������ �!�� Krull +R�+��� � � � � �n-- D >�
������� R ��� ����
 k ��	�(���!% 
������� $��

%C
������ �!�� ( R !�$�!�(���
�����%���% ��!����(�������!�� +��� � � � � �n- ����� n D KrullR + �����% �(��
���4
*�! � %(�%��!% ���������. !�!��
�. ����
����(-� E	 ! �	������ (�'� !������� *��
R %(�%��!% �������. ��3���B� ���% ����� � ���� � ������  ���� ( R !�$�!�(���
��!����(�������!�� +��� � � � � �n- ��������*�! � ��	�(�!�
�� 3��
����( �� �%� *�� R
%(�%��!% !(������
  ���*��
����
 kG��� � � � � �nH4
�����
�

1 ��'�
 !��*�� �
��� 
�!�� !����=$�� ������)���� +!
� G"�H-�

%���
� ���� ��	+	 B��� P n �������� ������	 	
�����


���	 �� ���"'� ��
�

�� k+P n- �������� 
������� $��

%C
�����!

<���� ��
 �������%�!% �(� ��!����(�������� ����$���% ���%��% ���!���� 
��4
�������� �� �� ���� ��
�*��� (� ((������� ��������! �!��� ������*�(�=$�� ���4
!��. 
���������� � �����%�!% ( ��$�
 ����)����� 1��*��� 
� ��������
 n4
����.

����

���

�� ������� 	
�����


��  � ����	(������ +�� ��%	������� ������4
*�����- (��� ��� 
��)�!�(� ( ���!����!�(� Rn � ������*�(��
�� ������
 �����4
���! �!��.� �����%$��!% ( ��$�
 ����)����� #*�(����
 ����	�
 �������%=�!%
����� ��������*������ ���!���� 
���������� ��  ������ �� )� ����� ��������4
*����
� ���!��
� 
���������� �
�� <�% ��������*������ ���!���� 
��������4
�� � P n 
�)�� �� )� ���������� +n � �-4
����. !�
����������.  �
��� ! KP �
�(�.!�(����.  ��� ������� +�� *�� !�
��� !� KP ��	
����!�� i �����%�!% (�
(	��
�� ����	��*��
 !���(��!�(�� ! ����%
� P n  ���	
����!�� iP�-� #��� �� 3���
!�
����������.  �
��� ! KP �)� �� ��%	������� 	����� !�
����������� ��	������
!
��� Sn���

/�



%����� ��	$	 ��!!
����
 ��������*����. ���!��. 
���������� 

Rn� D f+x�� � � � � xn- � Rn j xi � >g�
������*�(��
�. n  ����������
� ��������! �!�%
�� 2���� �(�.!�(����
  ��
�
!�
����������
  �
��� !�
 ����� +n� �-4
����. !�
��� ! Xn���

��
���
� *��� ��
 �� 
����� �� �=��. +n� �-4
����. !�
����������.  �
��� !
%(�%��!% �(�.!�(����
  �� �����
� n4
����
� ��������*����
� ���!��
� 
����4
������ �� A�3��
� ��
 ���������!% �$� ���� ����$���� ���!���� 
���������� �
F �� ��	�(��
�� ������� �������
�"
�� ��	������� A��!��. n4
����. ����4
3�������.  �
��� ! F 3�� ��I� �� K�(�.!�(����.  ��$�
� +n � �-4
����
� !�
4
����������
�  �
��� !�L� ;��  ��!��� ��% (	%�� ��
� �	 G��H� A�!�� K F !�
���4
�������.  �
��� ! ��	
����!�� n� � � K � F ��� ����������*�! �� �����	��������
2� �
 ����	�
� (��'���
� K � %(�%=�!% !�
��� !� X  �
��� !� K� � !�
��� !�
�
K � %(�%=�!% ������ +X��X�� � � � �Xk-� Xi � K� �� ��� *�� X� � X� � � � � � Xk� <�%
 �)���� !�
��� !� X � K ���	��*�
 *���	 F� ��� �
��� ! ( K �� !�!��%$�. �	 (!��
!�
��� !�( K � (��� X D X� � X� � � � � � Xk� W!�� X %(�%��!% +k � �-4!�
��� !�
�
�� ! �)�
� *�� F� F �����  ���	
����!�� k� A�!�� PK F  ���! ��� K� 2����
PK (
�!�� ! ��	������
 �� L�����L fF�g��K ��	�(���!% ������	 �������
�"
�	
��	������	� A��!��. 
���������� P n +������*����. ��� ��������*����.- 
�)��
���� ����*�� ���
������
 3��.  ��!��� ���  !�
����������
�  �
��� !� Kn���
�(�.!�(����
�  ������� P n�

�0� ?�
�

���
�'� 
������'���� ��
#���� ��
�
�
������"���

C�)� 
�� !����% G��H� ��% �=���� ����3���������  �
��� !� P +( *�!���!��� ��%
�=���� ���!���� 
���������� �- ��!����
 �(� ��������*�! �� ���!����!�(� ZP �
BTP �

��!!
����
 Tm D S� 	 � � � 	 S� F m4
����. ���� A�!���  � � (�'�� F D
+F�� � � � � Fm- F 
��)�!�(� �����. P n  ���	
����!�� ���� +��� 
��)�!�(� (��'��
�(�.!�(������ !�
������������  �
��� !� Kn��-� ��!!
����
 !(������. Z4
�����
Zm � �!����(�
 (	��
�� ����	��*��� !���(��!�(�� 
�)�� ���������%
� P n � 3��4

����
� ��	�!� fe�� � � � � emg ( Zm� #�������
  �����*�! ��  ����������� �������4
�� T k

i��			ik
� Tm  � ����� !���(��!�(�=$��  ����������
 �����'�� �
 ( Zm +����

�����'�� �
� ���%����
 �� (� ���� ei� � � � � � eik-�

������
���� �+	�	 A��!����!�(� ZP � !(%	����� ! ���!��
 
���������� �
 P n�
�������%��!%  � 

ZP D +Tm 	 P n-�
 j +g�� p- 
 +g�� q-� p D q� g�g
��
� � T k

i��			 �ik
�

��� Fi� � � � � � Fik F (!� �����  ���	
����!�� ����� !����)�$�� ��* � p � P n�

/6



�� !������ �	 ����������%� dimZP D m P nQ  ��
� ����� ��.!�(�� ���� Tm

�� Tm 	 P n �*�(���� 	����� ��.!�(�� Tm �� ZP � 1 G��H �� �	���� *�� ZP %(�%��!%
���� �
 
��������	��
�

#�����*�
!% �� � !��*��
�  ���� P n F ���!��. 
���������� � 2���� �
���

�!��

%���
� ���� �+	�	 0������� Tm 

 ZP ���
�
�� ��������	� �������
	�

1. 2�
'��

�

� ��������
 ����� ����� ZP �������� ������

�
�� ��������
��� � Tm �
�	��
���� 
� ����� n!

3. 4
 ������

���� ����� �	����� ��	��

���

� ��������
 �������� 	
��
����


��
 P n ��� ������� ����� �� �
����

���� ��

�� ���
�	��
���� k
������������� �����
	 ��
'��

�
�� ��������� ����� ������� �	���
�
�	��
���" k! + �
��
���� 

� �
����

���"� 	
�����


��
 ��������
������
�!

0��
�
���"����! ;�� !��	� (��� ��� �	 ����������% ZP �

A�!�� ������ !��(� P n F ����	(�����. ���!��. ����3�������.  �
��� !� ��!4
!
����
 ETm F !�%��(��
�� ���!����!�(� ���(��!������� ���(���� Tm4��!!�����%
��� BTm D +C P�-m� A��
��%%  ��!��� ��= ,����%  Tm4���!����!�(� ZP � 
�
�������
  !����=$�
� ����������=�

������
���� �+	�	 #�������
 ���!����!�(� BTP  � 

BTP D ETm 	Tm ZP � +"-

2� �
 ����	�
� BTP F 3�� ���!����!�(� ��!!�����% !� !���
 ZP � �!!������4
(������ ! ���(��!�����
 ��!!������
 ��� ��
�$� ��.!�(�% Tm �� ZP � �� !������
�	 ����������%� ��
�����*�! �. ��� ���!����!�(� BTP �������%��!% ���!��
 ��4
��3�������
  �
��� !�
 P n�

1�'� 
� ��% �=���� ���!���� 
���������� � P n ���������� ���� �� 
����4
����	�� ZP ! ��.!�(��
 Tm �  �
���������. !��� ����. P n ( ���!����!�(� �����
+������)���� �0��-� <����.  ��!! 
��������	�.� ������=$�� �� �
� !(�.!�(�
��
����'� �	(�!��� ( ��������*�! �. ���
������ ;�� ���!���� ���� ��(��� �������
���� 	
������
��� + � � �	�(���!� (� ((������� 
� ������*�
!% ��!!
�������

��'� �� ���  ��!!� ����*�! �� 
��������	�.-� C�)� 
� �	��)�
 �!��(��� 
� ��
� ����*�! �� 
��������	�%��  ������ ��
 �������%�!% ( ������.'�
� A��������
�	��)���� 
�)�� ��.�� ( G7H� G�0H�

������
���� �+	+	 2���*�! �
 
��������	��
 ��	�(���!% ���
������ ��������4
*�! �� 
��������	��M � !����)�$�� n4
����. ��������*�! �. ��� +C �-n (  �*�!�(�

5>



�� ������ +�� ����! �
�- ���
��������	�%� ��%  ������� !���������� ���������4
��� ��.!�(�� ���� �� !��� ������)���!% �� ��.!�(�% ���� �� (!�
 
��������	�� M
+�� �
 ����	�
� +C �-n !����)��!% ( M (  �*�!�(� (!=�� ������. ������-�

C� ���!���
 ���� ��(��
 ����*�! �
 
��������	�� �
���!% �*��� �������� ��4
��.��� ��!!������� ��%  ������� ��	�! ( ���!����!�(� ���������� !�*���. !�!����
�	 !�*���.� !���(��!�(�=$�� ��* �
 ! ����*�!�����
�  ���������
� (����� ��4
 ������� ���!���� 
���������� � ! (��'���
� ( ��* �� ����*�!�����. ��'�� �
Zn � Rn � #������� 	���( ���!��. 
���������� P n ! (��'���
� ( Zn� 
� 
�4
)�
 ��� ��
�$� �	(�!���.  ��!��� ��� +!
�� �����
��� G�0H- ��!������ �� ��
�
���� ��(��� ����*�! �� 
��������	�� M�n (�$�!�(����. ��	
����!�� �n�  �������
���� �� �� (!���� � �	�(���!% ���!���
� � �
���� 
�)�� �� �	���� *�� ���!����

��������	�% ����� ����*���!% ���� � ( ��
 !��*��� �!�� ��% �=��. (��'��� P n

�����(�%=$��  �(� ���� ����������.� !���%$��!% ( 3��. (��'���� ����	�=� ��	�!
�(�.!�(����. ��'�� � +Zn-�� A�� 3��
 ����*�! �� 
��������	�� �� (����� ������4
�%��!%  �
���������
 ����
 
���������� �O ��� �� )� 	�(�!�� �� ����*�!�������
(��)���%� E	 ! �	������ (��� ���� *�� ��% �������  �
����������� ���� ���!����

���������� � 
�)�� !�$�!�(�(��� �=��� *�!�� ��	��*��� 
������� ���� ��(���
����*�! �� 
��������	�. +( ��
 *�!��� �� 
�)�� �� !�$�!�(�(��� (���$�-� 9���4
(��!�(�=$�� ���
��� 
� ��!���
 ��)��

C� +���!���
 ���� ��(��
- ����*�! �
 
��������	�� M�n �
���!% ��.!�(��
 �
�� ����� ���� T n � +C �-n� B�)�� �� �	���� *�� (!� !����������� ���������
��*� ��% 3���� ��.!�(�% ����� ����*�! �
� ���������
� T k � Tm � �� ���!����4
!�(� ����� �
���!%  �
���������% !��� ���� ���!���� 
���������� � P n ( !
�!��
�� � ������)���% �0�� +��� P n F ��� )� !�
�. 
���������� �  �����. !���(��!�(�4
(�� �*��� �������
� ����.��
� ��!!�����=-� <�.!�(�� T n �� M�n ���
�"
� �����
�
��
�
� ��

�
��
�	� ��
��

�"
�	� �������� T n 

 C n ( !����=$�
 !
�!��O ��%
�=��. ��* � x � M�n !�$�!�(��� T n4��(��������% � ��!���!�� U � M�n�  �����%
T n43 (�(�������� ��
��
��
�� �� �����
� +T n4��(��������
�- �� ����
� 
��4
)�!�(� V � C n � ���
� ����� �
���!% %(��� ������)���� M�n � Rn +������)����

�
����(-� ����	�
  ������� %(�%��!% P n� � !��%
� F !���(��!�(�=$�� �������
J��� �� 
��������	��� !���(��!�(�=$�� ����*�! �
� 
��������	�= M�n� 
�)��
���� ����*���  � T n 	 P n�
 ��% �� ������� ����'���% 3 (�(�������!�� 
 +!��
! �����������
 ZP -� 2������ 	���(�% ��� !��� ���� ��������*�! ���  �
��� !��4
�� 
��������	�% � ��.!�(��  �
��� !���� ���� +C �-n� 
� �������
  !����=$�
�
����������=�

������
���� �+	$	 2�������*�! �
 ����*�! �
 +���  (�	�����*�! �
- 
����4
����	��
 ��� ���!��
 
���������� �
 P n ��	�(���!% (�$�!�(����� ���������4
�
�� �n4
����� 
��������	�� M�n ! ��.!�(��
 ���� T n� �� ����� 3 (�(�������

�����������
� ��.!�(�= T n �� C n � �  �
���������. !��� ����. 
���������� � P n

( ���!����!�(� ����� M�n�T n +( !
�!�� �� � ������)���% �0��-�

5�



�(�	�����*�! �� 
��������	�% (���(�� ���� ((����� ( G��H +��� ��� ��	�(���!�
���!�� K����*�! �
� 
��������	�%
�L-� E	 ! �	������ (�'� !������� *�� (!� +���4
� ��(��� ���!����- ��������*�! �� ����*�! �� 
��������	�% %(�%=�!%  (�	�����4
*�! �
�� #�������� (���$� ��(��%� ��(���� F !���(��!�(�=$�� ���
��� 
�)��
��.�� ( G��H� 2�
 )� ���� ����*��� 
����� (�)��� ��	������� �  (�	�����*�4
! �� 
��������	�%�� ( *�!���!��� ���!���  �����  ���
�����. 3��� 
��������	�.�
 ������ � �	���!� �!�������
� �������*��  �����
  ���
�����. ����*�! �� 
��4
������	�. +!
� G7H-� C�)� 
� ���(���
 �!��(���  ��!��� ��� � ��	�������� !(%	��4
��� !  (�	�����*�! �
� 
��������	�%
��  ������ �������%�!% ��
 ( ������.'�
�
<� �	�����!�(� 
�)�� ��.�� ( G��H�

A�!�� M�n F  (�	�����*�! �� 
��������	�� ��� ���!��
 
���������� �
 P n

� � OM�n � P n F ���� ��% �� ���!����!�(� ������ A�!�� F n�� F ����� P n  ���	4

����!�� ����� 2���� ��% �=���� x � ���+intF n��- !������	���� x �!�� ���������
GF � T n ����� ����� ;�� ��������� �������%��!% ���
���(��
 (� ����
 v � Zn�
2� �
 ����	�
 !�����!% 
�� ��% � �� 
��)�!�(� F �����. P n  ���	
����!�� ����
!� 	��*���%
� ( ���
���(��� (� ����� �	 Zn�

������
���� �+	'	 :�� ��% � O F � Zn� �����������% (�'�� ��	�(���!% ���� 4
����!��*�! �. 
�� ���.  (�	�����*�! ��� 
��������	�% M�n�

���� ����!��*�! �= 
�� ��= �� )� 
�)�� ��!!
����(���  � ��
�
��
�	

� O Zm � Zn� ��� m D qF D f� � Zm F !(������. Z4
������ ����)�����. 3��
��4
��
� F �

E	 ���� *�� ��.!�(�� ���� �� ����� 3 (�(������� !���������
�� (��� ���� *��
���� ����!��*�! �% 
�� ��% �������� !����=$�
 !(�.!�(�
O �!�� Fi�� � � � � Fin F
�����  ���	
����!�� ����� !���%$��!% ( ����. (��'���� �� �+Fi�-� � � � � �+Fin- ����4
	�=� ��	�! Zn� <�% �=��. 
�� ��� � O F � Zn� ���(���(��%=$�. 3��
� �!��(�=�
!�$�!�(���  (�	�����*�! �� 
��������	�� M�n+�- ��� P n ! ���� ����!��*�! �.

�� ���. �� � M�n �������%��!% !(��. ���� ����!��*�! �. 
�� ���. ����	��*�� !
��*��!��= �� 3 (�(���������� ��
��
��
�	
�� ��
���
� ���� �� *�� !�$�!�(�=�
���!��� 
���������� �� ��%  ������ �� !�$�!�(��� �� ����. ���� ����!��*�! �.

�� ���� A��
���
� �� �� 
���������� �( %(�%=�!% �� ��	�(��
�� �� ��*�! ��

���������� � Cn

k ��% k � �n� C�� �� �
� 
���������� �
� �� !�$�!�(��� �� ��4
����  (�	�����*�! ��� +� 	��*��� � ����*�! ���- 
��������	�%�

�(�	�����*�! �� 
��������	�%M�n ��� ���!��
 
���������� �
 P n ��!�� !(%4
	��� ! ((������
� ��
� ����� ���!����!�(�
� ZP � BTP � ��!!
����(�% M�n  � 
T n4
��������	��� 
� 
�)�
 (	%��  ��!��� ��= ,����% ET n	TnM

�n� # �	�(���!%�
*�� (!� 3�� ���!����!�(� ��% ������� P n �
�=� ��
�����*�! �. ��� BTP O

BTP 
D ET n 	Tn M
�n� +0-

N�� )�  �!���!% ZP � �� 3�� Tm4���!����!�(� !(%	��� !  (�	�����*�! �
� 
����4
����	�%
� ��� P n !����=$�
 ����	�
O ��% �=����  (�	�����*�! ��� 
��������	�%

5�



M�n ��� P n ���� ��% ZP � P n ��! ����(���!% (  �
��	���= ZP � M�n ��� P n�
��� ZP �M�n F �� ������ ���(��� Tm�n4��!!������ � M�n ��� P n F ���� ��% ��
���!����!�(� ����� ��%M�n� 2� �
 ����	�
� �!�� ��� P n !�$�!�(�=�  (�	�����*�4
! �� 
��������	�%� �� ( Tm �
���!% ���������� �	�
��
��% Tm�n� ��.!�(�=$�% ��
ZP !(������� �  �)��% �� �% ��������� !���(��!�(��� �� �����
�  (�	�����*�! �4

� 
��������	�=� �� !������ �	 ������)���% �0��� ��������� ����'��� ����� �)�
�� 
���� !(������ ��.!�(�(��� �� ZP � ��3��
� 
� !�
�����. ���� ��% !(��������
��.!�(�% ��!������!%  � ��	 ( !��*��  (�	�����*�! �� 
��������	�.� A�	���� 
�
��!���
 3��� (����! ����� ���������

A�!�� ������ P F ����	(�����. ���!��. ����3�������.  �
��� ! +�����
���
���!��. 
���������� - ! m ����%
�  ���	
����!�� ����� E	 +"- 
� ����*��
 ��!4
!������ p O BTP � BTm !� !���
 ZP � <���� (!�  ���
������ ��!!
����(�=�!% !
 �3

�������
� ( �!��(��
  ����� k�

)������ �+	,	 D����
#�
�� p� O H�+BTm- � H�+BTP - �������� ���	�����	�	 
������� ��� ���#�������
�� H�+BTm- 
D kGv�� � � � � vmH ��������� � ���	�����	
kGv�� � � � � vmH� k+P - ��� k+P - � ���"'� ��

��! + �
��
���� H�+BTP - 
D k+P -!

A�!�� ������ P n F ���!��. 
���������� �M�n F  (�	�����*�! �� 
��������4
	�� ��� P n ! ���� ����!��*�! �. 
�� ���. �� W!�� k F ����� �� ���� ����!��*�4
! �= 
�� ��= 
�)�� ��!!
����(���  � ����.��� ������)���� km � kn� E	 +0- 
�
����*��
 ��!!������ p� O BTP � BT n !� !���
 M�n�

)������ �+	�	 D����
#�
�� p�� O H
�+BT n-� H�+BTP - �������� 	�
�	�����	�	

� p�� O H�+BT n- � H�+BTP - ��� ��������������� ���#�������
��� ���������
� �� O Zn � Zm! $��	� ���� ��� �

�
������	 ���#�������
�� H�+BT n� k- 
D
kGt�� � � � � tnH ���	�
�� �i D p�+ti- � H�+BTP� k- 
D k+P - ���
���� �������
�� ������
���
���"
���" ���
� n ���	�
��� k+P - �����
� ��
!

W!��!�(����� (� (!�� �������$��  ��!��� ��%� 
�)�� 	�
�����  (�	�����*�4
! �� 
��������	�% �� +��������*�! ��- ����*�! �� 
��������	�%� A�� 3��
  �)��4

� ����*�! �
� 
��������	�= !���(��!�(���  �� ������ (��)���� 
���������� �
P n ( Rn � ���  �����
 (!� (��'��� �
�=� �����  ���������� 2�����  � !����4
�� �	 ! �	������ (�'�� !���(��!�(�=$�% ���� ����!��*�! �% 
�� ��% ����*���!%
!����=$�
 ����	�
O �� 	��*���� �� ���������� F n�� � F �!�� !���(��!�(�=$�.
�����(�%=$�.  �(� ���� 1!� ���� ����!��*�! �� 
�� ���� !���(��!�(�=$�� +��4
������*�! �
- ����*�! �
 
��������	�%
� 
���� ���� ����*��� �� �
 ����	�
�

<���� 
� ��% �=���� ����3���������  �
��� !� P n ((���
 ( ���!����!�(� BTP
 �����*�! �= !��� ����  ����*����  �
��� !��

1(���
 ( BTm D +C P�-m !���������=  ����*��= !��� ���� +����  �)��� C P�

�
��� �� ����.  ��� � (  �)��. *����. ��	
����!��-� A�� 3��
 ��% �������  ��4
��*���  �����. C�+BTm- 
� �
��
 C�+BTm- D H�+BTm- D kGv�� � � � � vmH�

5"



)������ �+	-	 (���" P � ��������"
�� ������� �������
�"
�� ��	����� �	���
��� m ��

�� ���
�	��
���� ���
! (�����

���� BTP 	�#�� ���" ��
�����

�
�
� ������
�� �����	����� � BTm ������
������� ����� ��5���
�
�� �������

�� �����	������� BT k

i��			 �ik
�� ���	 ��	�����
	 X D +i�� � � � � ik- ��������

��� ��	�

���'�
�"
��� ��	�����
 KP ! (�� ���	 C�+BTP - D H�+BTP - D k+P - � ���#�
�� i O
BTP �� BTm �
��'����� ���	�����	 C�+BTm- D kGv�� � � � � vmH� k+P - D C�+BTP -!

0��
�
���"����! ��!!
����
 !�
����������.  �
��� ! K ! m (��'���
�� �(�.4
!�(����.  ������� ���!���� ����3���������  �
��� !� P � 1 !��� ����������% ���4
!��� ����3��������  �
��� !�( 
� 
�)�
 !*������ *�� P %(�%��!%  ���!�
 ���
����������*�! �
 �����	�������
 K ! !���(��!�(�=$�
 ��	������
 �� ������ B�
����
 !������ (��)���� i O BTP �� BTm ��� ��
�$� ���� ��� �� ��	
����!�� K�
W!�� dimK D >� �� K ����!��(�%�� !���. ����� �	 m (��'�� v�� � � � � vm � P F
 ���! ��� K� 1 3��
 !��*�� BTP F �� �� �	 m  ���. C P� � �
���!% �*�(�����
(��)���� i O BTP � BTm D +C P�-m� 1 ��	
����!�� ���� C�+BTP - �!�� ���!��
k� � ( ��	
����!�%� � � 3�� ������� �	�
��
�� kGv�H � � � � � kGvmH� 2� �
 ����	�
�
C�+BTP - D kGv�� � � � � vmH�I� ��� I F ������ ����)�����. (!�
� 
���
�
� !������
� � ��	  (������( � i� F ���� ��% �� 
� ���4 ������ E�� � ( !��*�� dimK D >
�����
� (�����

A�!�� ������ dimK D k � �� A� ��������)���= ���� ��� �����
� (���� ��%
+k� �-4�!��(� K � � K � !���(��!�(�=$��� �
� ���!���� ����3���������  �
��� !�
P �� ���� i�C�+BTm- D C�+BTP

�- D k+K �- D kGv�� � � � � vmH�I
�� ,���
 ����(�%�� +k � �-4

!�
��� !� �� �*������ <���(�����  K � !�
��� !� Xk�� ! (��'���
� vi� � � � � � vik
!���(��!�(��� ���!��������=  BTP

� � BTm (!��  ����  ����*���� ��� �
��� !�
BT k

i��			 �ik
D BT �

i� 	 � � � 	 BT �
ik
� BTm� A�� 3��
 %!��� *�� C�+BTP

� � BT k
i��			 �ik

- D
k+K � � Xk��- D kGv�� � � � � vmH�I� ��� I � I � � I ��I D +vi�vi� � � � vik-� ���
� ����� �!��
i O BTP

� � BT k
i��			 �ik

�� BTm F �!��!�(����� (��)����� �� i� F ���� ��% �� 
� ���4
 ������

1 *�!���!��� 
� (���
� *�� ( !��*�� KP D Xm�� +����� P D Rm� - 
� �
��

BTP D BTm�

�3� 6��"�������' �
#���
�������
#�� 9/�������� 
?���

1 ������ G�"H ;.��������
 � B���
 ���� ((����� !�� �������% ��!����(�������!���
 �����% � �	���!� (�!�
� ����	��. ( ��'�� �!!����(���%�� 1 ���!���� 3��. !�� 4
�������. ��!����(�������!�� 
� !�����
 G">H�

A�!�� �� D +E�� p�� B�� F - F �� ������ ��!!������ 9���� ��� ����!(%	��. ��	�.
B� � f O B � B� F �������(��� ������)����� 2���� 
� 
�)�
 ��!������  �

�4

50



����(��= ������

�

F F%%y %%y
E ���� E�

p

%%y %%yp�
B

f���� B��

+7-

��� � D +E� p� B� F - F ��������(����� ��!!������� A�� 3��� �!��(�%� �
��� 
�!��
!����=$�% �����
�

)������ �$	� .;.��������B��-	 2��������� ������
�"

� ��������
���"
���"
��		��
���
�� 
����� fEr� drg ��� �������

1. Er � H�+E- -������
�"

� ��������
���"
���" �������� � ����	������	 E
� ����
�	 �	����.E

3. E� D TorH��B��+H
�+B-� H�+E�--!

9�� �������% ��!����(�������!�� ;.���������B��� %(�%��!% !�� �������. ��4
!����(�������!��= (������  (�������� � ��

�������� dr ��(�'��� ��!������ ��
+r� �� r-� 1 !���������
 !��*���  ���� B D 
 F ��* � +����� E D F F !��. �-� 
�
�
��


*
������� �$	�	 (���" F �� E � B � 
�������� �
�����
�� 

� ��
�����
�	
������

����	 B! *���
 ���������� ������
�"

� ��������
���"
���" ��		��
�
���
�� 
����� fEr� drg ��� �������

1. Er � H�+E-E

3. E� D TorH��B�+H
�+E-� k-!

1  �*�!�(� ���(��� ���
�����% !�� �������. ��!����(�������!�� ;.���������
B��� 
� (�*�!��
  �����  ���
�����.  (�	�����*�! ��� 
��������	�% M�n ���
���!��
 
���������� �
 P n + � �)� ��(�����!�� 3��� ��	������ ��� ����*�� (
G��H �����
� 
�����
�-� C��%�� ! ������
 I� ��%  ������� k+P - D kGv�� � � � � vmH�I�
((���
 ����� J � k+P -  � J D +��� � � � � �n-� ��� �i F 3��
���� k+P -� ���������4
��� ( �����
� �0�� ��� ��
�$� ���� ����!��*�! �. 
�� ��� � 
��������	�% M�n�
�� �� �	�(�� �����
� �0��� �i D �i�v� P �i�v� P � � � P �imvm F ��������*�! � ��4
	�(�!�
�� 3��
���� !������ � ( k+P - � k+P - F !(������.  ���*��
����. 
�����
��� kG��� � � � � �nH� A������	 ������ J ( kGv�� � � � � vmH %(�%��!% ������
� ����)�����

�i D �i�v�P� � �P�imvm� ��!!
����(��
�
�  � 3��
���� kGv�� � � � � vmH� ;��� �������	

� �� )� ����
 ���	��*��� J �

57



)������ �$	�	 0�� ������ ��
������������� 	
������
��� M�n �	��� 	���� ����
������ ���	�����	 ����',

H�+M�n- 
D k+P -�J D kGv�� � � � � vmH � IPJ�

0��
�
���"����! ��!!
����
 !�� �������= ��!����(�������!�� ;.���������B���
��!!�����%

M�n �� BTP
� � p�

 �� BT n

2���� ( !��� �����
� �0�� 
� �
��
 
���
��
�	


H�+BT n- D kGt�� � � � � tnH
p���� H�+BTP - D k+P -�

ti �� �i�

���� Im p�� D kG��� � � � � �nH � k+P -� N��� E� !�� �������. ��!����(�������!��
;.���������B��� �
��� (��

E���
� D Tor���H��BTn�+H

�+BTP -� k- D Tor���k	���			 ��n
+k+P -� k-�

���!� ���(�% *�!�� %(�%��!% ����������(����
 k4
�����
 +!
� G��H� G">H-� A��(�%
+K(��'�%%L- ��������( � ����!����� �	 ���� ��(��. ��	���(���� H�+BTP -  � 
H�+BT n-4
����%� �!����	��
�. ( ����������� 
�� ���� Tor� 1����% +K(������4
�%%L- ��������( � ����!����� �	 ��������( � !�
�� H�+BT n-4
�����.� (���%$��
( ��	���(����Q 
� �����������
 �� �����(������. ���� � ( *����� ��	
����!�%�
+deg �i D �-� 2�  � k+P - F !(������. 
����� ��� kG��� � � � � �nH� ��

Tor���k	���			 ��n
+k+P -� k- D Tor���k	���			 ��n
+k+P -� k- D k+P -�k	���			 ��n
 k D k+P -�J�

2� �
 ����	�
� E���
� D k+P -�J � Ep��

� D > ��� p �D >� #�!=�� !������� *�� E� D E� �
H�+M�n- D k+P -�J �

*
������� �$	+	 H�+M�n- D Tork	���			 ��n
+k+P -� k-!

�4� ��+�#����� "
�
�
�
��/ ��
�

���
�' ZP

A�� ��
�$� !�� �������. ��!����(�������!�� ;.���������B��� 
� ����*��
 ���4
!����  �����  ���
�����. ZP ( ���
����  ����� �����. k+P - � ���!�(��
 �� ������
(	��
�!(%	� !  �
�������� �. 
���������� �(� 1 3��
 ��	���� 
� �����������
�
*�� k F �����

5/



�"��� #��
�
���� ��� �� �� ��
�$���

� ZP �

<�% ���!���%  ���
�����. ZP 
�� ( �!��(��
� ����
 �!����	�(��� !�� �������=
��!����(�������!�� ;.���������B��� ��!!�����% p O BTP � BTm !� !���
 ZP � ;��
!�� �������% ��!����(�������!�� �������%�� ���(�=$�= 
��������= ( H�+ZP -�
���	��*��
�= fF�pH�+ZP -g� p � >� ������=$�= ��
 !(�.!�(�
� *��

E�p�n�p
� D F�pHn+ZP -�F

�p��Hn+ZP -�

%���
� ���� �'	�	 F �H�+ZP - D H�+ZP - D k -��
��
�� ����.!

0��
�
���"����! �� !������ �	 G">� A�����)���� 0��H� ��% !�� �������. ��!����(�4
������!�� ;.���������B��� ����	(�������  �

�����(����  (������ +7- 
� �
��

F �H�+E- D ImfH�+B- � H�+E�- � H�+E-g� 1 ��'�
 !��*�� 3�� ���� F �H�+ZP - D
ImfH�+BTP - � H�+ZP -g� 2����� ��'� ������)���� !������ �	 ��!!
������% !�� 4
�������. ��!����(�������!�� &���49���� ��!!�����% p O BTP � BTm !� !���
 ZP

� ���� 
� ��� *�� p� O H�+BTm- � H�+BTP - %(�%��!% 3��
��
�	
�
 +!
� �����4

� �0�5-�

<�% !�� �������. ��!����(�������!�� ;.���������B��� ��!!�����% p O BTP �
BTm 
� �
��
 E� D Tork	v��			 �vm
+k+P -� k-� ��!!
����
 !(������= ��	���(���� k+P -
 � kGv�� � � � � vmH4
����%O

> �� R�h d�h�� R�h�� d�h���� � � � �� R�� d���� R� d��� k+P - �� >� +/-

<�% ��'�� ����. ������ !*������ *�� Ri 	���
���(��� ������)�������
� *�!��4

�� ���� h � >� B���
������ *�!�� h� ��%  ������� !�$�!�(��� ��	���(���� +/-�
��	�(���!% ��	����������� �
�	��
���"� k+P -� ���	��*���!% hdk	v��			 �vm
+k+P --� E	
�����
� J�������� � !�	���%� !������� *�� hdk	v��			 �vm
+k+P -- � m� C� ��  � k+P -
%(�%��!%  �����
 ��3���B� ���%� �� �	(�!��� G�6� ��� IVH� *��

hdk	v��			 �vm
+k+P -- D m� n�

��� n F ��	
����!�� �����% +
� !�
������ *�!�� ��������*�! � ��	�(�!�
�� 3��4

����(- k+P -� 1 ��'�
 !��*�� n D dimP �

C�
 ���������!% �!���% !(������% ��	���(���� +/-� ��	�(��
�% 	�
�	
�"
�� ��4
	���(����. +!
� G�6H-� ;�� ��	���(���� �������%��!% !����=$�
 ����	�
� A�!�� AF
��������(����% !(%	��%  �

�����(��% ������� � N�N � F 
����� ��� A� A���)�

I+A- D

P
q��Aq D fa � Aj deg a �D >g � J+N- D I+A- � N � #�����)���� f O N � N �

��	�(���!% 
���
�����
� �!�� Ker f � J+N-� ��	���(���� +/- ��	�(���!% 	�
�	
�"�

��� �!�� (!� di 
���
������ #��� �	 !��!���( ��!������% 
���
�����. ��	���(��4
�� 	� �=*���!% ( !����=$�
O !(������� A4
����� R�� R��� � � � � R�h !���%�!% ��4
!����(������� �� ��!����( Ri � di� 
� ����
 (  �*�!�(� ��	�!� Ri�� 
���
�����.

55



����� ���������� ����	�=$�� Ker di� <�% ��������(����. ������� A �
���!% �!��4
!�(����. !��!�� (����� 
���
������� ������ ����	�=$�� ��% A4
����% R� ;���
!��!�� 	� �=*���!% ( !����=$�
� A�!�� k� F ���
���'�% !������� (  �����. R ��4
����(�.� 1�����
 ( +R-k� ��	�! (� ������� ���!����!�(�� ! �)�
 x�� � � � � xp� A�!��
������ R� D +x�� � � � � xp- � R F ���
������ ����)�����. x�� � � � � xp� W!�� R D R��
�� ��!������� 
���
������� ������ ����	�=$�� R 	� ��*���� E��*� ��!!
����

���(�= !������ k�� (  �����. R �D R�� ����� ( 3��. !������ �
���!% ��	��)���� (
��%
�= !�

� R D R� � cR�� 2����� (�����
 ( cR� ��	�! (� ������� ���!����!�(�
xp���� � � � � xp� � ����)�
 R� D +x�� � � � � xp�-� W!�� R D R�� �� 
���
�����. ��	�! ��4
!������ ���*� ����
 ��(���%�� ���!����. (�'� �����!! �� ��� ���� �� � �� ����*�


���
�����. ����� ����	�=$�� ��% R� B���
�����. ����� ����	�=$�� A4
����%
R �������� !����=$�
 !(�.!�(�
O �� ��% ������ 3��
���� xk �� !�$�!�(��� ��	��)�4
��% (��� xk D

P
aixi� ��� ai � A� deg ai �D >� B���
�����% ��	���(���� ����!�(����

! ��*��!��= �� �	�
��
�	
��
A�!�� ������ +/- F 
���
�����% ��	���(���� k+P -  � kGv�� � � � � vmH4
����%� 1

!��� 
���
�����!�� 
� �
��
 ( +/-O h D m�n� �R� %(�%��!% kGv�� � � � � vmH4!(������


�����
 ! ����. ����	�=$�. � !������ >� 9�!��
� ����	�=$�� R�� !�!���� �	
3��
����( vi�			ik !������ �k �� ��� *�� fvi� � � � � � vikg �� ����)��=� !�
��� ! ( K� ��
�!�� 
� 	�����
 �=��= (��'��� �	 ������ vi� � � � � � vik � �� �!��('�.!% ����� (��'��
�)� ����� ����)���� !�
��� ! ( K�

9��� ���� kGv�� � � � � vmH4
����% ( k 	�����!% ��� ��
�$� ������)���%� ����(�4
�%$��� (!� vi ( >� W!�� ��	���(���� +/- 
���
������ �� (!� ��

��������� di (
 �
��� !�

> �� R��m�n� �k	v��			 �vm
 k
d��m�n��� � � � �� R�� �k	v��			 �vm
 k

d���� R� �k	v��			 �vm
 k �� >
+5-

���(������� B����� Ri �k	v��			 �vm
 k %(�%��!%  ���*��
����
 (� �����
 ���!����4
!�(�
 ��� k� ��	
����!��  ������� ��(�� ��	
����!�� Ri  � !(�������� 
����%
��� kGv�� � � � � vmHO

dimkR
i �k	v��			 �vm
 k D dimk	v��			 �vm
R

i�

9����(�������� ( !��� ���(������!�� (!�� ��

���������(  �
��� !� +5- ��% 
���4

�����. ��	���(���� +/- (�������� !����=$�� !�����'����O

dimk Tork	v��			 �vm
+k+P -� k- D
m�nX
i��

dimk	v��			 �vm
R
�i� +�-

2����� (!� ����(� ��% ���!���% ������(��. !��� ����  ���
�����. 
��������4
	�% ZP �

5�



)������ �'	�	 �	��� 	���� ��������� ���	�����	 ��
������


�� k�	������,

H�+ZP - 
D Tork	v��			 �vm
+k+P -� k-

-��
�
� �
��" �����
�
���� �� ����
������


��� k�	����� � ��
������


�� k�
	����" ������	 ���
�� �����
�.! @���� ������
� � H�+Z- �	����� ���"��
'��
fF�pH�+Z-g ��� �������

F�pH�+Z-�F�p��H�+Z- D Tor�pk	v��			 �vm
+k+P -� k-�

0��
�
���"����! 1��*��� 
� �� �)�
� *��

dimkH
�+Z- � dimk Tork	v��			 �vm
+k+P -� k-� +6-

<�% 3���� ��!!
����
 !�� �������= ��!����(�������!�� &����9���� ��!!�����%
p O BTP � BTm !� !���
 ZP � A��(�. !������ *���� E� 3��. !�� �������. ��!��4
��(�������!�� !���(��!�(���  ���
�����%
 !��% ZO H�+Z- D E���

� � B� ��!��(�

( !���(��!�(��  �)��. ����	�=$�. kGv�� � � � � vmH4!(�������� 
����% Ri �� �����=
����	�=$�= H�+Z-� ���*�
 ��	��*��
 ����	�=$�
 
�����. Ri ����� !���(��!�(�4
(��� ��	��*��� ����	�=$�� H�+Z-�

1 !��� �����
� �0�5 � !(�.!�( !�� �������. ��!����(�������!�� &����9����
������(�� 3��
���� 
���� ��%(���!% ( *���� E� ���� � ( ��)��. !��� �� � 3��
��)�%% !��� � ����!��(�%�� !���.  ����� k+P - D H�+BTP -O

E��p
� D >� p � >Q E���

� D k+P -�

2� �
 ����	�
� (!� 3��
���� �	 %��� ������)���% d� O R� D kGv�� � � � � vmH D
E���

� � E���
� D k+P - �	 
���
�����. ��	���(���� +/- ���)�� ���(���!% ��

�4

��������
� !�� �������. ��!����(�������!��� ;�� %��� � ��! ���	��*���!� I +���4
�� ( kGv�� � � � � vmH-� A�!�� +x�� � � � � xp- F 
���
�����. ��	�! ������ I� ��!�������.
��� ��
�$� ���!����. (�'� ���������� C�)� 
� �� �)�
� *�� 3��
���� xi 
�4
��� ���(���!% ���� � ����!���!!��. +���� ��

���������
�� ��=$�
� �	 ���(���
!������-� A�!�� 3�� �� �� � ���� ��!�� x F 3��
��� 
���
������� ��	�!� I�  �����.
���(���!% �� ����!���!!�(��
 ��

���������
O x D dky ��% �� ������� k� ��� y
��)�� �� ( ���(�
 !������� 2���� y %(�%��!% �� ��
 (!�� ��

���������( (�����
�� dk��� A�!�� y ����!����� �	 �� ������� 3��
����

P
i liai ( *���� E�� li � E���

� �
ai � E���

� D kGv�� � � � � vmH� A�������)�
 !��*���� *�� (!� 3��
���� li ����!���!!�(���
���� %(�%=�!% �� ��
� (!�� ��

���������( di ��% i � k � dk+li- D mi� mi � E���

k �
2�  � (!� mi ���(�=�!% ��

���������
�� �� �������	� ( E� ��)�� ( I� #�!=4
�� ����*��
 x D dky D

P
imiai� mi � I� *�� �����(���*�� 
���
�����!�� ��	�!�

+x�� � � � � xp-� 2� �
 ����	�
� !���� li �
�=�!% �� ����!���!!�(��� 3��
����� ���� !�4
$�!�(��� p � k � i �� ��� *�� dp+li- D mi �D >� 2���� 3��� mi ��)�(��� �� Ep �

56




�� (����( !���� (!�� �� �� p 
���
������� ��4
��*��
 dp+y- D miai P � � � �D > F �����(���*���
;�� �	��*���� *�� (!� 3��
���� �	 
���
�����4
�� ������ ����	�=$�� I ���(�=�!% ����!���!4
!��.� ���� �
 !���(��!�(�=� �� ������ +��	��*4

���- 3��
���� l
���
i � H�+Z-�

H
H
Hj

Z
Z
Z
Z
Z
Z�

dp

dk

li

mi

ai

y

x

2�  � E� D H�+Z- � kGv�� � � � � vmH� �� ( *��� E� ( ����(���!% (  �*�!�(� ���4


����% !(������. kGv�� � � � � vmH4
������ ����)�����. 3��
����
� l
���
i � A�3��
� 
�

�
��
 R�� � E� � ������)���� d�� O R�� � R� D kGv�� � � � � vmH 	�����!% ��
4

���������
� !�� �������. ��!����(�������!��� M��� 3���� ������)���%� Ker d��

�� 
�)�� ���(���!% �)� ��!�������
� ��

���������
�� E!����	�% �������$��
��!!�)������ 
� ����*��
� *�� ����	�=$�� 
���
������� ��	�!� Ker d�� � R��


���� ���(���!% ���� � 3��
����
� �	 ���(��� !������� ! �)�
 l
���
� � � � � � l

���
q � 2�4

 �
 ����	�
� !(������. kGv�� � � � � vmH4
������ ����)�����. 3��
����
� l
���
i � �� )�

( ����(���!% ( *��� E�  � ���
������ ���� R�� � E�� � ���� 1  ���� 
� ����*�
Pm�n
i�� dimk	v��			 �vm
R

�i ����	�=$�� ( ���(�
 !������ *���� E�� #�!=�� ( !��� +�- 
�
����*��
 ������
�� ����(��!�(� +6-�

2����� ��!!
����
 !�� �������= ��!����(�������!�� ;.���������B��� ��!!��4
���% p O BTP � BTm !� !���
 ZP � <�% ��� 
� �
��
O E� D Tork	v��			 �vm
+k+P -� k-�
Er � H�+Z-� 1 !��� ����(��!�(� +6-� 
� ����*��
 E� D E�� *�� � �� �	�(��� ��'�
�����
��

�"��� % ���
&�
���
���� ��� �� �� ��
�$���

� ZP �

���!� 
� ���
 ���!����  ����� H�+ZP -�
1 �������$�
 ��� �� ��% (�*�!����% Tork	v��			 �vm
+k+P -� k- 
� �!����	�(��� 
�4

��
�����= ��	���(����  ����� �����. k+P -� ��!!
����(��
���  � 
����� ���  ���4
��
 
����*����( kGv�� � � � � vmH� C�)� 
� �!����	��
 �����. ������O ��!!
����(�4
�
 �� ��	�(��
�= �����"��
�� $�9��� ��% kGv�� � � � � vmH4
����% k� 1 ��	�������
����������(����. k4
����� Tork	v��			 �vm
+k+P -� k- ����������� !��� ���� ��������4
��(����. k4�������� ��%  �����. !���(��!�(�=$�% ��������(����% k4������� �	�4

��
��H�+ZP -� ;�� �� )� ���� ���!���� �������H�+ZP -  � �������  ���
�����.
�� �����. ��

�����������. +��-��������(����. ��������

A�!�� R D kGy�� � � � � ynH� deg yi D �� F ��������(����% ������� 
����*����( ���
k� � @Gu�� � � � � unH F (��'�%% ������� ��� k ! ����	�=$�
� u�� � � � � un� ��!!
����

����������(����= ��

�����������= �������

E D R� @Gu�� � � � � unH�

�>



(  �����. ��������( � � ��

�������� ���������� !����=$�
 ����	�
O

bideg+yi � �- D +>� �-� d+yi � �- D >Q
bideg+�� ui- D +��� �-� d+�� ui- D yi � ��

<�

�������� ��(�'��� ��!������ �� +�� >-� ��3��
�  �
������� E�i�� 	���=� ��4
 �����.  �
��� !�  �����. 
� �� )� ���	��*�
 E � ;���  �
��� ! ����!��(�%��
!���. R4!(������= ��	���(���� 
����% k +��!!
����(��
���  � R4
�����-� ��	�4
(��
�= �����"��
��� $�9��� +!
� G��H-�

%���
� ���� �'	�	 (���" R D kGy�� � � � � ynH � A � ��������"
�� R�	����" ����


Tor�+A� k- D HGA� @Gu�� � � � � unH� dH�

��� d ������������ �
� d+a� ui- D +yi � a-� � ��� ������ a � A!

0��
�
���"����! ��!!
����
 R4!(������= ��	���(���� E D R � @Gu�� � � � � unH ��%

����% k +��	���(���� ��'��%-� 2����

Tor�+A� k- D HGA�� R� @Gu�� � � � � unH� dH D HGA� @Gu�� � � � � unH� dH�

2����� ��!!
����
 ���(��� Tm4��!!������ ZP 	 ETm � BTP � ��������(�����
�	 ���(��!������� ��!!�����% ��� ��
�$� ������)���% p O BTP � BTm� E
���

�!�� !����=$�% ��

��

(���� �'	+	 <��
 E
�s�
� ������
�"
�� ��������
���"
���� 6���%2���
 fE�s�

r � drg
�
�����
�� ZP 	 ETm � BTP �	��� ��������� ���,

E
�s�
�

D Tork	v��			 �vm
+k+P -� k-�

0��
�
���"����! ��!!
����
 *��� E
�s�
� !�� �������. ��!����(�������!�� &����

9���� ������� ��!!�����%� B� �
��
 H�+Tm- D @Gu�� � � � � umH� H
�+BTP - D k+P - D

kGv�� � � � � vmH�I� 9����(��������

E
�s�
� D k+P -� @Gu�� � � � � umH�

&�� � (������ *�� ��

�������� d
�s�
� ��.!�(��� !����=$�


����	�
O
d
�s�
� +�� ui- D vi � �� d

�s�
� +vi � �- D >�

2�  � E
�s�
� D HGE

�s�
� � d

�s�
� H� �� �� �	�(��
�� ��(��)����� ����4

*���!%� �!�� ����)��� R D kGv�� � � � � vmH� A D k+P - ( ������)�4
��� �/�"�

�

ui

vi

PPPPq
d�

��



2����� 
� 
�)�
 �� �	��� �!��(��. ��	������ �  ���
�����%� ZP �

)������ �'	$	 �	��� 	���� ���	�����	 ��
������


�� 
�����,

H�+ZP - D HGk+P -� @Gu�� � � � � umH� dH�

bideg vi D +>� �-� bideg ui D +��� �-�
d+�� ui- D vi � �� d+vi � �- D >�

*
��	 ���
��	 ������
�"

� ��������
���"
���" 6���%2���
 Tm��
�����
�� ZP	
ETm � BTP ����#�
���� � ���
� E�!

0��
�
���"����! ��!!
����
 ��!!������ p O BTP � BTm !� !���
 ZP � 1 !���
�����
� �0�6 
� �
��
 ��% ������  �����.O C�+BTm- D kGv�� � � � � vmH � C�+BTP - D
k+P -� ���*�
 ��.!�(�� C�+BTm- �� C�+BTP - 	�����!% 3��
��
�	
�
 �� 
� ���4
 ������ 1 G">� A�����)���� "�0H ���� �� �	���� *�� �
��� 
�!�� �	�
��
�	
 ������

�� O TorC��BTm�+C
�+BTP -� k-� H�+ZP -�

C� �	 ! �	������ (�'� � ������)���% �/�" (��� ���� *��

TorC��BTm�+C
�+BTP -� k- 
D HGk+P -� @Gu�� � � � � umH� dH�

2����
� �/�7 ��	(��%�� ((�!�� (  ���
������ 
��������	�% ZP !��� ���� �����4
�����(����. �������� &�� � (������ *�� �(�.!�(����!�� A��� ��� (  ���
�����%�
ZP !�����%�� 3�� ����������(����= !��� ����� E
���� �
��� 
�!�� !����=$��
 �
���������� ���!���� �(�.!�(����!�� A��� ����

(���� �'	'	 + ���	�

� ����
������


�� 
������ Gk+P -�@Gu�� � � � � umH� dH �� ���
���	� 17!8 	� �	��	 ��������� �����#��
��

1. &�
�
	�
�
�"
�� ����	����������� ��
�� 	
������
��� ZP ������
�������
����	 ��'����	 ���
 vi� � � � vin � uj� � � � ujm�n j� � � � � � jm�n ��� +i�� � � � � in-
� 

��� �
������ �������

�� ���������� � 
�������� ���9�
� v � P n �
fi�� � � � � in� j�� � � � � jm�ng D f�� � � � � mg!

3. 0�
 ��'���
 vi� � � � vip � uj� � � � ujr � vk� � � � vks � ul� � � � ult ������
����� �����
����

�� �� (�

�
�� ��
��� ����	������ � H�+ZP - ����
 � ���"�� ���
��
 ����
 p P s D n r P t D m � n +i�� � � � � ip� k�� � � � � ks- ������
����� ���
��� 

��� �
������ �������

�� ���������� � 
�������� ���9�
� v � P n �
fi�� � � � � ip� j�� � � � � jr� k�� � � � � ks� l�� � � � � ltg D f�� � � � � mg!

��



0��
�
���"����! Y�(��)����� �� � (��� ��� �	 ���� 
� ��� *�� ���!����. ��

 ��!!  ���
�����. %(�%��!% ����	�=$�. ������ Tor

��m�n���m
k	v��			 �vm
 +k+P -� k-�  �����% �	�4


��
�� Hm�n+Zm�n
P - +!
� �����
� �/�7-� Y�(��)����� �� � !������ �	 ����� *�� �(�

 ��!!�  ���
�����. �(�.!�(���� �� A��� ��� ����� � ���� � ������  ���� �� ���4
�	(������ �!�� 
����
��������.  ��!!  ���
�����.�

1(���
 !����=$�� ���	��*���%� A���)�
 T i D Tor�ik	v��			 �vm
+k+P -� k-� T i��j D

Tor�i��jk	v��			 �vm
+k+P -� k- � ((���
 ����
������


�� ����
 @���� 
��������	�% ZP  � 

b�i��j+ZP - D dimk Tor
�i��j
k	v��			 �vm
+k+P -� k-� +�>-

2���� �	 �����
� �/�� (��� ���� *�� bk+ZP - D
P

�j�i�k b
�i��j+ZP -� 1����% *�!�� ��
4


� �/�/ ��(��)����� *�� b�i��j+ZP - D b��m�n�i����m�j�+ZP - ��% �=��� i� j� ;�� 
�)��
	���!��� ( (��� !����=$��� !�����'���% �� �%�� A��� ��� F +T i� t- D

Pm
r�� b

�i��rt�r


�����. T iO

F +T i� t- D t�mF
�T m�n�i� �

t

�
� +��-

;�� !�����'���� ����'� �	(�!��� (  �

�����(��. ������� ��% �� ��	�(��
��
 ���� J����'��.�� +!
� G"�H-� ������ �����. !�
�����������  �
��� !�( Kn��� 	�4
��=$�� ��������%��� !
��� Sn��� %(�%=�!%  �����
� J����'��.��� 1 *�!���!���
 �����
� J����'��.�� %(�%=�!% (!�  ����� k+P n- ��% ���!��� 
���������� �( P n�

A��!���  �
���������� ��!!�)����� +!
� G"�� ��� IIH- �� �	�(���� *�� ��% �=����
+n� �-4
������ !�
������������  �
��� !� K �%� A��� ��� F +k+K-� t- �
��� (��

F +k+K-� t- D � P
n��X
i��

fit
��i���

+�� t�-i��
�

��� +f�� � � � � fn��- F f 4(� ��� K� 2� )� !�
�� 
�)�� 	���!��� ( ���
���� h4(� ����
+h�� � � � � hn-O

F +k+K-� t- D
h� P h�t

� P � � �P hnt
�n

+�� t�-n
� +��-

9 �����. !������� �%� A��� ��� kGv�� � � � � vmH4
����% k+P - +��� k+K-- 
�)��
(�*�!�%�� ��� ��
�$� ����	(�����. !(������. ��	���(���� k+P -� � �
���� �
���

�!�� !����=$�% ��$�% �����
� +!
�� �����
��� G"�H-�

)������ �'	,	 (���" M � ��
��
� ����#��

�� ��
������


�� kGv�� � � � � vmH�
	����" deg vi D � � �
�


 ��
��

� ������

� �����"��
�
 M ,

> �� R�h d�h�� R�h�� d�h���� � � � �� R�� d���� R� d���M �� >�

�"



(�������#�	 ��� ���
������ ������
�� kGv�� � � � � vmH�	������ R�i �	��� �
�	���

���� d�i� � � � � dqii ��� qi D dimk	v��			 �vm
R

�i! *���
 ��� (�

�
�� 	����� M ��������
���� �� ���	���,

F +M� t- D

P�h
i��+��-i+td�i P � � �P tdqii-

+�� t�-m
�

A��
���
 3�� �����
�  
���
�����. ��	���(���� +/-  ����� k+P - D kGv�� � � � � vmH�I�
2����� ((��� ���(������!�� ��

���������(  �
��� !� +5-� 
� ����*��
 !����=4
$�= 
��
���

F +k+P -� t- D +�� t�-�m
m�nX
i��

+��-iF +T i� t-� +�"-

#�!=�� � �	 !�����'���% +��- ����*��
O

F +k+P -� t- D +�� t�-�m
m�nX
i��

+��-it�mF +T m�n�i� �
t
- D

D +�� +�
t
-�-�m � +��-m

m�nX
j��

+��-m�n�jF +T j� �
t
- D +��-nF +k+P -� �

t
-�

A��!��(�%% (
�!�� F +k+P -� t- � F +k+P -� �
t
- (���)���% �	 ���(�. *�!�� 
��
��� +��-�


� ����*��


hi D hn�i� +�0-

;�� �� ��	�(��
�� !�����'���% <����9�

��(���%� ����'� �	(�!���� ( ������
���!��� 
���������� �(�

�0



%���������

G�H C! ?�"� �! ;�
���! E��� ! 3������*�! �� ���������(� III� YBC� �6/6� �� �0�
w�� !� ��5�����

G�H ?! @��
���� 1(������ ( �����= (��� ��� 
���������� �(� B�! (�� B��� �6���

G"H +!C! @��9�
���! ���� ��� N)��%�<����� ( ������  ������	
�(� I� B���
�
!����� � �65>� �� �"� w0� !� 757�767�

G0H +!C! @��9�
��� 2!(! 4������! :��
������ ������� !�������� !�!��
� �
��������� ���
!�� B���
� !����� � �65�� � �0� w�� !� �������

G7H +!�! 0

����� J��
����% ����*�! �� 
��������	�.� YBC� �65�� �� ""� w�� !� �7�
�"0�

G/H 2!C! F����
�;
��! U 4��.!�(�% � ��)��!�� � �����(�)��� ��* �� E	(� �C 994
9�� 9��� 
���
�� �65�� �� "7� w7� !� ���>���"/�

G5H F!F! $
��
���! E�(�������  ��!!�*�! �� ���	�(�� 
��������	�. ( ������  �4
�����	
�(� E	(� �C 999�� 9��� 
���
�� �6/6� �� ""� w0� !� 5"7�505�

G�H (! $�

�� /! &����! J��� �� �������*�! �� ������)���%� B�! (�� B��� �6/6�

G6H �!C! $�������! :��
������ ������ � 
��
��� ���������������� E	(� �C
999�� 9��� 
���
�� �650� �� "�� w/� !� ���6��">0�

G�>H �!C! $�������! #���$����� 3������*�! �� ���� � 
�� ��� ,�. ��������	����
B���
� 	�
�� �� �66>� �� 05� w�� !� "0�07�

G��H 2! C
����
 J�
�����%� B�! (�� B��� �6//�

G��H ?!2! C���
��! B��������	�% ! ��.!�(��
 ������ Zp � �����(�)��� ��* ��
B���
� 	�
�� �� �6/�� �� 0� w0� !� "���"�/�

G�"H ?!2! C���
��! ,����	
� ! ��.!�(��
 ������ Zp � �����(�)��� ��* �� B���
�
!����� � �6/6� �� �>� w"� !� ">5�"�"�

�7



G�0H D!�! C���
! <�.!�(�% ������ S� �� 
��������	�%�� <�!!������% �� !��! ����
�*���. !������  �
�4
���� B�! (�� �656�

G�7H 2!(! 4������! B����� ��������*�! �. ��������� ! ��* � 	����% ������  ����4
��	
�(� E	(� �C 999�� 9��� 
���
�� �6/5� �� "�� w0� !� �77�67��

G�/H 2!(! 4������! #�������� ���
!� � �����(�)��� ��* �� E	(� �C 999�� 9���

���
�� �6/�� �� "�� w/� !� ��07���/"�

G�5H �! 2��
�! ��
�� � �� ������  ������	
�(� B�! (�� B��� �65"�

G��H &! )��'�����! 2�������*�! �� 
����� ( ��������*�! �. ���
������ B�! (��
B��� �65"�

G�6H J!F! Adams On the non4existence of elements of Hopf invariant one� Annals of Math��
�6/>� v� 5�� w�� p� �>��>0�

G�>H M!F! Atiyah R! Bott! A Lefschetz �xed point formula for elliptic complexesO I� Ann�
of Math�� �6/5� v� �/� w�� p� "50�0>5�

G��H R! Bott C! Taubes! On the rigidity theorems of Witten� J� of Amer� Math� Soc��
�6�6� v� �� p� �"5���/�

G��H M! Davis T! Januszkiewicz Convex polytopes� Coxeter orbifolds and torus actions�
Duke Math� Journal� �66�� v� /�� w�� p� 0�5�07��

G�"H S! Eilenberg J!C! Moore Homology and �brations� I� Comment� Math� Helv�� �6//�
v� 0>� p� �66��"/�

G�0H W! Fulton� Introduction to Toric Varieties� Princeton Univ� Press� �66"�

G�7H F! Hirzebruch T! Berger R! Jung! Manifolds and Modular Forms� Second Edition�
Bonn�� A Publication of the Max4Planc4Institut f�ur Mathematik� �660�

G�/H Elliptic Curves and Modular Forms in Algebraic Topology� Ed� P�S� Landweber ��
Lecture Notes in MathematicsQ �"�/� Berlin�Heidelberg� Springer� �6��

G�5H S! Ochanine! Sur les genres multiplicatifs d�e�nis par des int�egrales elliptiques� Topol4
ogy� �6�5� v� �/� p� �0"��7��

G��H D! Quillen! On the formal group laws of unoriented and complex cobordism theory�
Bull� Amer� Math� Soc�� �6/6� v� 57� w/� p� ��6"���6��

G�6H J!�P! Serre Alg�ebre locale4multipliciti�es� Lecture Notes in MathematicsQ ��� Berlin�
Springer4Verlag� �6/7�

�/



G">H L! Smith Homological Algebra and the Eilenberg�Moore Spectral Sequence� Trans4
actions of Amer� Math� Soc�� �6/5� v���6� p� 7��6"�

G"�H R! Stanley Combinatorics and Commutative Algebra� Progress in MathematicsQ 0��
Boston� Birkhauser� �6�"�

G"�H *!B! (

��! ;������*�! �. ��� ��% 
��������	�. ! ��.!�(��
 ������ Z�p�
YBC� �665� �� 7"� w�� !� ��������

G""H *!B! (

��! ���!!�
� ���% ! ��*��!��= ��  ������	
� 
��������	�.� ��!�$��
���!��� ��.!�(�� ������ Z�p� B���
� 	�
�� �� �66�� �� /"� w�� !� �/>��/��

G"0H *!B! (

��! 1�*�!����� ����( ���������� 
��������	�.� ��!�$�� ��.!�(��
������ Z�p� *���	 ��(������� ��.!�(�%� E	(� ��C� 9��� 
���
�� �66�� �� /��
w"� !� �5���>�

G"7H +!C! @��9�
��� *!B! (

��! ��������*�! �% ��������% 
��������	�.� ����4
���%�
�� ���!��
� 
���������� �
�� YBC� �66�� �� 7"� w"� !� �67��6/�

�5


