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Полусвободные действия окружности,
башни Ботта и квазиторические многообразия

Башней Ботта называется тотальное пространство башни расслое-
ний над CP 1 со слоями CP 1. Каждая башня Ботта высоты n являет-
ся гладким проективным торическим многообразием, для которого образ
отображения моментов является многогранником, комбинаторно эквива-
лентным n-мерному кубу. Действие окружности называется полусвобод-
ным, если оно свободно на дополнении к множеству неподвижных точек.
В работе показано, что квазиторическое многообразие над комбинаторным
n-мерным кубом, допускающее одномерную замкнутую подгруппу с полу-
свободным действием и изолированными неподвижными точками, являет-
ся башней Ботта. Кроме того, показано, что каждая башня Ботта, полу-
чаемая таким образом, топологически тривиальна, т.е. гомеоморфна про-
изведению двумерных сфер. Это обобщает недавний результат Ильинско-
го, показавшего, что гладкое компактное торическое многообразие с полу-
свободным действием одномерной торической подгруппы и изолированны-
ми неподвижными точками гомеоморфно произведению двумерных сфер
и является продвижением в исследовании проблемы Хаттори о полусво-
бодных действиях окружности. Наконец, показано, что если кольцо кого-
мологий квазиторического многообразия изоморфно кольцу когомологий
произведения двумерных сфер, то само многообразие гомеоморфно тако-
му произведению. В случае башен Ботта этот гомеоморфизм является
диффеоморфизмом.
Библиография: 18 названий.

§ 1. Введение

Изучая симметрические пространства, в работе [1] Ботт и Самельсон ввели
семейство комплексных многообразий, получаемых как тотальные пространст-
ва итерированных расслоений над CP 1 со слоем CP 1. Гроссберг и Каршон
показали в [2], что эти многообразия несут действие алгебраического тора и тем
самым представляют собой важную серию гладких проективных торических
многообразий, названных ими башнями Ботта. Башни Ботта изучались далее
в работе Чивана и Рэя [3], где были перечислены инвариантные стабильно комп-
лексные структуры и явно вычислены их кольца комплексной и вещественной
K-теории и кобордизмов.

Работа второго автора выполнена при финансовой поддержке Японского общества со-
действия науке (JSPS, грант P05296), Российского фонда фундаментальных исследований
(гранты №№ 08-01-00096, 08-01-90414-Укр) и стипендией П. Делиня (премия Бальзана 2004 г.
по математике).
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Действие группы называется полусвободным, если оно свободно на допол-
нении к множеству неподвижных точек. Интересный класс гамильтоновых
полусвободных действий окружности был изучен Хаттори. Он доказал в [4],
что компактное симплектическое многообразие M с полусвободным гамильто-
новым S1-действием с изолированными неподвижными точками имеет то же
кольцо когомологий и те же классы Чженя, что и S2 × · · · × S2. Таким обра-
зом, Хаттори наложил существенные топологические ограничения на структу-
ру многообразия. Результаты Хаттори затем были развиты в работе [5] Толман
и Вайцмана. Они показали, что полусвободное симплектическое S1-действие
с непустым множеством изолированных неподвижных точек автоматически яв-
ляется гамильтоновым, в то время как эквивариантные кольцо когомологий и
классы Чженя такого многообразия M также совпадают с соответствующими
инвариантами многообразия S2 × · · · × S2. В размерностях вплоть до шестой
известно, что симплектическое многообразие с S1-действием, удовлетворяю-
щим описанным выше свойствам, гомеоморфно произведению двумерных сфер,
но в высших размерностях вопрос о подобной топологической классификации
остается открытым.

В работе [6] Ильинским была рассмотрена алгебраическая версия описан-
ной выше проблемы о полусвободных симплектических действиях окружнос-
ти. А именно, была высказана гипотеза, что гладкое компактное комплексное
алгебраическое многообразие X с полусвободным действием алгебраического
1-тора C∗, имеющим положительное число изолированных неподвижных то-
чек, гомеоморфно произведению CP 1×· · ·×CP 1. Связь между алгебраической
и симплектической версиями гипотезы осуществляется через общий подкласс
проективных многообразий; гладкое проективное многообразие является сим-
плектическим. Ильинским была доказана торическая версия его алгебраиче-
ской гипотезы, т.е. предполагалось, что X является (неособым компактным)
торическим многообразием, а полусвободно действующий 1-тор является под-
группой в большом торе (размерности dimC X), действующем с плотной ор-
битой. Первым шагом в рассуждениях Ильинского было доказательство того
факта, что если X допускает одномерную подгруппу с полусвободным действи-
ем и изолированными неподвижными точками, то соответствующий веер ком-
бинаторно эквивалентен вееру над гранями обобщенного октаэдра (крест-мно-
гогранника). Согласно результату Добринской [7] в этом случае X является
башней Ботта, и именно этот факт послужил отправной точкой в нашем иссле-
довании полусвободных действий окружности на башнях Ботта и связанных
с ними классов многообразий с действием тора, таких как квазиторические
многообразия. Этот класс многообразий был введен Дэвисом и Янушкиевичем
в [8]. Квазиторическое многообразие представляет собой компактное многооб-
разие M размерности 2n с локально стандартным действием n-мерного тора
Tn = S1×· · ·×S1, пространство орбит которого является простым многогранни-
ком P . В последнее время квазиторические многообразия привлекают большой
интерес в связи с исследованиями по “торической топологии”. Мы рассматри-
ваем их определение и конструкцию в § 3, а более подробное изложение можно
найти в [9; гл. 6].
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Проективное гладкое торическое многообразие, образом отображения мо-
ментов которого является многогранник P , является квазиторическим много-
образием над P . В то же время любая башня Ботта является торическим мно-
гообразием, образ отображения моментов которого комбинаторно эквивалентен
кубу (иначе говоря, торическим многообразием над кубом). Таким образом,
получаем следующую иерархию классов многообразий M с действием тора Tn:

башни Ботта ⊂ торические многообразия над кубами
⊂ квазиторические многообразия над кубами. (1.1)

В силу упомянутого выше результата Добринской [7] первое из включений (1.1)
выше на самом деле является равенством (это будет пояснено в следствии 3.5
ниже). В §§ 4 и 5 получены два результата, связывающие полусвободные дейст-
вия тора на башнях Ботта, их топологическую структуру и кольца когомоло-
гий. В теореме 4.4 показано, что если башня Ботта допускает полусвободное
S1-действие с изолированными неподвижными точками, то она S1-эквивариант-
но гомеоморфна произведению двумерных сфер. Затем в теореме 5.1 показано,
что башня Ботта, кольцо когомологий которой изоморфно кольцу когомологий
произведения сфер, гомеоморфна произведению сфер. Оба результата затем
обобщены на гораздо более широкий класс квазиторических многообразий над
кубами (теоремы 4.8 и 5.7 соответственно), что позволило также вывести ре-
зультат Ильинского о полусвободных действиях на торических многообразиях
(следствие 4.9).

Так как изоморфизм колец когомологий влечет гомеоморфизм в случае про-
изведения сфер, возникает естественный вопрос о том, определяет ли кольцо
когомологий топологический тип башни Ботта и в общем случае. Некоторый
прогресс в этом направлении достигнут в работе [10] в случае квазиторических
многообразий над произведением симплексов. Эти результаты могут рассмат-
риваться как промежуточная стадия между квазиторическими многообразия-
ми над кубами и общим случаем.

Также было бы интересно получить гладкие аналоги наших классификаци-
онных результатов. В случае башен Ботта устанавливаемые нами гомеомор-
физмы на самом деле являются диффеоморфизмами (см. теоремы 4.4 и 5.1),
однако некоторые из наших ключевых рассуждений с квазиторическими мно-
гообразиями не могут быть применены в случае гладкой категории. Хотя все
квазиторические многообразия допускают гладкую структуру [8; с. 421], проб-
лема заключается в том, что исходный классификационный результат Дэвиса–
Янушкиевича [8; предложение 1.8] устанавливает лишь эквивариантный гомео-
морфизм между квазиторическим многообразием и его канонической моделью,
определяемой многогранником и характеристической функцией. Поэтому мы
не знаем, существуют ли экзотические эквивариантные гладкие структуры да-
же на 4-мерных квазиторических многообразиях. (Каноническая эквивари-
антная гладкая структура, совпадающая со стандартной в случае торического
многообразия, описана в [11; § 4].)

4 Математический сборник, т. 199, вып. 8
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§ 2. Башни Ботта

Напомним кратко основные определения, следуя [2] и [3] (в этих работах
можно найти более детальное изложение истории и приложений башен Ботта).

Определение. Башней Ботта высоты n называется такая последователь-
ность многообразий (B2k : k � n), что B2 = CP 1 и B2k = P (C ⊕ ξk−1) при
1 < k � n, где P ( · ) обозначает комплексную проективизацию расслоения,
ξk−1 есть некоторое комплексное одномерное расслоение над B2(k−1), а C –
тривиальное комплексное одномерное расслоение. В частности, мы имеем рас-
слоение B2k → B2(k−1) со слоем CP 1.

Мы также будем использовать термин “башня Ботта” применительно к по-
следнему многообразию B2n в последовательности. Тогда из определения вы-
текает, что B2n представляет собой комплексное многообразие, получаемое как
тотальное пространство итерированного расслоения со слоем CP 1. Башни Бот-
та высоты два известны как поверхности Хирцебруха.

Следующее описание колец когомологий башни Ботта вытекает из стандарт-
ных результатов о когомологиях проективизаций расслоений (все группы ко-
гомологий рассматриваются с коэффициентами в Z, если не оговорено против-
ное).

Лемма 2.1. H∗(B2k) является свободным модулем над H∗(B2(k−1)) с дву-
мя образующими 1 и uk , имеющими размерность нуль и два соответственно.
Кольцевая структура задается единственным соотношением

u2
k = c1(ξk−1)uk,

а ограничение uk на слой CP 1 ⊂ B2k является первым классом Чженя кано-
нического одномерного линейного расслоения над CP 1 .

Пусть u1 – каноническая образующая группы H2(CP 1) (первый класс Чже-
ня канонического одномерного расслоения). Тогда башня Ботта однозначно
определяется набором целых чисел aij (1 � i < j � n), где

u2
k =

k−1∑
i=1

aikuiuk, 1 � k � n. (2.1)

Кольцо когомологий многообразия B2n получается факторизацией кольца мно-
гочленов Z[u1, . . . , un] по соотношениям (2.1).

Числа aij удобно рассматривать как элементы следующей верхнетреуголь-
ной целочисленной матрицы размера n× n:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
−1 a12 · · · a1n

0 −1 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · −1

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (2.2)
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Пример 2.2. Пусть n = 2. Тогда башня Ботта B4 задается одним одномер-
ным расслоением ξ1 над CP 1. Мы имеем ξ1 = γm для некоторого m ∈ Z, где
γ – каноническое одномерное расслоение над B2 = CP 1. Следовательно, коль-
цо когомологий задается двумя соотношениями u2

1 = 0 и u2
2 = mu1u2. Хорошо

известно, что P (C ⊕ γm) ∼= P (C ⊕ γm′
) тогда и только тогда, когда m ≡ m′

(mod 2), где ∼= означает “диффеоморфизм”.
Это можно доказать следующим образом. Заметим, что P (E) ∼= P (E ⊗ η)

для любого комплексного одномерного расслоения η. Пусть m ≡ m′ (mod 2).
Тогда m′ −m = 2� для некоторого � ∈ Z и мы имеем диффеоморфизмы

P (C⊕ γm) ∼= P ((C⊕ γm)⊗ γ�) = P (γ� ⊕ γm+�).

Здесь γ� ⊕ γm+� и C ⊕ γm′
являются расслоениями над CP 1 с одинаковы-

ми первыми классами Чженя, так что эти два расслоения изоморфны. По-
этому последнее пространство в предыдущей формуле можно отождествить
с P (C⊕ γm′

). С другой стороны, нетрудно видеть, что если H∗(P (C⊕ γm)) ∼=
H∗(P (C⊕ γm′

)) как кольца, то m ≡ m′ (mod 2).

Этот пример показывает, что кольцо когомологий определяет топологичес-
кий тип башни Ботта B2n при n = 2. Разбор случаев, основанный на класси-
фикационном результате [7; § 3], показывает, что этот факт также имеет место
для n = 3. Поэтому можно поставить следующий вопрос.

Вопрос 2.3. Верно ли, что изоморфизм колец когомологий

H∗(B2n
1 ) ∼= H∗(B2n

2 )

башен Ботта B2n
1 и B2n

2 влечет их гомеоморфизм?

Мы исследуем этот вопрос в § 5 и дадим на него частичный ответ.

§ 3. Квазиторические многообразия

В работе [8] Дэвисом и Янушкиевичем был введен класс 2n-мерных много-
образий M с действием n-мерного тора T . На действие налагалось условие
локальной стандартности (т.е. действие локально изоморфно стандартному
представлению n-мерного тора в Cn). Кроме того, требовалось, чтобы прост-
ранство орбит M/T было простым n-мерным многогранником P , т.е. имелась
бы проекция π : M → P , слоями которой являются орбиты действия. Дэвис
и Янушкиевич называли введенные ими многообразия торическими, однако
позднее в литературе стал использоваться термин квазиторические многооб-
разия, чтобы отличать их от торических многообразий, рассматриваемых в
алгебраической геометрии. В настоящей работе мы будем следовать этой тер-
минологии, называя многообразия Дэвиса–Янушкиевича квазиторическими и
используя термин “торические многообразия” лишь для алгебраических мно-
гообразий. Заметим, что неособое проективное торическое многообразие яв-
ляется квазиторическим. Более подробное обсуждение соотношений между
торическими и квазиторическими многообразиями можно найти в [9; гл. 6].

4*
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Каждое квазиторическое многообразие может быть наделено гладкой струк-
турой, относительно которой действие тора является гладким (см. замечание
в [8; с. 421] и более подробное изложение в [11; § 3]).

Пусть m обозначает число гиперграней (граней коразмерности один) мно-
гогранника P . Будем считать, что гиперграни занумерованы таким образом,
что первые n из них имеют непустое пересечение. Обозначим гиперграни че-
рез Fi, 1 � i � m, и обозначим множество всех гиперграней через F . Прооб-
раз π−1(Fi) представляет собой связное подмногообразие коразмерности два
в M , которое остается неподвижным под действием некоторой одномерной
подгруппы-окружности в T . Обозначим это подмногообразие через Mi и бу-
дем называть его характеристическим подмногообразием, соответствующим
гиперграни Fi. Полиориентация [12] многообразия M состоит из ориентации
самого M и каждого из его характеристических подмногообразий.

Пусть N – целочисленная решетка однопараметрических подгрупп в T , т.е.
N ∼= Zn. Для каждого характеристического подмногообразия Mj обозначим че-
рез λj примитивный вектор в N , порождающий одномерную подгруппу TMj⊂T ,
оставляющую многообразие Mj неподвижным. Вектор λj определен лишь
с точностью до знака. Соответствие λ : Fj 
→ λj было названо в [8] характерис-
тической функцией квазиторического многообразия M .

При помощи полиориентации можно интерпретировать характеристическую
функцию как линейное отображение λ : ZF → N . Действительно, для этого
нужно лишь указать канонический способ выбора одного из двух направлений
для каждого вектора λj . Сначала заметим, что действие параметризованной
подгруппы TMj ⊂ T задает ориентацию в нормальном расслоении νj вложения
Mj ⊂M . Полиориентация многообразия M также задает ориентацию в νj при
помощи следующего разложения касательного расслоения:

τ(M)
∣∣
Mj

= τ(Mj)⊕ νj .

Теперь выберем направление примитивного вектора λj таким образом, чтобы
эти две ориентации совпадали для всех 1 � j � m.

Вообще говоря, канонический способ выбора полиориентации для M отсутст-
вует. Тем не менее, если M допускает T -эквивариантную почти комплекс-
ную структуру, то выбор такой структуры дает канонический способ ориента-
ции M и каждого нормального расслоения νj для 1 � j � m. Тем самым полу-
чаем полиориентацию, ассоциированную с эквивариантной почти комплексной
структурой. В дальнейшем в случае, когда M является эквивариантно почти
комплексным (например, если M – неособое компактное торическое многообра-
зие), всегда будем его снабжать ассоциированной полиориентацией. В других
случаях будем фиксировать полиориентацию произвольно.

По определению характеристическая функция удовлетворяет следующему
условию неособости: если пересечение гиперграней Fj1 ∩ · · · ∩ Fjn непусто, то
соответствующие векторы λj1 , . . . , λjn образуют базис решетки N . Тогда мы
можем использовать первые n векторов λ1, . . . , λn для отождествления N с Zn
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и задать отображение λ целочисленной матрицей размера n×m вида

Λ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 λ1,n+1 . . . λ1,m

0 1 . . . 0 λ2,n+1 . . . λ2,m

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 λn,n+1 . . . λn,m

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (3.1)

Часто удобно представлять Λ в виде (E | Λ�), где E – единичная матрица, а Λ� –
матрица размера n × (m − n). Для любой вершины Fj1 ∩ · · · ∩ Fjn многогран-
ника соответствующие столбцы λj1 , . . . , λjn матрицы Λ образуют базис в Zn

и определитель составленной из них матрицы равен ±1. Будем называть (3.1)
приведенной формой характеристической матрицы Λ, а подматрицу Λ� – при-
веденной подматрицей.

Выбрав базис решетки N , можно отождествить тор T со стандартным про-
изведением единичных окружностей в Cn

Tn = {(e2πiϕ1 , . . . , e2πiϕn) ∈ Cn}, (3.2)

где (ϕ1, . . . , ϕn) пробегает пространство Rn. Будем также обозначать точки Tn

через (t1, . . . , tn). Тогда однопараметрическая подгруппа, оставляющая непо-
движным подмногообразие Mj , может быть задана следующим образом:

TMj =
{
(tλ1j , . . . , tλnj ) = (e2πiλ1jϕ, . . . , e2πiλnjϕ) ∈ Tn

}
,

1 � j � m, ϕ ∈ R, t = e2πiϕ.
(3.3)

Замечание. Не любое неособое компактное торическое многообразие X яв-
ляется квазиторическим многообразием, так как пространство орбит X/T мо-
жет не быть выпуклым многогранником (хотя оно является многогранником,
если X проективно). Тем не менее, можно определить характеристические
подмногообразия Xj ⊂ X (как T -инвариантные дивизоры) и также имеется ка-
ноническая полиориентация, индуцированная комплексными структурами на
X и Xj . Поэтому характеристическая матрица Λ определена для любого ком-
пактного неособого торического многообразия X. Векторы λj суть примитив-
ные векторы вдоль ребер веера, соответствующего многообразию X.

Пусть vj обозначает класс в H2(M), двойственный к фундаментальному
классу подмногообразия Mj , 1 � j � m. Согласно результату [8; теорема 4.14]
кольцо H∗(M) порождено элементами v1, . . . , vm, которые удовлетворяют двум
наборам соотношений. Первый набор составляют мономиальные соотношения,
возникающие из идеала Стенли–Райснера многогранника P ; второй набор сос-
тоит из линейных соотношений, определяемых характеристической матрицей:

vi = −λi,n+1vn+1 − · · · − λi,mvm, 1 � i � n. (3.4)

Отсюда вытекает, что кольцо H∗(M) мультипликативно порождается элемен-
тами vn+1, . . . , vm.
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Квазиторические многообразия M1 и M2 называются слабо T -эквивариант-
но гомеоморфными (или просто слабо T -гомеоморфными), если существуют
автоморфизм θ : T → T и гомеоморфизм f : M1 →M2 такие, что

f(t · x) = θ(t) · f(x)

для любых t ∈ T и x ∈ M1. Если θ – тождественный автоморфизм, то M1

и M2 называются T -гомеоморфными. Следуя Дэвису и Янушкиевичу, назовем
квазиторические многообразия M1 и M2 над одним и тем же многогранником P

эквивалентными, если существует слабый T -гомеоморфизм f : M1 → M2, на-
крывающий тождественное отображение многогранника P . В силу [8; предло-
жение 1.8] квазиторическое многообразие M над P определено с точностью до
эквивалентности своей характеристической функцией λ. Это вытекает из “базо-
вой конструкции”, определяющей каноническое квазиторическое многообразие
M(P, λ), зависящее лишь от P и λ, и слабый T -гомеоморфизм M(P, λ) → M ,
накрывающий тождественное отображение на P .

Пусть ch f(P ) обозначает множество характеристических функций для P ,
т.е. множество отображений λ : F → N , удовлетворяющих условию неособос-
ти. Группа GL(N) ∼= GL(n, Z) автоморфизмов решетки N действует слева на
множестве ch f(P ) (автоморфизм g : N → N действует при помощи композиции
λ 
→ g · λ). Так как автоморфизмы решетки соответствуют автоморфизмам
тора T , имеется взаимно однозначное соответствие

GL(N) \ ch f(P )←→ {классы эквивалентности M над P}. (3.5)

Каждом элементу λ ∈ ch f(P ) можно сопоставить (n × m)-матрицу Λ путем
упорядочивания гиперграней и выбора базиса для N , как это было сделано вы-
ше. Выбор матрицы Λ приведенного вида (3.1) теперь можно рассматривать
как выбор специального представителя в левом классе сопряженных элементов
GL(N) \ ch f(P ). Если же характеристическая матрица задана в неприведен-
ном виде Λ = (A | B), где A имеет размер n × n, а B – размер n × (m − n),
то приведенный представитель в ее классе сопряженных элементов задается
матрицей (E | A−1B).

Построенная Дэвисом и Янушкиевичем каноническая модель M(P, λ) мо-
жет быть получена как фактор момент-угол многообразия ZP по свободно
действующей (m−n)-мерной торической подгруппе в Tm, задаваемой как ядро
характеристического отображения λ : Zm → N , см. [8], [9; гл. 7]. Момент-угол
многообразие ZP вкладывается в Cm как полное пересечение m−n веществен-
ных квадратичных гиперповерхностей [11; § 3]. Отсюда вытекает, что ZP и
M(P, λ) являются гладкими многообразиями. Поэтому каждое квазиторичес-
кое многообразие M над P с характеристической функцией λ может быть на-
делено канонической эквивариантной гладкой структурой. Тем не менее, нам
не известно, единственна ли эта эквивариантная гладкая структура (см. об-
суждение этого вопроса в § 1).

Нас будет интересовать случай, когда многогранник-пространство орбит
P = M/Tn является n-мерным кубом In. Тогда m = 2n, и предположим
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дополнительно, что гиперграни занумерованы таким образом, что Fj и Fn+j

являются противоположными (т.е. не пересекаются) при 1 � j � n. В случае
P = In момент-угол многообразие является произведением n трехмерных сфер
и вкладывается в C2n как

{
(z1, . . . , z2n) ∈ C2n : |zj |2 + |zn+j |2 = 1 при 1 � j � n

}
.

Факторпространство (S3)n/T2n по покоординатному действию является ку-
бом In. Торическая подгруппа T (Λ) ⊂ T2n размерности n, задаваемая как ядро
характеристического отображения (3.1), может быть записана как

(t1, . . . , tn) 
→ (t−λ1,n+1
1 t

−λ1,n+2
2 · · · t−λ1,2n

n ,

. . . , t
−λn,n+1
1 t

−λn,n+2
2 · · · t−λn,2n

n , t1, t2, . . . , tn). (3.6)

Эта подгруппа действует на (S3)n свободно, и (S3)n/T (Λ) есть квазиторичес-
кое многообразие, определяемое матрицей Λ. Тор T2n/T (Λ) ∼= Tn действу-
ет на (S3)n/T (Λ) ∼= M с пространством орбит In. В координатах элемент
(t1, . . . , tn) ∈ Tn действует на [z1, . . . , z2n] ∈ (S3)n/T (Λ) покоординатным умно-
жением на (t1, . . . , tn, 1, . . . , 1).

Предложение 3.1. Башня Ботта несет естественное действие тора, за-
дающее на ней структуру квазиторического многообразия над кубом с приве-
денной характеристической подматрицей Λ� = At (см. (2.2) и (3.1)).

Доказательство. Как показано в [3; предложение 3.1], башня Ботта, со-
ответствующая матрице (2.2), может быть получена факторизацией (S3)n по
действию n-мерного подтора в T2n, определяемого вложением

(t1, . . . , tn) 
→ (t1, t−a12
1 t2, . . . , t

−a1n
1 t−a2n

2 · · · t−an−1,n

n−1 tn, t1, t2, . . . , tn).

Остается заметить, что это совпадает с T (Λ) из (3.6) для Λ� = At.

Замечание. Соотношения Стенли–Райснера для n-мерного куба имеют вид
vivi+n = 0, 1 � i � n. Эти соотношения вместе с (3.4) дают (2.1) при подста-
новке Λ� = At и ui = vi+n.

По определению башня Ботта является комплексным многообразием. В [2]
рассматривалась алгебраическая версия предыдущей конструкции (формула
(3.6) также определяет вложение алгебраических, т.е. некомпактных, торов)
и башни Ботта были описаны как неособые проективные торические много-
образия. Как показано в [3; § 2], топологический и алгебраический подходы
приводят к одному результату.

Для каждой перестановки σ на n элементах обозначим через P (σ) соответст-
вующую (n×n)-матрицу перестановки, элементами которой являются едини-
цы в позициях (i, σ(i)), 1 � i � n, и нули в остальных местах. Имеется дейст-
вие симметрической группы Sn на (n × n)-матрицах при помощи сопряжений
A 
→ P (σ)−1AP (σ), т.е. при помощи перестановок строк и столбцов матриц A.
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Предложение 3.2. Квазиторическое многообразие M над кубом с приве-
денной подматрицей Λ� эквивалентно башне Ботта тогда и только тогда,
когда Λ� сопряжена при помощи матрицы перестановки верхнетреугольной
матрице.

Доказательство. Пусть Λ� сопряжена при помощи матрицы перестановки
верхнетреугольной матрице. Ясно, что это условие эквивалентно тому, что Λ�

сопряжена нижнетреугольной матрице. Рассмотрим действие Sn на множест-
ве гиперграней куба In перестановками пар противоположных гиперграней.
Переупорядочивание гиперграней соответствует переупорядочиванию столбцов
характеристической (n×2n)-матрицы Λ, так что элемент σ ∈ Sn действует как

Λ 
→ Λ ·
(

P (σ) 0
0 P (σ)

)
.

Это действие не сохраняет приведенную форму матрицы Λ, так как (E | Λ�)
превращается в (P (σ) | Λ�P (σ)). Приведенным представителем в левом классе
сопряженных элементов (3.5) матрицы Λ является матрица (E |P (σ)−1Λ�P (σ)).
(Другими словами, чтобы сохранить матрицу в приведенном виде, нам нужно
компенсировать перестановку пар гиперграней автоморфизмом тора Tn, пере-
ставляющим координатные окружности.) Таким образом, действие перестанов-
ками на парах противоположных гиперграней индуцирует действие сопряже-
ниями на приведенных подматрицах. Значит, с точностью до эквивалентности
мы можем предположить, что M имеет нижнетреугольную приведенную под-
матрицу Λ�. Условие неособости гарантирует, что на диагонали матрицы Λ�

стоят ±1. Изменяя, если необходимо, полиориентацию M , можно добиться то-
го, что все диагональные элементы матрицы Λ� суть −1. Тогда M и башня
Ботта, соответствующая матрице A = Λt

�, имеют одинаковые характеристичес-
кие матрицы Λ в силу предложения 3.1. Следовательно, M и башня Ботта
эквивалентны согласно [8; предположение 1.8].

Обратное утверждение вытекает из предложения 3.1.

Теперь становится понятно, что не все квазиторические многообразия над
кубами являются башнями Ботта. Например, четырехмерное квазиторическое
многообразие над квадратом с приведенной характеристической подматрицей

Λ� =
(−1 −2
−1 −1

)

не может быть башней Ботта, так как Λ� не является сопряженной к верхнетре-
угольной матрице. (Соответствующее многообразие гомеоморфно CP 2 # CP 2

и поэтому даже не допускает комплексной структуры [8].)
Для каждого k-элементного подмножества {i1, . . . , ik} множества из n эле-

ментов определен главный минор квадратной n-матрицы A – определитель под-
матрицы, образованной элементами в столбцах и строках с номерами i1, . . . , ik.
В случае башен Ботта согласно предложению 3.1 все главные миноры матри-
цы −Λ� равны 1; а для произвольного квазиторического многообразия условие
неособости лишь гарантирует, что все главные миноры матрицы Λ� равны ±1.
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Напомним, что верхнетреугольная матрица называется унипотентной, ес-
ли все ее диагональные элементы равны 1. Следующая ключевая техническая
лемма может быть извлечена из доказательства намного более общего резуль-
тата Добринской [7; теорема 6]. Мы приводим более подробное доказательство
для полноты изложения.

Лемма 3.3. Пусть R – коммутативное целостное кольцо с единицей 1, и
пусть A – некоторая (n×n)-матрица с элементами из R. Предположим, что
все собственные главные миноры матрицы A равны единице. Если detA = 1,
то матрица A сопряжена при помощи матрицы перестановки унипотент-
ной верхнетреугольной матрице. В противном случае матрица A сопряжена
при помощи матрицы перестановки матрице вида

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 b1 0 . . . 0
0 1 b2 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 1 bn−1

bn 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (3.7)

где bi 
= 0 для всех i [7].

Доказательство. Из условия вытекает, что на диагонали матрицы A сто-
ят единицы. Будем говорить, что i-я строка матрицы является элементарной,
если ее i-й элемент равен единице, а остальные элементы равны нулю. Предпо-
лагая по индукции, что теорема верна для матриц размера n−1, выводим, что
сама матрица A сопряжена унипотентной верхнетреугольной матрице тогда и
только тогда, когда она содержит элементарную строку. Обозначим через Ai

квадратную (n− 1)-матрицу, получаемую удалением i-го столбца и i-й строки
из A.

По индукции можно предположить, что An является унипотентной верх-
нетреугольной матрицей. Теперь применим предположение индукции к мат-
рице A1. Перестановка строк и столбцов, превращающая A1 в унипотентную
верхнетреугольную матрицу, превращает A в “почти” унипотентную верхне-
треугольную матриц, которая может иметь лишь один ненулевой элемент ниже
диагонали, и этот элемент должен быть в первом столбце. Если этот ненулевой
элемент не an1, то n-я строка матрицы A является элементарной и A сопряжена
унипотентной верхнетреугольной матрице при помощи матрицы перестановки.
В противном случае получаем

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 ∗ ∗ . . . ∗
0 1 ∗ . . . ∗
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 1 bn−1

bn 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

где bn−1 
= 0 и bn 
= 0 (иначе A содержит элементарную строку). Пусть теперь
a1j1 – последний ненулевой элемент в первой строке матрицы A. Если A не
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содержит элементарных строк, то можно индуктивно определить ajiji+1 как
последний ненулевой недиагональный элемент в ji-й строке матрицы A. Оче-
видно, имеем

1 < j1 < · · · < ji < ji+1 < · · · < jk = n

для некоторого k < n. Если ji = i + 1, 1 � i � n − 1, то A имеет вид (3.7)
с bi = aji−1ji , 1 � i � n− 1. В противном случае подматрица

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 a1j1 0 . . . 0
0 1 aj1j2 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 1 ajk−1n

bn 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

составленная из элементов, стоящих в столбцах и строках с номерами 1, j1,

. . . , jk, является собственной и имеет определитель, равный 1± bn

∏
ajiji+1 
= 1.

Полученное противоречие завершает доказательство.

Следующая теорема не является новой; эквивалентность утверждений а)
и б) является частным случаем [7; теорема 6], а эквивалентность утверждений
б) и в) вытекает из результатов [13] и [14; предложение 5.53] (посвященного
более общему случаю квазиторических многообразий над произвольными мно-
гогранниками). Мы приведем доказательство, так как оно понадобится далее.

Теорема 3.4. Пусть M = M(In, Λ) – квазиторическое многообразие над
кубом с канонической эквивариантной гладкой структурой и Λ� – соответ-
ствующая приведенная подматрица. Следующие условия эквивалентны:

а) M эквивалентно башне Ботта;
б) все главные миноры матрицы −Λ� равны единице;
в) M допускает Tn-эквивариантную почти комплексную структуру (с ас-
социированной полиориентацией).

Доказательство. Импликация б) ⇒ а) вытекает из леммы 3.3 и предло-
жения 3.2. Импликация б) ⇒ в) очевидна. Докажем в) ⇒ б). Напомним
определение знака σ(p) неподвижной точки Tn-действия на M из [13; § 4], [7]
и [15]. Каждая неподвижная точка p получается как пересечение Mj1∩· · ·∩Mjn

некоторых n характеристических подмногообразий и соответствует вершине
многогранника P , получаемой как пересечение Fj1 ∩ · · ·∩Fjn соответствующих
гиперграней. Касательное пространство к M в точке p разлагается в сумму
нормальных подпространств к подмногообразиям Mjk

для 1 � k � n:

τp(M) = νj1 |p ⊕ · · · ⊕ νjn |p. (3.8)

При помощи полиориентации M это пространство может быть ориентировано
двумя различными способами: положим σ(p) = 1, если эти две ориентации
совпадают, и σ(p) = −1 в противоположном случае. Этот знак может быть
вычислен в терминах многогранника P и характеристической матрицы Λ сле-
дующим образом:

σ(p) = sign
(
det(λj1 , . . . , λjn) · det(aj1 , . . . , ajn)

)
(3.9)
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(см. [15; § 1]), где ai обозначает нормальный вектор к гиперграни Fi, направ-
ленный внутрь многогранника. Если P = In, то каждая неподвижная точка p

соответствует вершине, задаваемой как

Fi1 ∩ · · · ∩ Fik
∩ Fn+l1 ∩ · · · ∩ Fn+ln−k

для некоторых 1 � i1 < · · · < ik � n и 1 � l1 < · · · < ln−k � n. При этом ai = ei

(i-й базисный вектор) для 1 � i � n и aj = −ej для n + 1 � j � 2n. Следова-
тельно, выражение в правой части (3.9) равно главному минору матрицы −Λ�,
образованному столбцами и строками с номерами l1, . . . , ln−k. Остается заме-
тить, что в почти комплексном случае две ориентации в (3.8) совпадают, так
что знак каждой неподвижной точки равен единице.

Правильный многогранник, двойственный к кубу, называется крест-много-
гранником (трехмерный крест-многогранник есть октаэдр).

Следствие 3.5. Пусть X – неособое торическое многообразие, для кото-
рого соответствующий веер комбинаторно эквивалентен вееру, состоящему
из конусов над гранями крест-многогранника. Тогда X является башней Бот-
та.

Доказательство. Приведенная подматрица Λ� многообразия X имеет раз-
мер n × n, и все главные миноры матрицы −Λ� равны единице (это доказы-
вается так же, как в теореме 3.4). В силу леммы 3.3 матрица −Λ� сопряжена
унипотентной верхнетреугольной матрице, так что Λ имеет такой же вид, как
и характеристическая матрица башни Ботта. В случае торического многооб-
разия столбцы матрицы Λ суть примитивные векторы вдоль ребер веера, так
что комбинаторный тип веера и матрица Λ полностью определяют веер. Сле-
довательно, веер торического многообразия X является веером для некоторой
башни Ботта. Так как торические многообразия однозначно восстанавливают-
ся по своим веерам, то X является башней Ботта.

Торические многообразия над кубами удовлетворяют предположению след-
ствия 3.5. Отсюда вытекает, что класс башен Ботта совпадает с классом тори-
ческих многообразий над кубами и первое включение в (1.1) является равен-
ством. Как и лемма 3.3, следствие 3.5 является частным случаем более общего
результата Добринской [7; следствие 7] (этот результат характеризует квазито-
рические многообразия над произведениями симплексов, которые разлагаются
в башни расслоений).

§ 4. Полусвободные действия окружности

Действие группы на топологическом пространстве называется полусво-
бодным, если оно свободно на дополнении к множеству неподвижных то-
чек. В этом параграфе покажем (теорема 4.3), что если тор Tn, действую-
щий на квазиторическом многообразии M над кубом, содержит одномерную
подгруппу-окружность, действующую полусвободно и с изолированными непо-
движными точками, то M является башней Ботта. Кроме того, покажем, что
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все такие башни Ботта S1-эквивариантно гомеоморфны произведению двумер-
ных сфер (с диагональным S1-действием).

Комплексное n-мерное представление окружности S1 определяется набором
весов kj ∈ Z, 1 � j � n. В подходящих координатах элемент s = e2πiϕ ∈ S1

действует как
s · (z1, . . . , zn) = (e2πik1ϕz1, . . . , e

2πiknϕzn). (4.1)

Следующее утверждение очевидно.

Предложение 4.1. Представление S1 в Cn является полусвободным тог-
да и только тогда, когда kj = ±1 при 1 � j � n.

Замкнутая одномерная подгруппа S1
ν в Tn определяется целочисленным при-

митивным вектором ν = (ν1, . . . , νn):

S1
ν = {(e2πiν1ϕ, . . . , e2πiνnϕ)} ⊆ Tn. (4.2)

Будем рассматривать представления тора Tn и его одномерных подгрупп в ка-
сательных пространствах к неподвижным точкам квазиторического многооб-
разия M . Представление в касательном пространстве τp(M) в неподвижной
точке p = Mj1 ∩ · · · ∩Mjn разлагается в сумму нетривиальных вещественных
двумерных представлений в нормальных подпространствах к Mjk

в M . Поли-
ориентация снабжает каждое пространство νjk

комплексной структурой, тем
самым отождествляя его с C и τpM с Cn. В этих координатах веса представ-
ления одномерной подгруппы (4.2) в τpM можно отождествить с коэффициен-
тами ki = ki(ν, p), 1 � i � n, в разложении вектора ν по векторам λj1 , . . . , λjn :

ν = k1(ν, p)λj1 + · · ·+ kn(ν, p)λjn (4.3)

(см., например, [15; лемма 2.3]).

Следствие 4.2. Одномерная подгруппа S1
ν ⊆ Tn действует на квазито-

рическом многообразии M полусвободно и с изолированными неподвижными
точками тогда и только тогда, когда для каждой вершины p = Fj1 ∩ · · · ∩
Fjn коэффициенты в разложении (4.3) удовлетворяют условию ki(ν, p) = ±1,
1 � i � n.

Теорема 4.3. Пусть M – квазиторическое многообразие над кубом с при-
веденной характеристической подматрицей Λ� . Предположим, что M допус-
кает полусвободное действие одномерной подгруппы-окружности с изолиро-
ванными неподвижными точками. Тогда M эквивалентно башне Ботта.

Доказательство. Предположим по индукции, что каждое характеристи-
ческое подмногообразие является башней Ботта, т.е. каждый собственный глав-
ный минор матрицы −Λ� равен единице. Поэтому выполнены условия лем-
мы 3.3 и матрица −Λ� имеет один из двух описанных там видов. Мы исключим
второй случай, предположив полусвободность действия. Действительно, пусть
Λ = (E | −B), где B – матрица (3.7), и S1

ν ⊆ Tn действует полусвободно с изо-
лированными неподвижными точками. Применив критерий из следствия 4.2
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к вершине p = F1 ∩ · · · ∩Fn, получаем νi = ±1, 1 � i � n. Теперь применим тот
же критерий к вершине p′ = Fn+1∩· · ·∩F2n. Так как подматрица, образованная
соответствующими столбцами матрицы Λ, есть в точности −B, то detB = ±1.
Это означает, что хотя бы одно из чисел bi равно ±1, т.е. хотя бы одна строка
матрицы B состоит только из двух ±1 и остальных нулей. Следовательно, если
все коэффициенты ki(ν, p′) в разложении ν = k1(ν, p′)λn+1 + · · · + kn(ν, p′)λ2n

равны ±1, то хотя бы одна координата νj вектора ν четна. Получаем противо-
речие. Теорема доказана.

Далее мы покажем, что башня Ботта с полусвободным действием окружно-
сти и изолированными неподвижными точками топологически (и даже S1-эк-
вивариантно) тривиальна, т.е. гомеоморфна произведению двумерных сфер.
Пусть t (соответственно C) обозначает стандартное (соответственно тривиаль-
ное) комплексное одномерное представление S1, а V обозначает тривиальное
расслоение со слоем V над заданной базой. Будем говорить, что действие
группы G на башне Ботта B2n сохраняет структуру башни, если для каж-
дого этажа B2k = P (C ⊕ ξk−1), k � n, одномерное расслоение ξk−1 являет-
ся G-эквивариантным. Каноническое действие тора Tn, очевидно, сохраняет
структуру башни.

Теорема 4.4. Предположим, что башня Ботта B2n допускает полусво-
бодное действие окружности S1 , имеющее изолированные неподвижные точ-
ки и сохраняющее структуру башни. Тогда башня Ботта S1-эквивариантно
диффеоморфна произведению (P (C⊕ t))n .

Доказательство. Предположим по индукции, что (n − 1)-й этаж данной
башни Ботта есть (P (C⊕ t))n−1 и B2n = P (C⊕ ξ) для некоторого одномерного
S1-расслоения ξ над (P (C⊕ t))n−1.

Пусть γ – каноническое одномерное расслоение над P (C⊕ t) ∼= CP 1. На нем
имеется единственная структура эквивариантного S1-расслоения, для которой

γ
∣∣
(1:0)

= C, γ
∣∣
(0:1)

= t. (4.4)

Обозначим через x ∈ H2(P (C⊕ t)) первый класс Чженя расслоения γ. Пусть
xi ∈ H2(P (C ⊕ t)n−1) обозначает прообраз x при проекции πi на i-й сомножи-
тель. Первый класс Чженя расслоения ξ можно записать в виде

∑n−1
i=1 aixi,

ai ∈ Z. Одномерные S1-расслоения ξ и
⊗n−1

i=1 π∗
i (γai) имеют одинаковые подле-

жащие расслоения, поэтому для некоторого целого k

ξ = tk
n−1⊗
i=1

π∗
i (γai) (4.5)

как S1-расслоения [16; следствие 4.2].
Будем представлять неподвижные точки действия на P (C ⊕ t)n−1 последо-

вательностями (pε1
1 , . . . , p

εn−1
n−1 ), где εi = 0 или εi = 1, а pεi

i обозначает (1 : 0),
если εi = 0, и (0 : 1), если εi = 1. Тогда из (4.4) и (4.5) получаем

ξ
∣∣
(p

ε1
1 ,...,p

εn−1
n−1 )

= tk+
Pn−1

i=1 εiai .
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Действие S1 на B2n = P (C ⊕ ξ) полусвободно тогда и только тогда, когда
|k +

∑n−1
i=1 εiai| = 1 для всех возможных значений εi. Полагая εi = 0 для всех i,

получаем |k| = 1. Предположим, что k = 1 (случай k = −1 рассматрива-
ется аналогично). Тогда (a1, . . . , an−1) = (0, . . . , 0) или (0, . . . , 0,−2, 0, . . . , 0).
В первом случае ξ = t и B2n = P (C ⊕ ξ) ∼= P (C ⊕ t)n. Во втором слу-
чае имеем ξ = tπ∗

i (γ−2) для некоторого i, так что B2n = P (C ⊕ ξ) индуци-
ровано (как проективизация расслоения) из P (C ⊕ tγ−2) при помощи проек-
ции πi. Так как для любого векторного S1-расслоения E и одномерного S1-рас-
слоения η проективизации P (E) и P (E ⊗ η) будут S1-диффеоморфны, имеем
P (C ⊕ tγ−2) ∼= P (γ ⊕ tγ−1). Первый класс Чженя расслоения γ ⊕ tγ−1 равен
нулю, так что подлежащее расслоение тривиально. Представление S1 в слое
расслоения γ ⊕ tγ−1 над каждой неподвижной точкой изоморфно C ⊕ t в си-
лу (4.4). Следовательно, γ⊕ tγ−1 = C⊕ t как S1-расслоения. Отсюда получаем
P (C⊕ tγ−2) ∼= P (C⊕ t), что завершает доказательство.

Замечание. Диффеоморфизм, установленный в теореме 4.4, не является
диффеоморфизмом Tn-многообразий.

Далее мы исследуем обобщения теоремы 4.4 на квазиторические многооб-
разия. Хотя результат не переносится на все квазиторические многообразия
(см. пример 4.5), он остается верным, если дополнительно потребовать, чтобы
многогранник в пространстве орбит был кубом.

Пример 4.5. Пусть M – четырехмерное квазиторическое многообразие над
2k-угольником с

Λ =
(

1 0 1 0 . . . 1 0
0 1 0 1 . . . 0 1

)
.

Из следствия 4.2 вытекает, что одномерная подгруппа, определяемая вектором
ν = (1, 1), действует на M полусвободно. Однако пространство орбит для M

не является 2-кубом при k > 2, так что M не может быть гомеоморфным
произведению сфер (можно показать, что M является связной суммой k − 1
экземпляра S2 × S2).

Оказывается, что квазиторические многообразия над многоугольниками
предоставляют, в сущности, единственный источник контрпримеров (точное
утверждение см. ниже в теореме 4.8).

Лемма 4.6. Простой многогранник P размерности n � 2, все двумерные
грани которого являются четырехугольниками, комбинаторно эквивалентен
кубу.

Доказательство. Предположим по индукции, что все гиперграни много-
гранника P являются кубами. Докажем, что тогда и P является кубом. Это
утверждение можно найти в [17; упражнение 0.1], но мы приводим его доказа-
тельство ради полноты изложения. Будем доказывать двойственное утверж-
дение о симплициальных многогранниках. Симплициальный многогранник,
двойственный к P , есть крест-многогранник. Будем называть его границу K
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(которая представляет собой триангуляцию сферы) крест-комплексом. На-
помним, что звездой вершины v симплициального комплекса K называется
подкомплекс st v, состоящий из всех симплексов, содержащих v, и всех граней
таких симплексов. Линком вершины v называется подкомплекс lk v ⊂ st v, сос-
тоящий из всех симплексов в st v, не содержащих v. Двойственность между P

и K продолжается до двойственности между гипергранями многогранника P

(которые являются простыми (n − 1)-мерными многогранниками) и линками
вершин комплекса K (которые являются триангуляциями (n−2)-мерных сфер).
Утверждение, двойственное к утверждению теоремы, вытекает из следующей
леммы.

Лемма 4.7. Пусть K – связный симплициальный комплекс размерности
k � 2. Если линк каждой вершины в K является крест-комплексом размер-
ности k − 1, то и K является крест-комплексом.

Доказательство. Пусть v – вершина комплекса K. По предположению
lk v является крест-комплексом размерности k−1, так что для каждой вершины
p ∈ lk v найдется единственная вершина q ∈ lk v, которая не соединена с p

ребром в lk v. При этом p и q могут быть соединены ребром в K, так что мы
рассмотрим два случая.

Случай 1. Предположим, что найдется пара вершин p, q в lk v, которые
не соединены ребром в K. Пусть R – множество остальных вершин комп-
лекса lk v. Тогда R содержит 2(k − 1) элементов. Линк lk p тоже является
крест-комплексом, так что он имеет 2k вершин и содержит v и все элементы
из R. Так как q не соединена с p ребром в K, вершина q не лежит в lk p. Поэто-
му найдется другая вершина p′ ∈ lk p, p′ /∈ v ∪R. Аналогично имеем q′ ∈ lk q,
q′ /∈ v ∪ R. Теперь возьмем произвольную вершину r ∈ R и рассмотрим lk r.
Так как lk v является (k− 1)-мерным крест-комплексом, r соединена с 2(k− 1)
вершиной из lk v ребрами из lk v. Мы также знаем, что r соединена с v, p′ и q′.
Но так как lk r также является (k − 1)-мерным крест-комплексом, то r может
быть соединена ребрами не более чем с 2k вершинам. Следовательно, p′ = q′,
что означает, что K является крест-комплексом.

Случай 2. Предположим теперь, что любая пара вершин в lk v соединена
ребром в K и получим противоречие. Каждая вершина u в lk v соединена с v

и всеми вершинами в lk v, кроме самой u. Вершина u не может быть соединена
ребрами ни с какими другими вершинами, кроме перечисленных, так как число
вершин в lk u равно 2k. Это означает, что любая пара вершин в K соединена
ребрами и K имеет в точности 2k + 1 вершину. В каждой вершине сходится 2k

симплексов размерности k и каждый k-мерный симплекс имеет k + 1 вершину.
Поэтому общее число k-симплексов в K равно 2k(2k + 1)/(k + 1).

Теперь подсчитаем общее число k-симплексов в K другим способом. Пусть
σ – некоторый k-симплекс в K, не содержащий v. Тогда σ содержит пару вер-
шин, скажем p и q, которые не соединены ребром в lk v (иначе сам симплекс σ

будет лежать в lk v, так как lk v является крест-комплексом). Пусть L – линк
вершины p в комплексе lk v. Тогда L является крест-комплексом размернос-
ти k − 2 и он также совпадает с линком вершины q в комплексе lk v. Тогда
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lk p есть соединение (джойн) L ∗ {v, q}, так как оба эти подкомплекса имеют
одинаковые наборы вершин и оба являются крест-комплексами. Аналогично
lk q = L ∗ {v, p}. Так как σ содержит p и q, имеем σ = τ ∗ p ∗ q для некоторого
(k − 2)-симплекса τ ∈ L. Следовательно, σ содержит как минимум две грани
размерности k − 1 из lk v, а именно, τ ∗ p и τ ∗ q. Ни одна из этих граней не
может быть гранью другого k-симплекса, не содержащего v, так как каждый
(k − 1)-симплекс в K является гранью в точности двух k-симплексов, а τ ∗ p

также является гранью τ ∗ p ∗ v и τ ∗ q также является гранью τ ∗ q ∗ v. Отсюда
следует, что число k-симплексов, не содержащих v, не превосходит половины
числа (k − 1)-симплекса в lk v. Число k-симплексов, содержащих v, равно чис-
лу (k − 1)-симплексу в lk v. Последнее число есть 2k, так что общее число
k-симплексов в K меньше или равно 2k−1 + 2k, что меньше 2k(2k + 1)/(k + 1)
при k � 2. Полученное противоречие завершает доказательство.

Замечание. Другое доказательство леммы 4.6 можно получить путем по-
строения невырожденного симплициального отображения из K на крест-комп-
лекс. Такое отображение будет топологическим (неразветвленным) накрытием
сферы сферой, так что оно должно быть изоморфизмом при k � 2. Этот подход
был использован в [6].

Теорема 4.8. Пусть квазиторическое многообразиеM допускает полусво-
бодное действие одномерной подгруппы-окружности с изолированными непо-
движными точками и любая двумерная грань пространства орбит P являет-
ся четырехугольником. Тогда M является многообразием, S1-эквивариантно
гомеоморфным произведению двумерных сфер.

Доказательство. В силу леммы 4.6 пространство орбит является кубом.
По теореме 4.3 многообразие M эквивалентно башне Ботта. Наконец, по тео-
реме 4.4 оно S1-гомеоморфно произведению сфер.

Мы также можем вывести основной результат Ильинского [6].

Следствие 4.9. Неособое компактное торическое многообразие X , для ко-
торого имеется одномерная подгруппа тора, действующая полусвободно и
с изолированными неподвижными точками, диффеоморфно произведению дву-
мерных сфер.

Доказательство. По теореме 4.4 достаточно показать, что X является
башней Ботта. Для этого покажем, что веер, соответствующий торическому
многообразию X, комбинаторно эквивалентен вееру над гранями крест-много-
гранника, и затем применим следствие 3.5. Данная окружность, полусвободно
действующая на X, также действует полусвободно и с изолированными непо-
движными точками на каждом характеристическом подмногообразии Xj в X.
Используя индукцию по размерности и лемму 4.7, мы сведем утверждение
к двумерному случаю. Таким образом, остается доказать, что многоугольник-
пространство орбит неособого компактного комплексного двумерного торичес-
кого многообразия с полусвободным действием окружности и изолированными
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неподвижными точками является четырехугольником. (Заметим, что неособые
компактные комплексные двумерные торические многообразия всегда проек-
тивны, так что можно работать с многогранниками вместо вееров.) Нижесле-
дующий анализ случаев соответствует (с небольшими изменениями) рассужде-
нию из [6; § 3].

Пусть Σ – веер, соответствующий неособому компактному комплексному
двумерному торическому многообразию. Одномерные конусы из Σ соответст-
вуют гиперграням (ребрам) многоугольника P 2. Нужно показать, что имеется
всего четыре одномерных конуса. Значения характеристической функции на
гипергранях в P 2 задаются примитивными векторами, порождающими соот-
ветствующие одномерные конусы веера Σ. Пусть ν – вектор, порождающий
полусвободно действующую окружность. Выбираем начальную вершину p в P 2

таким образом, что вектор ν попадает в двумерный конус веера Σ, соответст-
вующий вершине p. Затем занумеруем примитивные векторы λi, 1 � i � m,
так, что вектор ν попадает в конус, порожденный векторами λ1 и λ2, а любые
два последовательных вектора порождают двумерный конус (см. рис. 1). Тем

��
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�
�

�
���

� �������������

λ1

νλ2

λ3

λm

· · ·

Рис. 1

самым получим характеристическую матрицу Λ размера 2×m в приведенной
форме. Имеем λ1 = (1, 0), λ2 = (0, 1). Применяя критерий из следствия 4.2
к первому конусу 〈λ1, λ2〉 (т.е. к начальной вершине многоугольника), получаем
ν = (1, 1).

Теперь рассмотрим второй конус. Из условия неособости вытекает, что
det(λ2, λ3) = 1, откуда λ3 = (−1, ∗ ). Записав ν = k1λ2 + k2λ3 и применив
следствие 4.2 ко второму конусу 〈λ2, λ3〉, получим

(1, 1) = ±(0, 1)± (−1, ∗ ).

Следовательно, λ3 = (−1, 0) или λ3 = (−1,−2). Аналогично, рассматривая
последний конус 〈λm, λ1〉, получим λm = ( ∗ ,−1) и затем, применив следст-
вие 4.2, получим λm = (0,−1) или λm = (−2,−1). Случай λ3 = (−1,−2) и
λm = (−2,−1) невозможен, так как при этом второй и последний конус пере-
крываются.

Предположим, что λ3 = (−1, 0). Тогда аналогичный анализ третьего кону-
са 〈λ3, λ4〉 показывает, что λ4 = (0,−1) или λ4 = (−2,−1). Следовательно,
λ4 = λm (иначе конусы перекрываются).
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Аналогично, если λm = (0,−1), то получаем λm−1 = (−1, 0) или λm−1 =
(−1,−2). Следовательно, λm−1 = λ3.

В каждом случае получаем, что m = 4 и P 2 является четырехугольником.
Тем самым доказательство завершено.

Заметим, что доказательство предыдущей теоремы оставляет три возмож-
ности для векторов λ3 и λ4 двумерного веера: (−1, 0) и (0,−1); (−1, 0) и
(−2,−1); (−1,−2) и (0,−1), причем последние две пары переводятся друг в дру-
га автоморфизмом тора T 2, меняющим ориентацию. Соответствующие приве-
денные подматрицы характеристической матрицы имеют вид(−1 0

0 −1

)
,

(−1 −2
0 −1

)
.

Первая из этих подматриц соответствует многообразию CP 1×CP 1, а вторая –
нетривиальной башне Ботта (поверхности Хирцебруха) с a12 = −2.

Мы закончим этот параграф явным описанием матриц (2.2), соответствую-
щих рассматриваемому нами специальному классу башен Ботта любой размер-
ности.

Теорема 4.10. Башня Ботта B2n допускает полусвободно действующую
одномерную подгруппу-окружность с изолированными неподвижными точка-
ми тогда и только тогда, когда матрица (2.2) удовлетворяет тождеству

1
2

(E −A) = C1C2 · · ·Cn,

где Ck (1 � k � n) есть либо единичная матрица, либо унипотентная верх-
нетреугольная матрица с единственным ненулевым элементом cikk = 1 над
диагональю, который стоит в k-м столбце.

Доказательство. Сначала предположим, что B2n допускает полусвободно
действующую подгруппу-окружность с изолированными неподвижными точка-
ми. Имеем два набора мультипликативных образующих кольца H∗(B2n): на-
бор {u1, . . . , un} из леммы 2.1, удовлетворяющий соотношениям (2.1), и набор
{x1, . . . , xn}, удовлетворяющий соотношениям x2

i = 0 для 1 � i � n. Под-
наборы этих элементов с i � k можно рассматривать как соответствующие
наборы образующих для k-го этажа B2k. Как вытекает из доказательства тео-
ремы 4.4, имеем c1(ξk−1) = −2cikkxik

для некоторого ik < k, где cikk = 1 или
cikk = 0. Из соотношения u2

k + 2cikkxik
uk = 0 получаем xk = uk + cikkxik

. Дру-
гими словами, матрица Ck перехода от базиса x1, . . . , xk−1, uk, . . . , un в H2(B2n)
к базису x1, . . . , xk, uk+1, . . . , un может иметь лишь один ненулевой элемент вне
диагонали, и это cikk. Тогда матрица перехода от u1, . . . , un к x1, . . . , xn есть
произведение D = C1C2 · · ·Cn (заметим, что C1 есть единичная матрица, так
как x1 = u1). Тогда D = (djk) есть унипотентная верхнетреугольная матрица,
состоящая из единиц и нулей, xk =

∑n
j=1 djkuj и

0 = x2
k =

(
uk +

k−1∑
j=1

djkuj

)2

= u2
k + 2

k−1∑
j=1

djkujuk + · · · , 1 � k � n.
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С другой стороны, 0 = u2
k −

∑k−1
j=1 ajkujuk в силу (2.1). Сравнивая коэффици-

енты при ujuk для 1 � j � k − 1 в последних двух равенствах и замечая, что
эти элементы линейно независимы в H4(B2k), получаем равенства 2djk = −ajk,
1 � j < k � n. Так как D и −A являются унипотентными верхнетреугольными
матрицами, получаем 2D = E −A.

Теперь предположим, что матрица A удовлетворяет соотношению

E −A = 2C1C2 · · ·Cn.

Тогда для соответствующей башни Ботта имеем ξk−1 = π∗
ik

(γ−2cikk). Следова-
тельно, можно выбрать подгруппу-окружность так, что расслоение ξk−1 примет
вид tπ∗

ik
(γ−2cikk) (как S1-расслоение), 1 < k � n. Тогда, как показывает рас-

суждение из доказательства теоремы 4.4, эта подгруппа-окружность действует
полусвободно и с изолированными неподвижными точками.

Пример 4.11. Как вытекает из теоремы 4.10, если башня Ботта допускает
полусвободно действующую подгруппу-окружность с изолированными непо-
движными точками, то матрица (2.2) может иметь только элементы 0 и −2
вне диагонали. Однако теорема 4.10 налагает более сильные условия на эту
матрицу. Например, при n = 3 башня Ботта, соответствующая матрице

A =

⎛
⎝−1 0 −2

0 −1 −2
0 0 −1

⎞
⎠ ,

не лежит в рассматриваемом классе, так как (E − A)/2 не разлагается в про-
изведение C1C2C3. При этом любая другая матрица, имеющая 0 и −2 вне
диагонали, подходит. Например, если

A =

⎛
⎝−1 −2 −2

0 −1 0
0 0 −1

⎞
⎠ ,

то имеем

1
2

(E −A) =

⎛
⎝1 1 1

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ =

⎛
⎝1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠

⎛
⎝1 1 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠

⎛
⎝1 0 1

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ .

Ясно, что не любая башня Ботта, гомеоморфная произведению сфер, до-
пускает полусвободно действующую подгруппу-окружность с изолированными
неподвижными точками (последнее условие сильнее даже при n = 2). В сле-
дующем параграфе рассмотрим класс башен Ботта, гомеоморфных произведе-
нию сфер.

§ 5. Топологическая классификация и когомологии

Следующее утверждение показывает, что башни Ботта, диффеоморфные
произведению сфер, можно определить по их кольцам когомологий. Это дает
частичный ответ на вопрос 2.3, сформулированный в § 2.
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Теорема 5.1. Башня Ботта B2n диффеоморфна произведению (CP 1)n тог-
да и только тогда, когда имеет место изоморфизм градуированных колец
H∗(B2n) ∼= H∗((CP 1)n).

Доказательство. Из леммы 2.1 получаем

H∗(B2n) = H∗(B2n−2
)
[un]

/(
u2

n − c1(ξn−1)un

)
.

Таким образом, можно представить каждый элемент из H2(B2n) в виде x+bun,
где x ∈ H2(B2n−2) и b ∈ Z. Так как

(x + bun)2 = x2 + 2bxun + b2u2
n = x2 + b(2x + bc1(ξn−1))un,

то квадрат элемента x + bun с b 
= 0 равен нулю тогда и только тогда, когда
x2 = 0 и 2x + bc1(ξn−1) = 0. Следовательно, элементы вида x + bun с b 
= 0,
квадраты которых равны нулю, порождают свободную подгруппу ранга один
в H2(B2n).

Предположим, что H∗(B2n) ∼= H∗((CP 1)n). Тогда в H2(B2n) существует
базис {x1, . . . , xn}, для которого x2

i = 0 при всех i. Сказанное в предыдущем
абзаце позволяет предположить, что элементы x1, . . . , xn−1 лежат в H2(B2n−2),
а xn не лежит в H2(B2n−2). Тогда можно считать, что xn =

∑n−1
i=1 bixi +un, где

bi ∈ Z. Произведение вида
∏

i∈I xi, где I – подмножество индексов {1, . . . , n},
лежит в H∗(B2n−2) тогда и только тогда, когда n /∈ I. Отсюда вытекает, что
кольцо H∗(B2n−2) порождается элементами x1, . . . , xn−1 и изоморфно кольцу
когомологий (CP 1)n−1. Следовательно, можно предположить по индукции,
что B2n−2 ∼= (CP 1)n−1.

Записав c1(ξn−1) =
∑n−1

i=1 aixi, получим, что

0 = x2
n =

(
un +

n−1∑
i=1

bixi

)2

=
n−1∑
i=1

(ai + 2bi)xiun +
( n−1∑

i=1

bixi

)2

.

Это может иметь место, только если отличны от нуля не более одного ai, так
как элементы xixj (i < j) и xiun образуют базис в H4(B2n). Следователь-
но, расслоение ξn−1 индуцируется из расслоения γ−2bi над CP 1 при помощи
некоторой проекции B2n−2 = (CP 1)n−1 → CP 1. Так как P (C ⊕ γ−2bi) явля-
ется топологически тривиальным расслоением (см. пример 2.2), то расслоение
с тотальным пространством B2n = P (C⊕ ξn−1) также тривиально.

Мы также можем эффективно описать класс матриц (2.2), соответствующих
тем башням Ботта, которые диффеоморфны произведению двумерных сфер.

Теорема 5.2. Башня Ботта B2n диффеоморфна (CP 1)n тогда и только
тогда, когда ее матрица (2.2) удовлетворяет тождеству

1
2

(E −A) = C1C2 · · ·Cn,

где каждая из Ck , 1 � k � n, является унипотентной верхнетреугольной
матрицей, которая может иметь не более одного ненулевого элемента над
диагональю, причем в k-м столбце.
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Доказательство. Рассуждение аналогично использованному при доказа-
тельстве теоремы 4.10. Единственное отличие в том, что теперь число cikk

в формуле c1(ξk−1) = −2cikkxik
является произвольным целым.

В оставшейся части этого параграфа обобщим результат теоремы 5.1 на про-
извольные квазиторические многообразия, но лишь в топологической катего-
рии (см. теорему 5.7).

Начнем с анализа алгебраической структуры когомологий квазиторического
многообразия над кубом. Хотя соответствующий анализ возможно провести и
над Z, для дальнейших рассуждений удобно привести коэффициенты по моду-
лю два. Пусть S – градуированная алгебра над Z/2, порожденная элементами
x1, . . . , xn степени один. Мы будем называть S квадратичной алгеброй Ботта
(или просто КБ-алгеброй) ранга n, если выполнены следующие два условия:

(C1) x2
k =

∑
i<k aikxixk, где aik ∈ Z/2 при 1 � k � n (в частности, x2

1 = 0);

(C2)
∏n

i=1 xi 
= 0.

Если B2n – башня Ботта, то из соотношений (2.1) вытекает, что когомологии
H∗(B2n; Z/2) являются КБ-алгеброй с удвоенной градуировкой, что оправды-
вает введенную выше терминологию. Все нижеследующие рассуждения оста-
ются верными для более широкого класса алгебр, у которых свойство (C1)
ослабляется следующим образом:

(P1′) x2
k =

∑
i<j�k aijkxixj , где aijk ∈ Z/2 при 1 � k � n.

Используя условие (C1), можно представить каждый элемент из S в ви-
де линейной комбинации мономов без квадратов. Обозначим такие мономы
xi1 · · ·xis через xI , где I = {i1, . . . , is}.

Лемма 5.3. Набор элементов {xI}, соответствующих всевозможным
подмножествам I ∈{1, . . . , n}, образуют аддитивный базис в S . В частнос-
ти, dimSq =

(
n
q

)
, где Sq обозначает градуированную компоненту степени q .

Доказательство. Из условия (C1) вытекает, что множество {xI} адди-
тивно порождает S. Упорядочим мономы xI , используя обратный лексико-
графический порядок на подмножествах индексов {1, . . . , n}. А именно, для
I = {i1, . . . , is} с i1 < · · · < is и J = {j1, . . . , js} с j1 < · · · < js положим xI < xJ ,
если ik < jk, и iq = jq при k + 1 � q � s.

Предположим, что имеется некоторое нетривиальное линейное соотношение
между мономами xI , и пусть xJ – максимальный моном, встречающийся в этом
соотношении. Тогда, использовав это соотношение, можно заменить сомножи-
тель xJ в произведении

∏n
i=1 xi, а затем использовать условие (C1) каждый

раз, когда появляется x2
k. В результате получим нуль, что противоречит усло-

вию (C2). Итак, нетривиальных линейных соотношений на мономы xI нет.

Лемма 5.4. Пусть задан градуированный эпиморфизм f из S в градуиро-
ванную алгебру S′ над Z/2, для которой S′

n−1 
= 0. Тогда размерность ядра
f : S1 → S′

1 не превосходит единицу. Более того, если размерность этого
ядра есть в точности один, то S′ является КБ-алгеброй ранга n− 1.
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Доказательство. Обозначим f(xi) через x̄i. Тогда соотношения (C1) име-
ют место для x̄1, . . . , x̄n. Предположим, что размерность ядра есть как мини-
мум два. Тогда найдутся такие p > q � 1, что

x̄p =
∑
i<p

bix̄i, x̄q =
∑
j<q

cj x̄j , (5.1)

где bi, cj ∈ Z/2. Из леммы 5.3 вытекает, что Sn−1 порождается элементами xI

с |I| = n− 1. Покажем, что x̄I = 0 для всех таких I, что противоречит предпо-
ложению S′

n−1 
= 0.
Пусть сначала q � 2. Так как |I| = n − 1, то множество I содержит p

или q. Заменим сомножители x̄p и x̄q в x̄I , используя соотношения (5.1), и затем
будем последовательно применять условие (C1) каждый раз, когда появляется
квадрат x̄2

k. В результате получим нуль.
Пусть теперь q = 1, т.е. x̄1 = 0. Тогда достаточно показать, что x̄I = 0

для I = {2, 3, . . . , n}. Заменим сомножитель x̄p в x̄I , используя (5.1), и затем
будем последовательно применять условие (C1) каждый раз, когда появляет-
ся x̄2

k с k � 2. Тогда в окончательном выражении каждое слагаемое будет
содержать x̄1, т.е. будет равно нулю.

Теперь докажем второе утверждение леммы. По предположению элемен-
ты x̄i удовлетворяют одному нетривиальному линейному соотношению. Пусть
x̄j – максимальный элемент, встречающийся в этом соотношении. Можно ис-
ключить x̄j из S′, используя это линейное соотношение и условие (C1). То-
гда (C1) будет иметь место для элементов x̄i с i 
= j. Следовательно, S′

n−1 по-
рождается элементом

∏
i�=j x̄i. Этот элемент не равен нулю, так как S′

n−1 
= 0.
Это доказывает, что S′ является КБ-алгеброй ранга n− 1.

Теорема 5.5. Пусть M – квазиторическое многообразие над многогран-
ником P . Тогда H2∗(M ; Z/2) является КБ-алгеброй ранга n тогда и только
тогда, когда P есть n-мерный куб.

Доказательство. Пусть P есть n-куб. Так как каждый главный минор
матрицы Λ� равен единице по модулю два, мы получаем, что матрица Λ� со-
пряжена унипотентной верхнетреугольной матрице, аналогично тому, как это
делалось при доказательстве леммы 3.3. (Матрица (3.7), в которой bi не обра-
щаются в нуль по модулю два для всех 1 � i � n, не может получиться, так
как ее определитель равен нулю по модулю два.) Тогда из (3.4) вытекает, что
H2∗(M ; Z/2) является КБ-алгеброй ранга n.

Теперь предположим, что H2∗(M ; Z/2) является КБ-алгеброй. Пусть br(M)
обозначает r-е число Бетти многообразия M и fs(P ) – число граней коразмер-
ности s + 1 многогранника P . Тогда

b2(M) = f0(P )− n, b4(M) = f1(P )− (n− 1)f0(P ) +
(

n

n− 2

)

(см. [8; теорема 3.1]) и из леммы 5.3 мы получаем, что

f0(P ) = 2n, f1(P ) = 2n(n− 1). (5.2)
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Для каждого характеристического подмногообразия Mi отображение огра-
ничения H∗(M ; Z/2) → H∗(Mi; Z/2) сюръективно [18; лемма 2.3]. Тогда из
лемм 5.3 и 5.4 вытекает, что b2(Mi) � b2(M)− 1 = n− 1. Следовательно,

f0(Fi) = (n− 1) + b2(Mi) � 2(n− 1), (5.3)

где Fi обозначает гипергрань, соответствующую Mi, и

f1(P ) =
1
2

2n∑
i=1

f0(Fi) � 2n(n− 1).

Сравнивая это с (5.2), получаем, что неравенство (5.3) обращается в равенст-
во для любого i, т.е. b2(Mi) = n − 1. Это означает, что ядро отображения
H2(M ; Z/2) → H2(Mi; Z/2) одномерно и H2∗(Mi; Z/2) является КБ-алгеброй
ранга n− 1 по лемме 5.4. Поэтому можно провести индуктивное рассуждение
по размерности n.

При n = 2 из соотношений (5.2) вытекает, что P является комбинаторным
квадратом. Пусть теорема верна для случая размерности n − 1, где n � 3.
Так как H2∗(Mi) является КБ-алгеброй ранга n−1, то каждая гипергрань в P

является (n− 1)-мерным кубом; в частности, любая двумерная грань является
квадратом. Тогда P является n-мерным кубом по лемме 4.6.

Лемма 5.6. Пусть M – квазиторическое многообразие над n-кубом. Если
имеет место изоморфизм колец H∗(M ; Q) ∼= H∗((CP 1)n; Q), то M эквива-
лентно башне Ботта.

Доказательство. Согласно предположению найдутся элементы y1, . . . , yn

в H2(M ; Q), порождающие кольцо H∗(M ; Q) и удовлетворяющие соотноше-
ниям y2

i = 0 при 1 � i � n. Пусть Mi ⊂ M – характеристическое под-
многообразие. Обозначим ограничение элемента yk на H2(Mi; Q) через ȳk.
Тогда элементы ȳ1, . . . , ȳn порождают кольцо H∗(Mi; Q), так как отображение
H∗(M ; Q) → H∗(Mi; Q) сюръективно. Так как b2(Mi) = n − 1, то между эле-
ментами ȳk имеется нетривиальное линейное соотношение. Используя это со-
отношение, можно исключить один из элементов, скажем ȳn. В результате по-
лучим сюръективное отображение Q[ȳ1, . . . , ȳn−1]/(ȳ2

1 , . . . , ȳ
2
n−1) → H∗(Mi; Q).

Так как размерности градуированных компонент степени 2q в обоих кольцах
равны

(
n−1

q

)
, сюръективное отображение является изоморфизмом. Поэтому

H∗(Mi; Q) ∼= H∗((CP 1)n−1; Q). Следовательно, можно применить индуктивное
рассуждение и предположить, что каждое Mi является башней Ботта.

Пусть Λ� – приведенная подматрица, соответствующая M . Тогда из лем-
мы 3.3 вытекает, что матрица −Λ� сопряжена унипотентной верхнетреугольной
матрице или матрице (3.7) с ненулевыми элементами bi, 1 � i � n. Достаточно
исключить второй случай. Предположим, что −Λ� есть матрица (3.7). Тогда
det(−Λ�) = −1, т.е.

n∏
i=1

bi = (−1)n2. (5.4)
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Используя (3.4), получаем

H∗(M) = Z[x1, . . . , xn]
/(

x1(x1 + b1x2), x2(x2 + b2x3), . . . , xn(bnx1 + xn)
)
,

где xi = vi+n для 1 � i � n. По предположению найдется ненулевой элемент
x ∈ H2(M, Q), квадрат которого равен нулю. Запишем x =

∑n
i=1 aixi для

некоторых ai ∈ Q. Тогда

0 =
( n∑

i=1

aixi

)2

=
n∑

i=1

a2
i x

2
i + 2

∑
i<j

aiajxixj

= −a2
1b1x1x2 − a2

2b2x2x3 − · · · − a2
nbnxnx1 + 2

∑
i<j

aiajxixj .

Отсюда вытекает, что

a2
1b1 = 2a1a2, a2

2b2 = 2a2a3, . . . , a2
nbn = 2ana1. (5.5)

Предположим, что ai 
= 0 для всех i. Перемножая все равенства из предыду-
щей формулы, получим

∏n
i=1 bi = 2n, что противоречит (5.4). Следовательно,

ai = 0 для некоторого i, но тогда из (5.5) вытекает, что ai = 0 для всех i.
Это противоречит предположению, что x =

∑n
i=1 aixi 
= 0. Следовательно,

матрица (3.7) не может быть приведенной характеристической матрицей, а M

эквивалентно башне Ботта.

Теперь можно доказать следующую теорему.

Теорема 5.7. Квазиторическое многообразие M гомеоморфно произведе-
нию (CP 1)n тогда и только тогда, когда имеет место изоморфизм градуи-
рованных колец H∗(M) ∼= H∗((CP 1)n).

Доказательство. Так как H∗((CP 1)n; Z/2) является КБ-алгеброй ранга n,
многогранник в пространстве орбит многообразия M является n-мерным ку-
бом по теореме 5.5. Тогда M является башней Ботта по лемме 5.6. Наконец,
M гомеоморфно (CP 1)n по теореме 5.1.

Сформулируем следующий вопрос, являющийся аналогом вопроса 2.3 для
квазиторических многообразий.

Вопрос 5.8. Верно ли, что изоморфизм градуированных колец H∗(M1) ∼=
H∗(M2) всегда влечет гомеоморфизм квазиторических многообразий M1 и M2?

В заключение авторы выражают благодарность Н.Э. Добринской и Донг
Иоп Са (Dong Youp Suh) за неформальные обсуждения квазиторических мно-
гообразий над кубами и произведениями симплексов и приносят извинения
за неполные ссылки на результаты [7] в первом препринте этой статьи (см.
www.arxiv.org). Мы также благодарим Такахико Иосиду (Takahiko Yoshida),
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который отметил трудности, возникающие при работе с квазиторическими мно-
гообразиями в гладкой категории. Второй автор выражает благодарность Най-
джелу Рэю (Nigel Ray) за введение в тематику исследований, связанных с баш-
нями Ботта, и замечательные обсуждения этого предмета. Наконец, второй ав-
тор благодарит Д.А. Тимашёва, привлекшего наше внимание к работе Ильин-
ского [6], что послужило для нас стимулом к рассмотрению ряда смежных
задач, связанных с полупростыми действиями окружности.
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