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Аннотация. Мы показываем, что алгебра когомологий дополнения
конфигурации координатных подпространств в m-мерном комплекс-
ном пространстве изоморфна алгебре когомологий кольца Стэнли–
Райснера (кольца граней) некоторого специального симплициаль-
ного комплекса на множестве из m вершин (кольцо граней рас-
сматривается как модуль над кольцом многочленов от m перемен-
ных). Далее мы вычисляем эту алгебру когомологий при помощи
стандартной резольвенты Кошуля для кольца многочленов. Для до-
казательства этих фактов мы строим эквивариантную относитель-
но действий тора гомотопическую эквивалентность между дополне-
нием конфигурации координатных подпространств и момент-угол-
комплексом, определяемым симплициальным комплексом. Момент-
угол-комплекс — это некоторое подмножество единичного поли-
диска в m-мерном комплексном пространстве, инвариантное относи-
тельно действия m-мерного тора. Этот комплекс является гладким
многообразием при условии, что симплициальный комплекс являет-
ся симплициальной сферой, но в общем случае имеет более слож-
ную структуру. Затем мы исследуем эквивариантную топологию
момент-угол-комплекса и применяем спектральную последователь-
ность Эйленберга–Мура. Также описаны условия при которых наши
результаты переходят в известные результаты о торических и сим-
плектических многообразиях.

1. Введение

В данной работе мы применяем результаты нашей предыдущей ста-
тьи [6] для описания топологии дополнений конфигураций комплексных
координатных подпространств. Конфигурация координатных подпро-
странств A (или просто координатная конфигурация) — это некоторое
множество координатных подпространств L комплексного пространства
Cm, а ее дополнение — это множество U(A) = Cm \ ⋃

L∈A L. Дополне-
ние U(A) всегда представляется в виде U(A) = U(A′)× (C∗)k, где A′ —
координатная конфигурация в Cm−k, не содержащая гиперплоскостей.
Имеется взаимно-однозначное соответствие между конфигурациями ко-
ординатных подпространств в Cm без гиперплоскостей и симплициаль-
ными комплексами на m вершинах v1, . . . , vm: каждая конфигурация
A определяет симплициальный комплекс K(A) и наоборот. А именно,
пусть |A| обозначает носитель

⋃
L∈A L координатной конфигурации A;
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тогда подмножество vI = {vi1 , . . . , vik} является (k− 1)-симплексом ком-
плекса K(A) тогда и только тогда, когда (m − k)-мерное координатное
подпространство LI ⊂ Cm, задаваемое уравнениями zi1 = . . . = zik = 0,
не принадлежит |A|. Конфигурация A очевидным образом восстанавли-
вается из ее симплициального комплекса K(A); поэтому в нашей рабо-
те мы используем обозначение U(K) вместо U

(A(K)
)
(более подробная

информация о связи координатных конфигураций и симплициальных
комплексов приводится в начале раздела 2).

Конфигурации подпространств и их дополнения играют ключевую
роль во многих конструкциях комбинаторики, алгебраической и сим-
плектической геометрии, механики и т.д.; они также возникают как кон-
фигурационные пространства различных классических систем. В связи
с этим топология дополнений конфигураций привлекала многих мате-
матиков на протяжении последних двух десятилетий. Первые важные
результаты здесь связаны с конфигурациями гиперплоскостей (не обяза-
тельно координатных) в Cm. Арнольдом [1] и Брискорном [4] было пока-
зано, что алгебра когомологий соответствующего дополнения U(A) изо-
морфна алгебре дифференциальных форм, порожденной замкнутыми
формами 1

2πi
dFA
FA

, где FA — линейная форма, задающая гиперплоскость
A, принадлежащую конфигурации. Орлик и Соломон [18] доказали, что
алгебра когомологий дополнения конфигурации гиперплоскостей зави-
сит только от комбинаторики пересечений гиперплоскостей и представи-
ли H∗(U(A)

)
в виде образующих и соотношений. В общей ситуации име-

ется теорема Горески–Макферсона [15, Часть III], выражающая группы
когомологий H i

(
U(A)

)
(без кольцевой структуры) как сумму групп го-

мологий подкомплексов некоторого симплициального комплекса. Этот
комплекс, называемый порядковым (или флаговым) комплексом, опре-
деляется в терминах комбинаторики пересечений подпространств из A.
Доказательство этого результата использует методы стратифицирован-
ной теории Морса, развитые в [15]. Другой способ описания алгебры ко-
гомологий дополнения конфигурации подпространств был недавно пред-
ложен де Кончини и Прочези [12]. Они доказали, что рациональное коль-
цо когомологий дополнения U(A) также определяется комбинаторикой
пересечений. Эти результаты были развиты Юзвинским в [23]. В слу-
чае конфигураций координатных подпространств порядковый комплекс
является барицентрическим подразделением некоторого симплициаль-
ного комплекса K̃, а слагаемые в формуле Горески–Макферсона явля-
ются группами гомологий линков симплексов из K̃. Комплекс K̃ имеет
то же множество вершин v1, . . . , vm, что и наш симплициальный ком-
плекс K, и “двойственен"последнему в следующем смысле: множество
vI = {vi1 , . . . , vik} порождает симплекс комплекса K̃ если и только если
дополнение {v1, . . . , vm} \ vI не порождает симплекс K. Операция умно-
жения классов когомологий дополнения конфигурации координатных
подпространств была описана в [13] в комбинаторных терминах при по-
мощи комплекса K̃ и описанной выше интерпретации формулы Горески–
Макферсона.

В нашей работе мы предпочитаем использовать для описания коор-
динатной конфигурации симплициальный комплекс K вместо K̃, так
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как такой подход раскрывает новые взаимосвязи топологии дополнений
конфигураций подпространств с коммутативной алгеброй и геометрией
торических многообразий. Мы показываем, что дополнение U(K) го-
мотопически эквивалентно так называемому момент-угол-комплексу
ZK , определяемому симплициальным комплексом K. Комплекс ZK

представляет собой компактное подмножество единичного поли-диска
(D2)m ⊂ Cm, инвариантное относительно стандартного действия то-
ра Tm на (D2)m. В то же время, ZK является гомотопическим слоем
клеточного вложения i : B̃T K ↪→ BTm, где BTm — классифицирую-
щее пространство для тора Tm со стандартной клеточной структурой,
а B̃T K — клеточный подкомплекс, когомологии которого изоморфны
кольцу Стэнли–Райснера (также известному как кольцо граней) k(K)
симплициального комплекса K. Затем мы вычисляем алгебру когомо-
логий ZK (или U(K)) при помощи спектральной последовательности
Эйленберга–Мура. В качестве результата мы получаем алгебраическое
описание алгебры когомологий U(K) как биградуированной алгебры ко-
гомологий Tork[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
кольца граней k(K). При помощи стан-

дартной резольвенты Кошуля последняя алгебра может быть выражена
как алгебра когомологий дифференциальной биградуированной алгебры
k(K)⊗Λ[u1, . . . , um], где Λ[u1, . . . , um] — внешняя алгебра, а дифферен-
циал отображает внешнюю образующую ui в vi ∈ k(K) = k[v1, . . . , vm]/I.
Рациональные модели де Кончини и Прочези [12] и Юзвинского [23]
можно также интерпретировать как приложение резольвенты Кошуля к
когомологиям дополнений конфигураций подпространств, однако роль
кольца граней стала ясна лишь после нашей работы [6].

В случае, когда K является (n − 1)-мерной симплициальной сферой
(например, если K является граничным комплексом n-мерного выпук-
лого симплициального многогранника), наш момент-угол-комплекс ZK

оказывается гладким (m + n)-мерным многообразием (таким образом,
U(K) имеет гомотопический тип гладкого многообразия). Этот важ-
ный частный случай наших конструкций был подробно изучен в рабо-
тах [5], [6]. Топологические свойства таких многообразий ZK представ-
ляют большой интерес благодаря их взаимосвязям с комбинаторикой
многогранников, симплектической геометрией и геометрией торических
многообразий; последний момент был отправной точкой в нашем изуче-
нии конфигураций координатных подпространств. Классическое опре-
деление торических многообразий (см. [10], [14]) основано на комбина-
торном понятии веера. Однако, как недавно было показано несколькими
авторами (см., например, [2], [3], [9]), в случае когда веер, определяю-
щий торическое многообразие M является симплициальным, M можно
также определять как геометрический фактор дополнения U(K) отно-
сительно некоторого действия алгебраического тора (C∗)m−n (здесь K —
симплициальный комплекс, определяемый веером). Наше момент-угол-
многообразие ZK представляет собой прообраз регулярной точки в об-
разе отображения моментов U(K) → Rm−n для гамильтонова действия
компактного тора Tm−n ⊂ (C∗)m−n.

В работе [11] Дэвисом и Янушкевичем было введено понятие квази-
торического многообразия (также известного как унитарное торическое
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многообразие), которое можно рассматривать как естественное тополо-
гическое обобщение понятия гладкого торического многообразия. Ква-
зиторичекое многообразие M2n допускает гладкое действие тора Tn, ко-
торое локально выглядит как стандартное действие Tn на Cn; при этом
требуется, чтобы пространство орбит являлось n-мерным шаром, снаб-
женным комбинаторной структурой простого выпуклого многогранника
при помощи множеств неподвижных точек соответствующих подторов.
Квазиторические многообразия обладают замечательными топологиче-
скими, геометрическими и комбинаторными свойствами; после пионер-
ской работы [11] многочисленные новые взаимосвязи были обнаружены
различными авторами (см. [7], [8], [5], [6], [19], [20], и дополнительные
ссылки в этих работах). Комплекс, двойственный к граничному ком-
плексу простого многогранника в пространстве орбит квазиторического
многообразия, является симплициальной сферой. Поэтому многие ре-
зультаты настоящей работы можно рассматривать как обобщение на-
ших предыдущих конструкций с симплициальными сферами на случай
общих симплициальных комплексов. Отметим также, что некоторые на-
ши определения и конструкции (например, конструкция Бореля BT P )
впервые появились в работе [11] в том или ином виде; в таких случаях
мы старались сохранить изначальные обозначения.

Авторы выражают особую благодарность Найджелу Рэю за стимули-
рующие обсуждения и плодотворное сотрудничество, которые вдохнови-
ли некоторые идеи и конструкции из нашей работы. Мы также благодар-
ны Наталье Добринской, которая обратила наше внимание на работу [3],
открывающую некоторые взаимосвязи между торическими многообра-
зиями и конфигурациями координатных подпространств, и Сергею Юз-
винскому, который указал нам на результаты препринта [13].

2. Гомотопическая реализация дополнения конфигурации
координатных подпространств

Пусть Cm — комплексное m-мерное пространство с координатами
z1, . . . , zm. Для любого подмножества индексов I = {i1, . . . , ik} обозна-
чим через LI (m−k)-мерное координатное подпространство, задаваемое
уравнениями zi1 = . . . = zik = 0. Заметим, что L{1,...,m} = {0} и L∅ = Cm.

Определение 2.1. Конфигурацией координатных подпространств
(или координатной конфигурацией) A называется произвольное множе-
ство координатных подпространств LI . Дополнением конфигурации A
называется подмножество

U(A) = Cm \
⋃

LI∈A
LI ⊂ Cm.

В дальнейшем мы будем различать координатную конфигурацию A
рассматриваемую как абстрактное множество подпространств и ее но-
ситель |A| — подмножество

⋃
LI∈A LI ⊂ Cm. Если I ⊂ J и LI ⊂ |A|,

то LJ ⊂ |A|. Если координатная конфигурация A содержит гиперплос-
кость zi = 0, то ее дополнение U(A) представляется в виде U(A0)× C∗,
где A0 — конфигурация координатных подпространств в гиперплоско-
сти {zi = 0} и C∗ = C \ {0}. Таким образом, для любой координатной
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конфигурации A ее дополнение U(A) представляется в виде

U(A) = U(A′)× (C∗)k,

где A′ — координатная конфигурация в Cm−k, не содержащая гипер-
плоскостей. С учетом этого замечания мы ограничимся рассмотрением
координатных конфигураций, не содержащих гиперплоскостей.

Конфигурация координатных подпространств A в Cm (без гипер-
плоскостей) определяет симплициальный комплекс K(A) с m верши-
нами v1, . . . , vm следующим образом: скажем, что подмножество vI =
{vi1 , . . . , vik} является (k− 1)-симплексом комплекса K(A), если и толь-
ко если LI 6⊂ |A|.
Пример 2.2. 1) Пусть A = ∅; тогда K(A) представляет собой (m− 1)-
мерный симплекс ∆m−1.

2) Пусть A = {0}; тогда K(A) = ∂∆m−1 — граница (m−1)-симплекса.

С другой стороны, симплициальный комплекс K на множестве вер-
шин {v1, . . . , vm} определяет координатную конфигурацию A(K) такую,
что LI ⊂ |A| если и только если vI = {vi1 , . . . , vik} не является симплек-
сом K. Заметим, что если K ′ ⊂ K — подкомплекс, то A(K) ⊂ A(K ′).
Итак, мы имеем обращающее порядок взаимно-однозначное соответ-
ствие между симплициальными комплексами на m вершинах и конфи-
гурациями координатных подпространств в Cm без гиперплоскостей.

Обозначим теперь через U(K) = Cm \ |A(K)| дополнение координат-
ной конфигурации A(K).

Пример 2.3. 1) Пусть K = ∆m−1 есть (m − 1)-simplex; тогда U(K) =
Cm.

2) Пусть K = ∂∆m−1; тогда U(K) = Cm \ {0}.
3) Пусть K представляет собой несвязное объединение m вершин;

тогда U(K) получается удалением из Cm всех координатных подпро-
странств коразмерности два, т.е. вида zi = zj = 0, i, j = 1, . . . , m.

Пусть теперь k — произвольное поле, которое мы будем называть ос-
новным полем. Образуем кольцо многочленов k[v1, . . . , vm], где vi рас-
сматриваются как переменные.

Определение 2.4. Кольцом граней (или кольцом Стэнли–Райснера)
(обозначается k(K)) симплициального комплекса K называется фактор-
кольцо k[v1, . . . , vm]/I кольца многочленов, где

I = (vi1 · · · vis : {vi1 , . . . , vis} не порождает симплекс K) .

Таким образом, кольцо граней является факторкольцом кольца мно-
гочленов по некоторому идеалу, порожденному мономами степени > 2,
не содержащими квадратов. Мы превратим k(K) в градуированное коль-
цо полагая deg vi = 2, i = 1, . . . ,m.

Пример 2.5. 1) Пусть K = ∆m−1; тогда k(K) = k[v1, . . . , vm].
2) Пусть K = ∂∆m−1 — граничный комплекс (m−1)-симплекса; тогда

k(K) = k[v1, . . . , vm]/(v1 · · · vm).
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Компактный тор Tm действует на Cm диагонально; при этом, так как
конфигурация A(K) состоит из координатных подпространств, это дей-
ствие также определено на U(K). Обозначим через BT K соответствую-
щую конструкцию Бореля:

(1) BT K = ETm ×T m U(K),

где ETm — стягиваемое пространство универсального Tm-расслоения
ETm → BTm над классифицирующим пространством BTm = (CP∞)m.
Таким образом, BT K является тотальным пространством расслоения
BT K → BTm со слоем U(K).

Пространство BTm имеет каноническое клеточное разбиение (каждый
сомножитель CP∞ имеет по одной клетке в каждой четной размерно-
сти). Для любого множества индексов I = {i1, . . . , ik} имеется клеточный
подкомплекс BT k

I = BT k
i1,...,ik

⊂ BTm, гомеоморфный BT k.

Определение 2.6. Для данного симплициального комплекса K с мно-
жеством вершин {v1, . . . , vm} введем клеточный подкомплекс B̃T K ⊂
BTm, представляющий собой объединение подкомплексов BT k

I по всем
I таким, что vI является симплексом K.

Пример 2.7. Пусть K представляет собой несвязное объединение m

вершин v1, . . . , vm. Тогда B̃T K есть букет m экземпляров CP∞.

Кольцо когомологий пространства BTm изоморфно кольцу многочле-
нов k[v1, . . . , vm] (все когомологии рассматриваются с коэффициентами
в основном поле k).

Лемма 2.8. Кольцо когомологий комплекса B̃T K изоморфно кольцу гра-
ней k(K). Вложение i : B̃T K ↪→ BTm индуцирует проекцию на фактор-
кольцо i∗ : k[v1, . . . , vm] → k(K) = k[v1, . . . , vm]/I в когомологиях.

Доказательство. Доказательство проведем по индукции по числу сим-
плексов K. Если K представляет собой несвязное объединение вершин
v1, . . . , vm, то B̃T K есть букет m экземпляров CP∞ (см. пример 2.7).
В размерности ноль H∗(B̃T K) есть просто k, а в размерностях > 1
это кольцо изоморфно k[v1] ⊕ · · · ⊕ k[vm]. Следовательно, H∗(B̃T K) =
k[v1, . . . , vm]/I, где I — идеал, порожденный всеми мономами степени
> 2 не содержащих квадратов, а i∗ представляет собой проекцию на
факторкольцо. Итак, лемма доказана в случае dimK = 0.

Предположим теперь, что симплициальный комплекс K получен из
симплициального комплекса K ′ добавлением одного (k−1)-мерного сим-
плекса vI = {vi1 , . . . , vik}. По предположению индукции, лемма выпол-
нена для комплекса K ′, то есть i∗H∗(BTm) = H∗(B̃T K ′) = k(K ′) =
k[v1, . . . , vm]/I ′. В силу определения 2.6, комплекс B̃T K есть объедине-
ние комплекса B̃T K ′ и подкомплекса BT k

i1,...,ik
⊂ BTm. Тогда H∗(B̃T K ′∪

BT k
i1,...,ik

) = k[v1, . . . , vm]/I = k(K ′ ∪ vI), где идеал I порожден I ′ и
vi1vi2 · · · vik . ¤

Пусть Im — стандартный m-мерный куб в Rm:

Im = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm : 0 6 yi 6 1, i = 1, . . . , m}.
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Рис. 1. Кубический комплекс CK .

Симплициальный комплекс K с m вершинами v1, . . . , vm определяет ку-
бический комплекс CK , канонически вложенный в граничный комплекс
куба Im.

Определение 2.9. Для (k − 1)-мерного симплекса vJ = {vj1 , . . . , vjk
}

комплекса K обозначим через CJ грань размерности k куба Im, выде-
ляемую m− k уравнениям

yi = 1, i /∈ {j1, . . . , jk}.
Далее, определим кубический подкомплекс CK ⊂ Im как объединение
граней CJ по всем симплексам vJ комплекса K.

Замечание. Наш кубический подкомплекс CK ⊂ Im является геометри-
ческой реализацией абстрактного кубического комплекса в конусе над
барицентрическим подразделением комплекса K (см. [11, p. 434]). Дей-
ствительно, пусть ∆m−1 есть (m − 1)-мерный симплекс с множеством
вершин {v1, . . . , vm}, а ∆̂m−1 — барицентрическое подразделение ∆m−1,
то есть вершины ∆̂m−1 соответствуют симплексам vJ ⊂ ∆m−1. Построим
отображение ι : ∆̂m−1 → Im следующим образом: отобразим вершину vJ

комплекса ∆̂m−1 в вершину куба Im с координатами yj = 0 для j ∈ J и
yj = 1 для j /∈ J , а затем продолжим отображение линейно на каждом
симплексе комплекса ∆̂m−1. Образом ∆̂m−1 при этом отображении яв-
ляется объединение граней куба Im, содержащих нуль. Затем построим
отображение Cι из конуса C∆̂m−1 над ∆̂m−1 в Im отправляя вершину
конуса в вершину (1, . . . , 1) куба и продолжая линейно на симплексах
комплекса C∆̂m−1. Образом C∆̂m−1 при отображении Cι является весь
куб Im. Пусть теперь K — симплициальный комплекс на множестве вер-
шин {v1, . . . , vm}. Как только мы зафиксировали нумерацию вершин, мы
можем рассматривать K как симплициальный подкомплекс в ∆m−1. То-
гда наш кубический комплекс CK ⊂ Im из определения 2.9 есть просто
образ Cι(CK̂) конуса над барицентрическим подразделением комплекса
K при отображении Cι.

Пример 2.10. На рис. 1 а) и б) изображен кубический комплекс CK

в случаях, когда K есть несвязное объединение 3 вершин и граничный
комплекс 2-симплекса соответственно.
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Замечание. В случае, когда K является двойственным комплексом к
граничному комплексу n-мерного простого многогранника Pn, кубиче-
ский комплекс CK совпадает с кубическим разбиением Pn, изучавшимся
в работе [6].

Пространство орбит диагонального действия тора Tm на Cm пред-
ставляет собой положительный конус

Rm
+ = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm : yi > 0, i = 1, . . . ,m}.

Проекция Cm → Rm
+ на пространство орбит задается как (z1, . . . , zm) →

(|z1|2, . . . , |zm|2). Пространством орбит ограничения этого действия на
стандартный поли-диск

(D2)m = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi| 6 1, i = 1, . . . , m} ⊂ Cm,

является стандартный куб Im ⊂ Rm
+ .

Пусть UR(K) ⊂ Rm
+ обозначает пространство орбит U(K)/Tm. Заме-

тим, что если мы рассматриваем Rm
+ как подмножество в Cm, то UR(K)

есть просто “вещественная часть": UR(K) = U(K) ∩ Rm
+ .

Определение 2.11. Эквивариантный момент-угол-комплекс ZK ⊂
Cm, соответствующий симплициальному комплексу K есть Tm-
пространство, определяемое из коммутативной диаграммы

ZK −−−−→ (D2)m

y
y

CK −−−−→ Im,

где правая вертикальная стрелка обозначает проекцию на пространство
орбит для диагонального действия тора Tm, а нижняя вертикальная
стрелка обозначает вложение кубического комплекса CK в Im.

Лемма 2.12. CK ⊂ UR(K) и ZK ⊂ U(K).

Доказательство. Определение 2.11 показывает, что второе утвержде-
ние следует из первого. Для доказательства первого утверждения заме-
тим, что точка если a = (y1, . . . , ym) ∈ CK имеет координаты yi1 = . . . =
yik = 0, то vI = {vi1 , . . . , vik} является симплексом K, следовательно,
LI 6⊂ |A(K)|. ¤
Лемма 2.13. Дополнение U(K) эквивариантно гомотопически эквива-
лентно момент-угол-комплексу ZK .

Доказательство. Мы построим ретракцию r : UR(K) → CK , которая
накрывается эквивариантной ретракцией U(K) → ZK . Последняя ре-
тракция и будет требуемой гомотопической эквивалентностью.

Ретракцию r : UR(K) → CK будет строить индуктивно, начиная с гра-
ничного комплекса (m−1)-мерного симплекса и последовательно удаляя
симплексы положительной размерности, пока не получим K. На каж-
дом шаге мы будем строить некоторую ретракцию, и композиция этих
ретракций будет давать требуемую ретракцию r. Если K = ∂∆m−1 яв-
ляется граничным комплексом (m− 1)-симплекса, то UR(K) = Rm

+ \ {0}
и ретракция r показана на Рис. 2. Теперь предположим, что симплици-
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Рис. 2. Ретракция r : UR(K) → CK для K = ∂∆m−1.

альный комплекс K получен удалением одного (k−1)-мерного симплек-
са vJ = {vj1 , . . . , vjk

} из симплициального комплекса K ′. По предполо-
жению индукции, лемма доказана для K ′, то есть имеется ретракция
r′ : UR(K ′) → CK′ с требуемыми свойствами. Рассмотрим грань CJ ⊂ Im

(см. определение 2.9). Так как vJ не является симплексом K, точка a
с координатами yj1 = . . . = yjk

= 0, yi = 1, i /∈ {j1, . . . , jk}, не принад-
лежит U(K). Поэтому мы можем применить ретракцию изображенную
на Рис. 2 на грани CJ с начальной точкой a. Обозначим эту ретрак-
цию rJ . Положим теперь r = rJ ◦ r′. Легко проверить, что r есть в
точности требуемая ретракция. ¤
Пример 2.14. 1) Пусть K = ∂∆m−1 — граничный комплекс (m −
1)-мерного симплекса; тогда ZK гомеоморфно (2m − 1)-мерной сфере
S2m−1.

2) Если K является комплексом, двойственным к граничному ком-
плексу n-мерного простого многогранника Pn, то ZK гомеоморфно глад-
кому (m + n)-мерному многообразию. Это многообразие, обозначаемое
ZP , является главным объектом исследования в работе [6].

Следствие 2.15. Конструкция Бореля ETm ×T m ZK гомотопически
эквивалентна BT K.

Доказательство. Ретракция r : U(K) → ZK , построенная при до-
казательстве леммы 2.13, эквивариантна относительно действий тора
Tm на U(K) и ZK . Тогда следствие вытекает из определения BT K =
ETm ×T m U(K). ¤

В дальнейшем мы не будем различать пространства (конструкции Бо-
реля) ETm ×T m ZK и BT K = ETm ×T m U(K).

Теорема 2.16. Клеточное вложение i : B̃T K ↪→ BTm (см. определе-
ние 2.6) и расслоение p : BT K → BTm (см. (1)) гомотопически эквива-
лентны. В частности, B̃T K и BT K имеют один гомотопический тип.

Доказательство. Пусть π : ZK → CK обозначает проекцию на про-
странство орбит для действия тора на момент-угол комплексе ZK

(см. определение 2.11). Для каждого подмножества I = {i1, . . . , ik} ⊂
{1, . . . , m} обозначим через BI следующее подмножество поли-диска
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(D2)m: BI = B1 × · · · × Bm ⊂ D2 × · · · × D2 = (D2)m, где Bi есть диск
D2 если i ∈ I и Bi есть граница S1 диска D2 если i /∈ I. Таким образом,
BI

∼= (D2)k × Tm−k, k = |I|. Легко видеть, что если CI является гранью
кубического комплекса CK (см. определение 2.9), то π−1(CI) = BI . Если
мы имеем I ⊂ J , то BI канонически отождествляется с подмножеством
BJ . Следовательно комплекс ZK склеивается из подмножеств BI , соот-
ветствующих симплексам vI комплекса K. (Эта идея может быть также
использована для доказательства того факта, что ZK является гладким
многообразием при условии, что K является двойственным комплексом
к граничному комплексу простого многогранника, см. [6, теорема 2.4].)

Для каждого симплекса vI ⊂ K подмножество BI ⊂ ZK инвариант-
но относительно действия тора Tm на ZK . Следовательно, конструк-
ция Бореля BT K = ETm ×T m ZK также склеивается из конструкций
Бореля ETm ×T m BI (сравните это с локальной конструкцией BT P
из [11, p. 435]). Последнее пространство может быть разложено как
ETm ×T m BI =

(
ET k ×T k (D2)k

) × ETm−n, что гомотопически экви-
валентно BT k

I . Следовательно, ограничение проекции p : BT K → BTm

на ETm ×T m BI гомотопически эквивалентно вложению BT k
I ↪→ BTm.

Эти гомотопические эквивалентности для всех симплексов vI ⊂ K скле-
иваются вместе в требуемую гомотопическую эквивалентность между
p : BT K → BTm и i : B̃T K ↪→ BTm. ¤
Следствие 2.17. Дополнение U(K) конфигурации координатных под-
пространств является гомотопическим слоем клеточного вложения
i : B̃T K ↪→ BTm. ¤
Следствие 2.18. Кольцо H∗

T m

(
U(K)

)
Tm-эквивариантных когомоло-

гий дополнения U(K) изоморфно кольцу граней k(K).

Доказательство. Мы имеем H∗
T m

(
U(K)

)
= H∗(ETm ×T m U(K)

)
=

H∗(BT K). Теперь следствие вытекает из леммы 2.8 и теоремы 2.16. ¤

3. Кольцо когомологий U(K)

Пусть имеется k[v1, . . . , vm]-свободная резольвента кольца гра-
ней k(K) как градуированного модуля над кольцом многочленов
k[v1, . . . , vm]:

(2) 0 → R−h d−h−−−−→ R−h+1 d−h+1−−−−→ · · · → R−1 d−1−→ R0 d0−→ k(K) → 0
(заметим, что в силу теоремы Гильберта о сизигиях, в предыдущей фор-
муле h 6 m). Применяя функтор ⊗k[v1,...,vm]k к (2), мы получаем коцеп-
ной комплекс:

0 −→ R−h ⊗k[v1,...,vm] k −→ · · · −→ R0 ⊗k[v1,...,vm] k −→ 0,

когомологии которого обозначаются Tor−i
k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
. Так как все

R−i в резольвенте (2) являются градуированными k[v1, . . . , vm]-модуля-
ми, Tor−i

k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
=

⊕
j Tor−i,j

k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
является градуи-

рованным k-модулем, а

(3) Tork[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
=

⊕

i,j

Tor−i,j
k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
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является биградуированным k-модулем. Заметим, что у его ненулевых
элементов первая градуировка всегда неположительна, а вторая — неот-
рицательна и четна (так как deg vi=2). Биградуированный k-модуль (3)
можно также рассматривать как просто градуированный модуль отно-
сительно полной степени −i + j. Числа Бетти

β−i
(
k(K)

)
= dimk Tor−i

k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)

и

β−i,2j
(
k(K)

)
= dimk Tor−i,2j

k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)

представляют большой интерес для геометрической комбинаторики; они
изучались различными авторами (см., например, [22]). Мы упомянем
лишь один результат Хохстера, который сводит вычисление β−i,2j

(
k(K)

)
к вычислению гомологий подкомплексов симплициального комплекса K.

Теорема 3.1 (Хохстер [16], [22]). Ряд Гильберта
∑

j β−i,2j
(
k(K)

)
t2j мо-

дуля Tor−i
k[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
вычисляется по формуле

∑

j

β−i,2j
(
k(K)

)
t2j =

∑

I⊂{v1,...,vm}

(
dimk H̃|I|−i−1(KI)

)
t2|I|,

где KI — подкомплекс K, состоящий из всех симплексов с вершинами
в I. ¤

Заметим, что вычисление чисел β−i,2j
(
k(K)

)
, основанное на этой тео-

реме становится весьма сложным даже для небольших комплексов K.
Оказывается, что модуль Tork[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
допускает естествен-

ную структуру биградуированной алгебры, и соответствующая градуи-
рованная алгебра есть в точности алгебра когомологий H∗(U(K)

)
:

Теорема 3.2. Имеет место следующий изоморфизм градуированных
алгебр:

H∗(U(K)
) ∼= Tork[v1,...,vm]

(
k(K),k

)

Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму

(4)

Ũ(K) −−−−→ ETm

y
y

B̃T K
i−−−−→ BTm,

где левая вертикальная стрелка обозначает индуцированное расслое-
ние. Следствие 2.17 показывает, что Ũ(K) гомотопически эквивалентно
U(K).

Из (4) мы получаем, что алгебры клеточных коцепей C∗(B̃T K) и
C∗(ETm) являются модулями над C∗(BTm). Как следует из доказа-
тельства леммы 2.8, мы имеем C∗(B̃T K) = k(K), а i∗ : C∗(BTm) =
k[v1, . . . , vm] → k(K) = C∗(B̃T K) является эпиморфизмом на фактор-
кольцо. Так как пространство ETm стягиваемо, мы имеем цепную экви-
валентность C∗(ETm) → k. Следовательно, имеет место изоморфизм

(5) TorC∗(BT m)

(
C∗(B̃T K), C∗(ETm)

) ∼= Tork[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
.
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Спектральная последовательность Эйленберга–Мура (см. [21, Th. 1.2])
коммутативного квадрата (4) имеет член E2 следующего вида

E2 = TorH∗(BT m)

(
H∗(B̃T K),H∗(ETm)

)

и сходится к TorC∗(BT m)(C∗(B̃T K), C∗(ETm)). Так как

TorH∗(BT m)(H
∗(B̃T K),H∗(ETm)) = Tork[v1,...,vm]

(
k(K),k

)
,

из (5) вытекает, что спектральная последовательность вырождается в
члене E2, то есть E2 = E∞. Далее, предложение 3.2 из [21] показыва-
ет, что модуль TorC∗(BT m)

(
C∗(B̃T K), C∗(ETm)

)
является алгеброй, изо-

морфной алгебре когомологий H∗(Ũ(K)
)
, что завершает доказатель-

ство. ¤

Наша следующая теорема дает явное описание алгебры H∗(U(K)
)
как

алгебры когомологий простой дифференциальной биградуированной ал-
гебры. Рассмотрим тензорное произведение k(K)⊗Λ[u1, . . . , um] кольца
граней k(K) = k[v1, . . . , vm]/I и внешней алгебры Λ[u1, . . . , um] с m об-
разующими, и превратим его в дифференциальную биградуированную
алгебру, полагая

bideg vi = (0, 2), bideg ui = (−1, 2),

d(1⊗ ui) = vi ⊗ 1, d(vi ⊗ 1) = 0(6)

и требуя, чтобы d был дифференцированием алгебр.

Теорема 3.3. Имеет место следующий изоморфизм градуированных
алгебр:

H∗(U(K)
) ∼= H

[
k(K)⊗ Λ[u1, . . . , um], d

]
,

(правая часть является градуированной алгеброй относительно полной
степени).

Доказательство. Превратим k в k[v1, . . . , vm]-модуль при помощи гомо-
морфизма, который отображает 1 в 1 и vi в 0. Рассмотрим резольвенту
Кошуля (см., например, [17, Глава VII, § 2]) k[v1, . . . , vm]-модуля k:

[
k[v1, . . . , vm]⊗ Λ[u1, . . . , um], d

]
,

где дифференциал d определен как в (6). Так как биградуированное
периодическое произведение Tork[v1,...,vm]( , ) является симметрической
функцией своих аргументов, мы имеем

TorΓ
(
k(K),k

)
= H

[
k(K)⊗Γ Γ⊗ Λ[u1, . . . , un], d

]
=

[
Γ⊗ Λ[u1, . . . , um], d

]
,

где мы обозначили Γ = k[v1, . . . , vm]. Так как в силу теоремы 3.2
H∗(U(K)

) ∼= TorΓ
(
k(K),k

)
, мы получаем требуемый изоморфизм. ¤

Заметим, что предыдущая теорема не только вычисляет алгебру ко-
гомологий дополнения U(K), но также превращает последнюю в бигра-
дуированную алгебру.

Следствие 3.4. Спектральная последовательность Лере–Серра рас-
слоения Ũ(K) → B̃T K со слоем Tm (см. (4)) вырождается в члене E3.
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Доказательство. Рассматриваемая спектральная последовательность
сходится к H∗(Ũ(K)

)
= H∗(U(K)

)
и имеет

E2 = H∗(B̃T K)⊗H∗(Tm) = k(K)⊗ Λ[u1, . . . , um].

Легко видеть, что дифференциал в члене E2 действует как в (6). Следо-
вательно, E3 = H[E2, d] = H

[
k(K)⊗ Λ[u1, . . . , um]

]
= H∗(U(K)

)
, в силу

теоремы 3.3. ¤
Предложение 3.5. Предположим, что моном

vα1
i1

. . . v
αp

ip
uj1 . . . ujq ∈ k(K)⊗ Λ[u1, . . . , um],

где i1 < . . . < ip, j1 < . . . < iq, представляет нетривиальный класс кого-
мологий в H∗(U(K)

)
. Тогда α1 = . . . = αp = 1, {vi1 , . . . , vip} порождает

симплекс K и {i1, . . . , ip} ∩ {j1, . . . , jq} = ∅.

Доказательство. См. [6, лемма 5.3]. ¤
Как уже отмечалось выше (см. пример 2.14), если K является гра-

ничным комплексом выпуклого симплициального многогранника (или,
эквивалентно, K является двойственным комплексом к граничному ком-
плексу простого многогранника), или по крайней мере симплициаль-
ной сферой, то U(K) имеет гомотопический тип гладкого многообра-
зия ZK . Как показано в [6, Теорема 2.10], соответствующая гомото-
пическая эквивалентность может быть интерпретирована как проекция
U(K) → U(K)/Rm−n ∼= ZK на пространство орбит для некоторого дей-
ствия Rm−n на U(K).

Конфигурации координатных подпространств A(K) и их дополнения
U(K) играют важную роль в теории торических многообразий и сим-
плектической геометрии (см., например, [2], [3], [9]). А именно, каж-
дое n-мерное симплициальное торическое многообразие M , определяе-
мое (симплициальным) веером Σ в Zn с m одномерными конусами может
быть получено как геометрический фактор U(KΣ)/G. Здесь G есть неко-
торая подгруппа комплексного тора (C∗)m, изоморфная (C∗)m−n, а KΣ

есть симплициальный комплекс, определяемый веером Σ (i-симплексы
комплекса KΣ соответствуют (i + 1)-мерным конусам веера Σ). Глад-
кое проективное торическое многообразие M является симплектическим
многообразием вещественной размерности 2n. Это многообразие может
быть получено в результате процесса симплектической редукции сле-
дующим образом. Пусть GR ∼= Tm−n — максимальная компактная под-
группа G, а µ : Cm → Rm−n — отображение моментов для гамильтонова
действия группы GR на Cm. Тогда для любого регулярного значения
a ∈ Rm−n отображения µ имеет место диффеоморфизм

µ−1(a)/GR −→ U(KΣ)/G = M

(подробности см. в [9]). В этой ситуации легко видеть, что µ−1(a) есть в
точности наше многообразие ZK для K = KΣ.

Пример 3.6. Пусть G ∼= C∗ — диагональная подгруппа в (C∗)n+1, а
KΣ — граничный комплекс n-симплекса. Тогда U(KΣ) = Cn+1 \ {0}, а
M = Cn+1 \ {0}/C∗ есть комплексное проективное пространство CPn.
Отображение моментов µ : Cm → R переводит (z1, . . . , zm) ∈ Cm в
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1
2(|z1|2 + . . . + |zm|2), и для a 6= 0 мы имеем µ−1(a) ∼= S2n+1 ∼= ZK (см.
пример 2.14).

В случае, когда K является симплициальной сферой (таким образом,
U(K) гомотопически эквивалентно гладкому многообразию ZK), в коль-
це когомологий H∗(U(K)

)
имеет место двойственность Пуанкаре.

Предложение 3.7. Пусть K — симплициальная сфера размерности
n − 1, то есть U(K) гомотопически эквивалентно гладкому многооб-
разию ZK . Тогда

1) Двойственность Пуанкаре в кольце H∗(U(K)
)
уважает бигра-

дуированную структуру, определяемую теоремой 3.3. А именно, если
α ∈ H−i,2j(U(K)

)
— некоторый класс когомологий, то его двойствен-

ный по Пуанкаре класс Dα принадлежит H−(m−n)+i,2(m−j).
2) Пусть {vi1 , . . . , vin} — некоторый (n − 1)-симплекс K и пусть

j1 < . . . < jm−n, {i1, . . . , in, j1, . . . , jm−n} = {1, . . . , m}. Тогда значение
элемента

vi1 · · · vinuj1 · · ·ujm−n ∈ Hm+n
(
U(K)

) ∼= Hm+n(ZK)

на фундаментальном классе многообразия ZK равно ±1.
3) Пусть {vi1 , . . . , vin} и {vi1 , . . . , vin−1 , vj1} — некоторые два (n− 1)-

симплекса K, имеющих общую грань {vi1 , . . . , vin−1} размерности
(n− 2), а j1, . . . , jm−n — такие же, как и в 2). Тогда

vi1 · · · vinuj1 · · ·ujm−n = vi1 · · · vin−1vj1uinuj2 · · ·ujm−n

в Hm+n
(
U(K)

)
.

Доказательство. Доказательство 1) и 2) см. в [6, лемма 5.1]. Для дока-
зательства 3) заметим, что

d(vi1 · · · vin−1uinuj1uj2 · · ·ujm−n)
= vi1 · · · vinuj1 · · ·ujm−n − vi1 · · · vin−1vj1uinuj2 · · ·ujm−n

в алгебре k(K)⊗ Λ[u1, . . . , um] (см. (6)). ¤

Симплициальный комплекс K называется комплексом Коэна–
Маколея, если его кольцо граней k(K) является алгеброй Коэна–
Маколея, то есть k(K) является конечномерным свободным модулем над
кольцом многочленов k[t1, . . . , tn] (здесь n — максимальное число алгеб-
раически независимых элементов кольца k(K)). Эквивалентно, кольцо
k(K) является алгеброй Коэна–Маколея, если оно допускает регулярную
последовательность {λ1, . . . , λn}, то есть набор из n однородных элемен-
тов таких, что λi+1 не является делителем нуля в k(K)/(λ1, . . . , λi) для
i = 0, . . . , n − 1. Если K является комплексом Коэна–Маколея, а поле
k имеет бесконечную характеристику, то кольцо k(K) допускает регу-
лярную последовательность элементов степени два (напомним, что мы
положили deg vi = 2 в k(K)), то есть λi = λi1v1 + λi2v2 + . . . + λimvm,
i = 1, . . . , n.

Теорема 3.8. Предположим, что K является комплексом Коэна–
Маколея и J = (λ1, . . . , λn) — идеал в k(K), порожденный регулярной
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последовательностью. Тогда имеет место следующий изоморфизм би-
градуированных алгебр.

H∗(U(K)
) ∼= H

[
k(K)/J ⊗ Λ[u1, . . . , um−n], d

]
,

где градуировки и дифференциал в правой части определены следующим
образом:

bideg vi = (0, 2), bideg ui = (−1, 2);

d(1⊗ ui) = λi ⊗ 1, d(vi ⊗ 1) = 0,

Таким образом, если K является комплексом Коэна–Маколея, то ко-
гомологии U(K) можно вычислять используя конечномерную диффе-
ренциальную алгебру k(K)/J⊗Λ[u1, . . . , um−n] вместо бесконечномерной
алгебры k(K)⊗ Λ[u1, . . . , um] из теоремы 3.3.

Пример 3.9. Пусть K представляет собой граничный комплекс (m− 1)-
мерного симплекса. Тогда k(K) = k[v1, . . . , vm]/(v1 · · · vm). Легко ви-
деть, что нетривиальные классы когомологий в алгебре H

[
k(K) ⊗

Λ[u1, . . . , um], d
]
(см. теорему 3.3) представляются лишь коциклами 1

и v1v2 · · · vm−1um, или их кратными. Мы имеем deg(v1v2 · · · vm−1um) =
2m − 1, и предложение 3.7 показывает, что v1v2 · · · vm−1um является
фундаментальным когомологическим классом ZK

∼= S2m−1 (см. при-
мер 2.14 1) ).

Пример 3.10. Пусть K представляет собой несвязное объединение
m вершин. Тогда U(K) получается удалением из Cm всех координат-
ных подпространств коразмерности два (то есть вида zi = zj = 0,
i, j = 1, . . . ,m, см. пример 2.3), и k(K) = k[v1, . . . , vm]/I, где I — идеал
порожденный всеми мономами vivj , i 6= j. Как следует из теоремы 3.3
и предложения 3.5, любой класс когомологий из H∗(U(K)

)
представля-

ется в виде линейной комбинации коциклов-мономов vi1ui2ui3 · · ·uik ⊂
k(K) ⊗ Λ[u1, . . . , um] таких, что k > 2, ip 6= iq при p 6= q. Для каждого
k имеется m

(
m−1
k−1

)
таких мономов, и между ними имеется

(
m
k

)
соотно-

шений (каждое соотношение получается из вычисления дифференциала
элемента ui1 · · ·uik). Так как deg(vi1ui2ui3 · · ·uik) = k + 1, мы имеем

dimH0
(
U(K)

)
= 1, H1

(
U(K)

)
= H2

(
U(K)

)
= 0,

dimHk+1
(
U(K)

)
= m

(
m−1
k−1

)− (
m
k

)
, 2 6 k 6 m,

dimHk+1
(
U(K)

)
= 0, k > m.

и умножение в когомологиях тривиально.
В частности, при m = 3 мы имеем 6 трехмерных классов когомологий

viuj , i 6= j, связанных 3 соотношениями viuj = vjui, и 3 четырехмерных
класса когомологий v1u2u3, v2u1u3, v3u1u2, связанных одним соотноше-
нием

v1u2u3 − v2u1u3 + v3u1u2 = 0.

Следовательно, dimH3
(
U(K)

)
= 3, dimH4

(
U(K)

)
= 2, и умножение

тривиально.
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Пример 3.11. Пусть K — граничный комплекс m-угольника (m > 4).
Тогда, как мы уже отмечали выше, момент-угол комплекс ZK являет-
ся гладким многообразием размерности m + 2, а U(K) гомотопически
эквивалентно ZK . Мы имеем k(K) = k[v1, . . . , vm]/I, где I порожден
мономами vivj такими, что i 6= j ± 1 (здесь мы используем соглашение
vm+i = vi и vi−m = vi). Кольца когомологий таких многообразий были
вычислены в работе [6]. Мы имеем

dimHk
(
U(K)

)
=





1 при k = 0 или m + 2;
0 при k = 1, 2,m или m + 1;

(m− 2)
(
m−2
k−2

)− (
m−2
k−1

)− (
m−2
k−3

)
при 3 6 k 6 m− 1.

Например, в случае m = 5 имеется 5 образующих группы H3
(
U(K)

)
,

представленных коциклами viui+2 ∈ k(K)⊗Λ[u1, . . . , u5], i = 1, . . . , 5, и 5
образующих группы H4

(
U(K)

)
, представленных коциклами vjuj+2uj+3,

j = 1, . . . , 5. Как следует из предложения 3.7, произведение коциклов
viui+2 и vjuj+2uj+3 представляет нетривиальный класс когомологий в
H7

(
U(K)

)
(а именно, фундаментальный класс с точностью до знака)

тогда и только тогда, когда {i, i+2, j, j+2, j+3} = {1, 2, 3, 4, 5}. Следова-
тельно, для каждого класса когомологий [viui+2] имеется единственный
(двойственный по Пуанкаре) класс когомологий [vjuj+2uj+3] такой, что
произведение [viui+2] · [vjuj+2uj+3] нетривиально.
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Mathematics 93, Birkhäuser, Boston Basel Berlin, 1991.

[3] V.V. Batyrev, Quantum Cohomology Rings of Toric Manifolds, Journées
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