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M]− GO:������ ��!"��,!������ � �1��� � !������!"��,!"�  (���"�(�� !�����(�
���� ���� !"�  1�'M)O* A���!� .�� C�(� ��-�"��4� � �����(�  "�B��� � ����14�
�)10���� ��-�"�(�� -�� ���� �� !��$�(1����� �M�O* _� )�� 3 �� �1��� -�������3
-�"��(�-� ������� $���1"������� >8?, ����!������ �-����"���� -�� ���� �� �M�O
� 1!�B��, !�!�� ������ ��  ��� ��� � -�"3)14� � -�� -� ������� $���1"�*
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����������� ���� ��PS���SU���!�����������(����(�����)��^ �  ��-"�! �

� ��)����� � (�������$�)� �) |� �	
� �| �� �!�� ��� �3 ��0�"� !�������� �
R��

�� � ,
!������ -�������� ���C��1 !��1 � � ��0�"� !�������� � "����� �� !�B���  ��-"�!/
 �* +������������ ���(�����)�� ^ ��)����� � �UQ�QQ��S���� ��S���S, � "� �"�
"4��(� ��-1 ��(�  ��-"�! � � ∈ ^  12� ��1��  ("�B������ ���(�����)�� ^ �  ��/
-"�! � � *

�� "4��� !������������ ���(�����)�� ��"��� � ���(�����)��� I��1.�� >@6?, ��
�"� "4��(� !��-�!���(� !�����������(� ���(�����)�� ��!������ �(� ����������/
0� !�� -����)��"���� ��"��� � ���(�����)��� I��1.�� >@@?* �� "4��� ���(�����)��
I��1.����"��� �  ("�B�������Y 0���� !���������������(�����)�� ��"�  ("�B�/
������, ����������, 0���� �(�  ("�B������ �  ��-"�! �� ��B�� ��"� ������3  �/
("� ������� ����)��*

'1 �3 ^ %���(�����)�� I��1.��,� ∈ ^%  ��-"�! !���)����� �� H*'�� ���� �/
��  ("�B������ ���(�����)�� ^ �  ��-"�! � � ��"��� � ��-�"�(�0� !�� -�� ����/
 ����  ��� ����� (�1--� �EMH�RO* '�� ���� ��� ����� .��(� ��� ���� ���)��0�/
�� � 0���) �M�O � ��)����� � �Q���SU���Q� RQU�����S���* �� "�B�� ��!�)��3,
0�� �M�O  ��(������, � "� �"#	! � � @* a)�� ��� ��!B�, 0�� �M�O  ��)�� >@L? � ��/
�� ��)�� >@G?, � "� �"#	!� � L* X���1"� ������ >8? ��B�� ���3 -�������� ��"3!�
�"� ��!�� �����(1"���� ^, 0�� ��-�"���� ��! ��)������� 1 "���� M	OY -�� ���� �/
�� �M�O  ��)�� �"� "4��(� � ∈ ^ ��!�(�, 0�� �"#	!� � G* ���)�� ���, �"� !�!��
!"�  �� �����(1"���� .�� 1 "���� ��-�"����*

'1 �3 
 % !�"�0� ��� ���C�� !��-"�! � �	
� � * 5�(�� !�B���1  ("�B�����4
� Y |� �	
� �| → R

�  ������ ��1�� ����� �) 
 ���1"���� ��!����� �
R
� * '�� ���� ���

�M�O ����� � �� �����14  �����$�!���4Y ��� -��� ���"��� � � ���� �����������
��-��� �!�42�� �  ������ �M�O, � � 9� 6�@� � � � , (�� ��M�O  � ���� �) !"�  ��
.!����"����� ��  ("�B������, �"� !������  ������ ��142�� !��$�(1����� �) 

��!����� �

R
� ������� � � ��2�� -�"�B����, �*�* ��  ����B�� H "������ )��� ����

��!�����, � �M�O, � � 9,  � ���� �) !"�  �� .!����"����� ��  ("�B������, �"�
!������  ������ ��142�� !��$�(1����� ��!����� ����� �:!������ ����B�����*

X���1"�, -�"10����� � >8?, ��B�� ���3 -�������� ! "4���1 ���(�����)�4 I��1/
.��, 1���"������42��1 1 "���4 M	O* K"� ��0� "���� -� .��� $���1"� ����������
�� ���(�����)�� ^ ������3  "��142�� ��-�"����"3���  ��1!�1��Y �"� !�B��(�
 ��-"�! � � !���)����� �� G % ��0!1 �� ∈ ��M� O, �"� !�B��(�  ��-"�! � � !���)/
����� �� L % ��0!1 �� ∈ ��M�O, �"� !�B��� -���  ��-"�! �� � ⊂ � , �"#	! � � G,
�"#	!� � L,% !���14 ���� M�O � ��M�O∪�'M�O ��!14,0�� ���� M9O � �� , ���� M6O % ����)
��0!� �� -�� � �� ������� ������B���� �M� O → �M�O* +���� ��(�, �1B�� ������3
��!����14 ��-�"����"3�14 !����������14  ��1!�1�1, ��)�����14 �������P��
��SPTUQ� ������Q�* '� "� ��(� !�! � � .��  ��1!�1�� �������, ��-� ��� ����/
��� !������������ ��0� "����� -�"10��� � �������"3���  ��-"����"3��� ��!",
!"�  (���"�(�� !�����(� ���� ���� -� '1��!��� -�����1 !"�  1 '�����(��� ���/
(�����)�� ^* D������, 0��  �����$�!���� -�� ���� �� �M�O 1 ������ �� ����0��
 "�B�� � ��  12� ��1�� ��!�!�(� !�����������(�  -� ��������� ��0�! �� , �� � !��/
��� ���� * '�.���1 $���1"� `����."���%`�"3$����%b� �!� �� ��"��� � �"(������/
0� !� ��0� "����* Z��� �������  "10��, !�(�� ��-�"����"3���  ��1!�1�� ��(1�
���3 ������� ��!������ !������������  -� ����,%  "10��, !�(�� )����� ("���"3/
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���  ("�B������ ���(�����)�� ^*
� >e? ;*_* `����."���� -�"10��� ����2���� $���1"� ������ >8? �"�  ���C��

!"�  �� '�����(���* '�� .��� �"� ��0� "���� H:(� !"�  � '�����(��� ����1�� �,
0���� ���(�����)�� ^ 1���"������"� 1 "���4 M	*�O, ����2�42��1 1 "���� M	OY

�̃�M�� �QO � 9 -�� 9
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GH− �"#	!�

�"� "4��(�  ��-"�! � � ∈ ^* J�� 1 "���� ��"��� � �0��3 �(����0���"3���, � ��
�)�� ��� ��!�!�(�  -� ��� -�������3, ��-�"���� � "� ��� �"� �����(� ���(�����)��
I��1.��* 5�� ��"����  12� ��1����!�!�(�!�����������(�  -� ���-���)�����3 ��/
0� "���� -� -�"10����� $���1"�* A�"�0�� -������ ;*_* `����."���  � ���� � ���,
0�� ��� �� �-����"���� !"�  �� '�����(��� 0���) !����)�1  ��)�� �� �� � -�"3)1��
�-����"���� !"�  �� '�����(���0���) ����B����� �  � �����  �0���� !� ���"3��(�
��  "����� M �* >6L?, >@8?O*

X���1"�, -�"10����� � ������ >8?, �� ��"��� � "�!�"3���* � >c? �-� ��� -�����1/
�� 1 �������� -� �����1 ��-�"����"3���  ��1!�1�, !������ -�)��"��� �"� "4��(�
���(�����)�� I��1.��,1���"������42�(� 1 "���4 M	O,  �����3 �������"3���  ��/
-"����"3��� ��!", !"�  (���"�(�� !�����(� ���� ���� !"�  1 �'M|^|O, ��!, 0�� !�/
.$$������ -�� !�B���  ��-"�! � � -� �������� ��!"� �-����"��� � ��"3!� !����/
��������  �������� �(� "��!�* A���!� �"� ��0� "���� -� .��� $���1"� ��� ����
�2� ��"3C� )���3 � -�� ���� ���� �M�OY ��-��3 ��� �1B�� �� ��"3!� 1���3 �������3
!�!��:���1�3 ��0!� �� , �� � !����� ���� , �� � �-� ����3 � � ��!�� ������ ��0�! �
!�����, 1���"������42�� ��!������  -����"3��� 1 "�����*

������� >d? <*K*_�!$�� �� -� ����"����$�!���4 $���1"������� >c?,-�)��"�/
4214 ��!�)��3 � �� 1 "���� M	O* 5�!�� ����)��, -�"10����� $���1"� ��B�� ���3
-�������� ! -���)��"3���1 ���(�����)�4 I��1.�� � !�.$$������ -�� !�B���  ��/
-"�! � � -�"10����� ��!"� �1��� )��� ��3 ��"3!� �� !�����������(�  ������� "��!�
.��(�  ��-"�! �* A���!� .�� $���1"� -�:-��B���1  ����B�� C�(, !������  ��)��  
�-� �����  �����$�!���� -�� ���� �� �M�O � �� ��B�� ���3 ��-�"��� !���������/
��* � >d? -���"�B��� ����� ��!�)���"3 ��� ��(�,0�� -� �������� $���1"��-����"���
��!",!"�  (���"�(�� !�����(� ���� ���� -�����1!"�  1'�����(���* a��� ��!�)�/
��"3 ��� )�!"40��� � � ���, 0���� -� �����3 (���"�(�0� !�� ���"�( ������B����
`�1  �* Z "� ) % ("��!�� ���(�����)��, �� �"� "4��(� �"�B���� ) �→ R

�−'
�-����"��� ������B���� `�1  �� Y) → ��−'� ,(����−'� % ���(�����)��`�� /
 ���� ]:������ -��-�� ���� �� �

R
�−'* �)�� !��-�)���4 ������B���� �  � �� �/

������ �"�B����� ��−'� �→ ����', -�"10�� ������B���� �' Y) → ����'*
'�� .��� �∗��−' ∼� �) � �∗'��'� ∼� �)⊕ �

', (�� �) % !� ���"3��� ��  "��/
��� ���(�����)��) ,�� % �����"�(�0� !�� ��  "����� ������ ,�' % ������"3���
���������� ��  "�����* '1 �3 ��-��3 ^ % ���(�����)�� I��1.�� ��)����� �� ]  \
���C�����* 5�(�� �-����"���  ���������� �"�B���� |^| �→ ��−' ⊂ R

�−'* <*_�!/
$�� �� ����  ����� �Q�QPQ�����RQ� G�Q�Q��S��U�� �S���S, �*�*��-��� ������B����
� Y�	 M̂ ∗ �Q

O → �	M����'�QO, �
6

G, ��!��, 0�� �∗�'M��'� O � �'M|^|O* D�� 3 ^∗ %
!"���0��� ��)������ ���(�����)�� |^| , ���� ������� �����(1"���� ^*

�� �����	
	�
��
� '�����KB*[�(��� >69? � ����� ��-� ������� ������ F��/
B� �"� - �������(�����)��  "�!�"3��:-"� !�������!��,1���"������42�� ��!���/
��� "�!�"3��� ��-�"�(�0� !�� 1 "�����* =��-"����"3��� !��-"�! ��)����� ��



���������� ����%����������%�� %������ 	�����
����� tw
] ��)����� � ����Q�UQ�QQ��S����, � "� !�B��� �(�  ��-"�!  ����B�� � � ��!�/
�����]:������  ��-"�! � � -�� .��� !�B��� M]− 6O:������  ��-"�!  ����B�� �
����� � ��1� ]:������  ��-"�! ��* '1 �3 ^ % !��-�!���� - �������(�����)�� ��)/
����� �� ], �−� % �(� M] − @O:������ � ���* ������ �� |^| �����!1 ��!14, 0��
�� �(����0���� �� !�B���  ��-"�!  ��-�����  ��!"������ �����!�� �� -����"3���
 ��-"�! �  ������ 6* 5�(�� |^| \ |�−�| % ��!��-�!���� ("��!�� �������� ���(�/
����)��* A��)��0�� 0���)�∗���M|^| \ |�−�| �RO -�� ���� ��� E�:!�(���"�(�� .��(�
���(�����)��* '� �-����"���4 -�"�B�� �∗��� M̂ �R

O � �∗���M|^| \ |�−�| �RO* ��/
 "�B�� -�������3, 0�� ��! �-����"����� E�:!�(���"�(�� - �������(�����)�� ^ ��
�)����4� � -�� -������� ! -����)��"����� �,  "�������"3��, ��"�4� � !1 �0�� "�/
����� �������������*

����������� ���� ' �������(�����)�� ^ ��)����� � ����Q�UQ�QQ��S���� �
��U�������Q� ��SU����, � "� ��

���M�	
� � �R
O � 9 �"� "4��(� ��-1 ��(�  ��-"�! �

� ∈ ^ ��!�(�,0�� #	! �	
� � � @H*
J�� 1 "���� �1B�� �"� ��(�, 0���� )���!���� �-�������� , � ,∗ � -�� ���� �/

��� E�:$��� �� ���(�����)�� |^| \ |�−�| ��"�  �-��B���* � 0� ��� ��, "4���
!���������������(�����)����"��� � - �������(�����)���  -�������B���� (����/
���* '�� ���� ��� E�:!�(���"�(�� !��-�!���� - �������(�����)��  -�������B�/
��� (������� � �(�� !���0�������*

K"� - �������(�����)�� E��)����� �� GH− 6 -�������B���� (������� KB*[�/
(�� �-����"��� ���"�( $1�!�����"� ;�3�%'�����%D��(��� MEO* '1 �3 �� % !�)��!/
�1���  �� ������� M@H−6O:$�����-�������b�-"� �����-�"����� ! MGH−LO:�����/
�1 � ���1 - �������(�����)�� E,�� %  ������ ��142��  �� ������� )��0����* X��/
�� �� ��(1� ���3 ����������� 1 "����� ,�� �±

√�	
��−' ∗�� * <�  ������ $1�!��4

M�O � ∫

|�|

@
√/

∑
�
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@ �

J�� $1�!��� -����"B��� � �� �������$��� �� � �� !��-"�! ��� -"� !� �� $1�!���,
�� ���42�� -�"4 � � ��0!� 9* 5�(�� MEO � M9O* D������, 0�� )��0���� MEO ��/
2� ������ � )��� �� ��"3!� �� !�����������(� ��-� - �������(�����)�� E*

������@ ��� MKB*[�(�� >69?O* �6+31 ^ � %5,)(3,56)-%) .+);:%-(%&%%$50�,)
50�-)5(%+3, ] + .5)()$5)�,-%� &50(,/)�= �%&:0 /).1

�−*� M̂ O � ∑

��−��∈�
M�	
� �−*�O�−*�

";!")3+" /,'!%-= !0++ &%-%!%&,� /,'!0 �−*� M̂ O () ,�-)(")3+" .5, .)5)�%2
:) ' .%:50�:)!)(,"- .+);:%-(%&%%$50�," ^ ,� +!):%;03)!1(%� ";!")3+" '6+%*2
(% !,()�(�- ,(;05,0(3%-= �+!, ^ � '%-$,(03%5(%) -(%&%%$50�,)� 3% '!0++
&%-%!%&,� /,'!0 �−*� M̂ O :;%�+3;)( .% �60('05) GH�-)5(%-6 E�'!0++6 �,5/)�
$56�0 -(%&%%$50�," |^| =

+"�  � '�����(��� ��(1� ���3 -��� ���"��� !�! -�"����� �� E:!"�  �� F����:
��1��, �*�* E:!"�  � F������1�� ��"�4� � �"3�����������  � ����� -���B��42��



t� �(�( ����#����
� !�"3�� '�����(��� Q >�'��� � � � � ?* 5������ 8*6 ��B�� ��  ��������3 � !�! �-����/
"����(���"�(�0� !��E:!"�  �� �"� - �������(�����)��  -�������B���� (�������*
X���1"� [�(��� ��"��� � !������������ � ���  �� "�, 0�� ��!" �−*� M̂ O �-����/
"��� � ��"3!� !������������  �������� - �������(�����)�� ^* A���!� �� �)�� ���
��!�!�(� !�����������(�  -� ��� ��0� "���� )��0���� MEO -� )�������1 - �����/
��(�����)�4E* +���� ��(�,���)�� ���,��"�4� � "� )��0���� MEO �������"3����*
5�!�� ����)��, ������� 8*6 )����� ��"3!� ��2� ������� ��!"�*
�� �����	
 %�	'�
�
��
������
� � >7? a*_* `�"3$��� � <*K* _�!$��/

 �� -�"10�"� !������������ $���1"� �"� � �� �������"3��� �����"3��� !"�  ��
'�����(���* �����"3���!"�  �'�����(������(�����)��) % .�� !"�  � ���M)O ∈
�*�M) �Q

O ��!��,0�� M6N�'M)ON��M)ON· · · O � M6N ��'M)ON ���M)ON· · · O � 6* '��/
��� >7? ��"��� � �� !����)�����  "��142�(� -������! �-����"���4 !"�  �� '�����/
(���* '1 �3 ) % ��0���������� ("��!�� ���(�����)�� ��)����� �� ],G % ����"3���
-�� ���� ��� ��  "�����  � �) ⊕ �

', (�� �' % ������"3��� ���������� ��  "�/
���� ��� ) * A��)��0�� 0���) / Y � → ) (��  ����)���4 ��  "�����   �  "���
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A�2�� -����� ! -� ������4 ����!���� ��0� !�� !"�  ��, � �������� �� -�����
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K� !������ ���"�( �-� ����� !�� ��1!��� �-����� � �� � -�"3)������ Q���U���
�Q�SUUVW �S��Q��Q� M��������� �����4������������������������  �*� >@e?, >@7?O*
'1 �3 ^ % ��0���������� ���������������  ��-"����"3��� ���(�����)��, ] % �(�
��)����� �3* a -�"3)������ ��������������� ��������� -�)��"��� -� �����3  ��/
-"����"3��� !��-"�! � % !������������ ���"�( -�� ���� ��� � * ;��"�(�� ���/
���B���� / �1���  ��-"����"3��� ������B���� /̂ Y � → ^′ ,(�� ^′ % ����������0� /
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'�"10����� $���1"� "�(!� ���2��� � ��  "10�� 0���������(� ���(�����)��, �
��!B� ��  "10�� ����������������(� ���(�����)��*
��!" �, 1���"������42�� 1 "����� ������� c*6, ��)����� � ��R�������� ��R�

PQ� � ��"��� � ���"�(�� $1��������"3��(� ��!"� ���(�����)�� � * X�! ��142��
��!" �� ��B�� ���3 ������ !�����0� !�,-����1 0�� � ��"�0�� �� � -�� ���� ��� �
1B� �� �1��� ���(�����)���* a*_*`�"3$���� <*K*_�!$�� �� ��  �������4���!"
� !�!  ��1!�1�1 �����(�����)�� ^,��"�4214 � !������������ ���"�(�� ("��!��
 ��1!�1��* ��!" � ��B�� ���3 M"�!�"3��O ��  �����"�� -� )�������1 ("���"3��/
�1  ("�B�����4 ���(�����)�� |^| , ����!� �� �)�� ��� ��!�!�(�  -� ��� -� �������
$�! ��142�(���!"��"� -���)��"3��(�!�����������(����(�����)��^* 5�!�� ��/
��)��, $���1"� `�"3$����%_�!$�� ��� ��B�� ���3 -�������� ��"3!� �"�  ��-"�/
���"3��(� ���(�����)��  )������� $�! ��142�� ��!"�� �"�  ("�B�������, 0��
��"��� � �� ���� ���!��-�  �������4  $���1"��� ����� >d? � >69?* =��1(��  ������,
�� -����12� ��� )�!"40��� � � ���,0�� � "� )���� $�! ��142�� ��!" �"�  ("�B�/
�����, �� ��!" �� ��0� "��� �  -���234 !���0��� !������������ -�����1��* '��
.��� ��!" �� �-����"��� � -� �����(1"���� ^ � $�! ��142��1 ��!"1 M ("�B���/
��4O "�!�"3��Y !�.$$������ -�� !�B���  ��-"�! � !��-"�! �^′ � ��!"� �� )��� ��
��"3!� �� !�����������(�  ������� ���(�����)�� ^′ � �!�� ��� �� .��(�  ��-"�! �
� �� �(����0���� $�! ��142�(� ��!"� M ("�B������O ��-������) .��� �!�� ��� ��*
�� (��
	'�� �����	�� � � ���C�� � 0� �� ������ �1��� �-� ��� "�!�"3���

!������������ $���1"� �"� -����(� !"�  � '�����(���, -�"10����� ������� � >6@?*
J�� -����� $���1"�,-�)��"�42�� �"� -���)��"3��(� !�����������(����(�����)��
��) !�!�� �� �� �� ��"� ��-�"����"3���  ��1!�1� 0� �� !������������ -1��� ��/
0� "��3 ��!",!"�  (���"�(�� !�����(� ���� ���� -�����1 !"�  1'�����(��� .��(�
���(�����)��* '�"10����� ��!" �1���  ��-"����"3��� ��!"�� � � ������ �����(1/
"���� ���(�����)��, � �� � !�!��:"��� �� -����)��"����* '�� .��� !�.$$������ -��
!�B���  ��-"�! � �1��� �-����"��3 � ��"3!� !������������  �������� "��!� .��(�
 ��-"�! �* 5�!�� ����)��,-�"10����� ��!" �1��� ����3 ���
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(�� ] � #	!^, � % $1�!��� �� !"�  �� �)����$�)�� ��������������� L:������
��: $��* '�� ] � G  ��-"�! � �−* ∈ ^ �� ���4� ����"����� ����������, -�/
.���1 ��-� �����  1��� �����  �� ", ��"3!� � "� )��0���� � MEO ������ )��! -�� )�/
���� ���������� ��: $��� E* � -* @ ��"� -� ������ $1�!��� � , )���42�� "�!�"3/
�14 $���1"1 �"� !"�  � J�"��� ��������������(����(�����)��* '�� .��� )��0����
� MEO �� )��� �� �� ���������� ��: $��� E* J�� ��)"�0��  ������ ��1�� ���1, 0��
!"�  J�"��� ��������������(� ���(�����)�� �)������ )��! -�� )����� ����������
���(�����)��, � �� ����� !�! !"�  � '�����(��� �� )��� �� �� ���������� ���(���/
��)��* '�"10���� $���1"� �"� -����(� !"�  � '�����(��� �� -����� � �� ��� 0� /
��Y ��:-�����, � -�"3)1� �����!1 ��)��)���� -������)������, 1���� � �-� ��3 � �
$1�!��� � ��!��,0�� �"� "4��(� !�����������(� ���(�����)�� ��-3 �� M̂ O ��"��� �
��!"�� M �*--* 7%66, 6LO,��:������, �!�)����� �,0�� "4��� ��!�� $1�!��� � )�����
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�� ��!����14 !�� ����1 M-* e, ������� e*LO*

K���� ��-��3 ��0��� �-����"����* '1 �3 �� % ���B� ��� � �� !"�  �� �)����/
$�)�� ��������������� M\− 6O:������ ��: $�� M 0�����, 0�� �� � {∅} , �−� � ∅ ,
\ � 9O* +�! -����"�, �� �� �1��� ��)"�0��3 ��: $��1 � �� !"�  �)����$�)��*
K"� "4��� ��: $��� E ∈ �� ���)��0�� 0���) −E ��: $��1, -�"10���14 �) E )�/
����� ����������* ��)���� ��: $��1 E ∈ �� ���������UQ�, � "� ��� �)����$��
��: $��� −E* '1 �3 � % ���"��� (�1--�* A��)��0�� 0���) ��M�O ���"��1 (�1-/
-1 � �� $1�!��� � Y �� → �, �)����42�� )��! -�� )����� ���������� ��: $���
M��M�O � �, �−�M�O � 9, \ � 9O*

'1 �3 ^ % ]:������ !������������ ���(�����)��* +�B��� $1�!��� � ∈ ��M�O
 �-� ����� !��������������14 ��-3 �� M̂ O ∈ �̂−� M̂ ��O -� $���1"�
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����������� ���� �0�%;)- 46('/,# � ∈ ��M�O PQRSPTUQ� �Q���PQ�� )+!,

:!" !#$%&% '%-$,(03%5(%&% -(%&%%$50�," ^ '%%5,)(3,5%;0((0" /).1 �� M̂ O ";2
!")3+" /,'!%-=

A-����"�� ��$$�������" � Y ��M�O → ���'M�O -� $���1"�
M��OMEO �∑ � M�	
� 9O�

(��  1���������� ����� � -� � �� ���C���� 9 ��: $��� E ∈ ���' � ����������
�	
� 9 ���1�������� ����������� E M!�! ���������� (������ )��)�����C��� 9O* b�(/
!� -�������3, 0�� �� � 9* 5�!�� ����)��, � �∗ M�O ������ �  ��1!�1�� !���-��(�
!��-"�! �*

="��142�� ��� -���"�B���� ��!�)���4� � ��-� ��� ������*
����������� ���� �6('/," � ";!")3+" !%'0!1(%� 4%5-6!%� 3%&:0 , 3%!1'%

3%&:0� '%&:0 � ";!")3+" '%/,'!%- ; '%/).(%- '%-.!)'+) �∗ M�O= �+!, � ";!"2
)3+" '%&50(,/)� ; '%/).(%- '%-.!)'+) �∗ M�O� 3% :!" !#$%&% '%-$,(03%5(%&%
-(%&%%$50�," ^ '%%5,)(3,5%;0((0" /).1 �� M̂ O ";!")3+" &50(,/)�=
����������� ���� �6+31 � ∈ ��M�O � !%'0!1(0" 4%5-6!0� ^ � '%-$,(03%52

(%)-(%&%%$50�,) + '50)-= �%&:0 �̂�� M̂ O � �M��M�^OO� &:) � Y �̂
∗
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∗
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� )+3)+3;)((%) ;!%�)(,)� �� M̂ O � /).1� ; '%3%56# '0�:�� M#	!^−\O�-)5(��
+,-.!)'+ � ∈ ^ ;�%:,3 + '%�44,/,)(3%- � M�	
� �O� )+!, � () +%:)5�,3+" ; �^ �
, + '%�44,/,)(3%- � M�	
� � ∪� ��� � �� �	
� �O� )+!, � +%:)5�,3+" ; �^ =

����DBE�� ���� �+!, ^' , ^� � :;) 35,0(&6!"/,, -(%&%%$50�," ) � � ∈
��M�O � !%'0!1(0" 4%5-6!0� 3% /,'!� �� M̂ 'O , �� M̂ �O &%-%!%&,*(�=

5�!�� ����)��, !�B��� !"�  !�(���"�(�� � ∈ �
�M�∗ M�OO �-����"��� �"� "4/

��(� ���(�����)�� ) !"�  (���"�(�� ��M)O ∈ �−�M) � �̂O �,  "�������"3/
��, -� ���� ������ �� '1��!���, !"�  !�(���"�(�� ��M)O ∈ ��M) ��O* Z "�
] � \ � ���(�����)��)� ��������������, �� !"�  � �-����"��� ."����� (�1--��
-� $���1"� �	M)�O � 〈�
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 �∗ MQO� F���!���� ��0� !��� !"�  ��� �1��� ��/

)����3 ."������ (�1--� !�(���"�(�� �∗ M�����O, (�� ��� % !"�  �$����142��
-�� ���� ���  ����"3��� !1 �0�� "������� ��  "�����* Z "� � ∈ �∗ M�����O, ��
 ������ ��142�� ����!���� ��0� !�� !"�  ���(�����)��)�1��� ���)��0��3 0�/
��) � M)O* �  "10�� � �

Q ����� �∗ M����QO � �∗ M���QO � ����!���� ��0� !��
!"�  � % .�� � ��0�� �� -�"����� �� !"�  �� '�����(���*

����������� ���� b�!�"3��� $���1"� � ∈ �∗ M�O ��)����� � PQRSPTUQ� �Q��
��PQ� �P� WS�SR����������RQ�Q RPS��S� ∈ �∗ M�����O, � "� �"� "4��(� !����/
�������(� ���(�����)�� ^ ��!" �� M̂ O -��� ���"��� !"�  (���"�(��, ���� �������
-� '1��!��� !"�  1 !�(���"�(�� � M|^|O*

������@ ���� 0�:0" 50/,%(0!1(0" !%'0!1(0" 4%5-6!0 ";!")3+" !%'0!1(%�
4%5-6!%� :!" ()'%3%5%&% 50/,%(0!1(%&% �050'3)5,+3,*)+'%&% '!0++0=
>�?@A@B��CDBE�� a)  "�� ���� d*@����!���,0�� !����!����-����"�� (������/

$�)� � Y��M�∗ M�OO → �"!M+� ��O,  �-� ���"�42�� !"�  1 !�(���"�(�� � (���/
���$�)� �	 , (�� +

∗
% !�"3�� ��������������� !1 �0�� "������� !������)���* =1/

2� ��1�� !�����0� !�� �)����$�)� �"!M+� �QO ∼� ��M����QO* '�.���1 (������/
$�)� � )����� (������$�)� � Y��M�∗ MQOO → ��M����QO* 5�!�� ����)��, �"� "4/
��� "�!�"3��� $���1"� � ∈ ��MQO �-����"�� �������"3��� ����!���� ��0� !��
!"�  � � �M�O, (�� � % !"�  !�(���"�(��, -��� ���"����� !���!"�� � * A���!� ��
�2� �� ��!�)�"�,0�� � % "�!�"3��� $���1"� �"� ����!���� ��0� !�(� !"�  �� * K��/
 �����"3��, �) �-����"���� (������$�)�� �  "��1�� "�C3, 0�� ��M)�O � � M)�O �"�
"4��(� \:�����(� ���(�����)�� )� * '�.���1 0���� ��!�)��3, 0�� � % "�!�"3���
$���1"� �"� ����!���� ��0� !�(� !"�  � � , ��� � ���� � ��!�)��3  "��142�� -���/
"�B����*
����������� ���� 	-))- ��M)O � � M)O � �M�OM)O :!" !#$%&% -(%&%2%$50�," ) � ]
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��1"� ����1 ��������142��1 ��!����4*

'����� ��)1"3��� �  12� �������� "�!�"3��� $���1" �"� ����!���� ��0� !��
!"�  �� ��" -�"10�� �* b������� � +* <1�!�� � >6d?*
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�050'3)5,+3,*)+',� '!0++�]
>

\ � /)!%) *,+!%= �%&:0 +6�)+3;6)3 46('/," � ∈
��MQO 30'0"� *3% :!" !#$%&% %5,)(3,5%;0((%&% ]�-)5(%&% '%-$,(03%5(%&%
-(%&%%$50�," ^ '!0++ &%-%!%&,�� .5):+30;!")-�� /,'!%- �� M̂ O� :;%�+3;)( .%
�60('05) '!0++6 '%&%-%!%&,� � M|^|O=
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"�(�0��� ��)1"3��� ��" -�"10�� '*b*+��(�� >L6? M�"� ] � \ � ��2� ������� !�.$/
$��������O*

� >6@? ������� ��!�)���  "��142�� �������*
������@ ���� �6+31 � � .5%,�;%!1(�� 50/,%(0!1(�� �050'3)5,+3,*)+',�
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����)������ �� �1���  ������ ������3 ��!�!�� ����� (��$� 	� * A ��"3��� !"�  �
.!����"����� �� ��)��)���� -������)������,-�������2�� E �  ���, ��)����4� � ��



xt �(�( ����#����

��

��

�J�C �* �SVYZVp[_Z XWZPUWMVPYM[SQ p\Q ���� � �
-��� �)����� ��������* <���� (��$� 	� ,  ������42�� ���C��1 E   ����, �������/
 � �� �)����� ����)��0���  ������ ����  ��!��� -����� !"�  �� .!����"����� ��*
a) ������� '������  "��1��, 0�� (��$ 	�  ��)��* A��)��0�� 0���) 	� �����,  ���/
��� ��142�� ��)��)����1-������)�����4� * A��)��0����� 	� � 	�−� �1���  ������/
 ������3 ���� � �� B� �����, ��  ��)���� ������������*

'1 �3 �
∗
M	� �ZO % !"���0��� ��-��� !��-"�! (��$� 	� * `�1--� Z� ��� ��1�� ��
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 ��2�� �����1 �-� ���4� �� "�!�"3��� $���1" �"� -����(� !"�  �'�����(���* '�
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C����  �� �� ��1(�� )���0�, � ������ -�� ����B����� $���1"� �"� !"�  � [B�/
��%J�"��� ':��  "����� 0���) � ������ �� �(����0���� ��� �� !�� $1�!��� �� ��/
��"3��� -�� ���� ��� ��  "�� .��(� ��  "�����*
����������� ����� �6('/," � .5%:%!�0)3+" :% '%55)'3(% %.5):)!)((%&%

'!0++0 '%&%-%!%&,� � ∈ �
'
Z

M	� �QO � �"!Z
M�'M	� �ZO�

Q
O= �5, �3%- �̃ � %:(%2

-)5(%) ;)'3%5(%) .5%+350(+3;%� (03"(63%) (0 '!0++ '%&%-%!%&,� �=

'"�� ��!�)���"3 ��� .��(� -���"�B���� �1��� ��� � -* 6L*
a) -���"�B���� 66*6  "��1��, 0�� !����!��� �-����"�� (������$�)� ,−'� Y� →

��
Z

M	+ �QO � �* MQO, ����)�� !�����(� ��"��� � -��(�1--�,  � ���2�� �) � �� "�/
!�"3��� $���1"*

������@ ����� �3%$50�)(,) ,−'� %+6�)+3;!")3 $,)'/,# -)�:6 -(%�)+2
3;%- ;+)�

Z���';,;05,0(3(�� '%/,'!%;� .5):+30;!"#�,� '!0++ '%&%-%!%&,� ��
, -(%�)+3;%- ;+)� !%'0!1(�� 4%5-6! :!" .)5;%&% '!0++0 �%(35"&,(0=
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����− ����
�����− rr�

�J�C �*

>�?@A@B��CDBE�� <�  ������ .-����$�)� � Y �̃ → �* M�∗ MQOO, ���1�������/
��� (������$�)��� ,−'� * a���� #	! �̃ � 6-�-���"�B���4 66*L� #	!�*M�∗ MQOO �
6-� ������� e*L* D��0��, .-����$�)� � ��"��� � �)����$�)��� �  12� ��1�� �����/
��"3��� 0� "� � 6� 9 ��!��, 0�� � M��O � �, (�� � ∈ �

* M�∗ MQOO % !"�  !�(���"�(��,
-��� ���"����� "�!�"3���� $���1"��� �"� -����(� !"�  � '�����(���*

K�!�B��, 0�� ,−'� % �������$�)�* a���� �	�M,−'�O ⊂ �'
Z

M	� �QO, ��! !�! � %
�������$�)�* '�� .��� M,−'�O∣∣��

Z
�	 
Q�

� �,−'* A0������, 0�� ��MQO � 9* +����
��(� -� ������� e*L �+M�∗ MQOO � 9* ="�������"3��, � Y �+MQO → �* MQO % �������/
$�)�* D��0��, �,−' Y�'

Z
M	� �QO→ �* MQO % �������$�)�*
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����− ����− ����� ����

�J�C �*

a��!, ,−'� % �������$�)�* D��0��, (������$�)� ,−'� � 12� ��"��� ���!��4
��B�1 ���B� ���� � �� Z�:.!������������ !���!"��, -��� ���"�42�� !"�  !�(�/
��"�(�� ��, � ���B� ���� � �� "�!�"3��� $���1" �"� -����(� !"�  � '�����(���*
A ��"� 3 ��!�)��3, 0�� � � 6* K"� .��(� �� ����0�� ��  ������3 !�!��:���1�3
���������������0������������!���������������(�����)��^  �)�� ����-�����
0� "�� '�����(��� � ��0� "��3 �	M|^|O, (�� � � � M�O* ������� � !�0� ��� ^
�����(1"���4 C

-�  7 ���C�����, -� ������14 � >Lc? M �* ��!B� >Ld?O,  -���234
��-� ��� ������(� ��0� "���� ��B�� -�������3, 0�� � � 6*
�@���@��� ����� ��  ���� ��"� -�� ��!�)���"3 ��� .��� ������� � -�"3)1/

�� � ��"3!� �� 0� �3 ������� e*L, !������ (������ �� .-����$�� �� ������B����
� Y�∗ M�∗ MQOO → �∗ M����QO M����� ��� �+M�∗ MQOO � 9 "�(!� -�������� � ��-�/
 ��� ������O*

��� 	�&�� �
������� �����	�� 5������ 66*6 ���� �-� ���� � �� �����/
��"3��� "�!�"3��� $���1" �"� -����(� !"�  � '�����(���* '�"�)�� ��-��3 ���3
�-� ����!�!��:���1�3 ����� !�����0� !�� "�!�"3��� $���1"� ���"� -����(�!"�  �
'�����(���, �*�*����� !�����0� !�� !���!" �̂� ∈ �'

Z
M	� �QO, -��� ���"�42�� !"�  

!�(���"�(�� �* D���0� � ������ !�����0� !�(� 6:�����(� !���!"�,-��� ���"�42�(�
)������� !"�  !�(���"�(��, ��)��!�"� M �� �� � ��1(��  ��1����O -�� -� �������
$���1"� ������ >7?* D�� 3 �� -�"3)1�� � �������, ���"�(�0��� -����������1 �
.��� ������*

A��)��0��0���) � ���+ ���B� ���!"�  �� �)����$�)����������������� @:������
��: $��, !������ ��(1� ���3 -�"10��� �) (������ �����.���  -���234 �� ��"��
0�� � ��)��)���� -������)������* A��)��0�� 0���) 	���� -�"��� -��(��$ (��$� 	� ,
�����1��� �� ���B� ��� ���C�� �

���+ * 5�(�� 	���� % !���0���  ��)��� (��$, ��-1 /
!�42�� ����� !������������ -� �������* I1��� -� "�������"3��  �����3 !���!"�
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[ScPY� OWZkjP\o�

[ScPY
� OWZkjP\o�

����� ����� ����� ���� � ����− rr�

�J�C �*
�̂���� ∈ �'

Z
M	���� �Q

O, -��� ���"�42�� !"�  � !�(���"�(�� �∣∣	���
, ��!��, 0�� �(����0�/

��� !���!"� �̂���� �� (��$ 	��−'��  ��-�����  !���!"�� �̂��−'�� * '1 �3 !���!" �̂��−'�� 1B�
-� �����* a) � �� !���!"�� � ∈ �'

Z
M	���� �Q

O ��!��, 0�� >�? � �∣∣	���
� �∣∣	��−��

� �̂��−'�� ,
� !�0� ��� �̂���� ������� ���, �"� !�����(�  1��� !�������� �(� )��0���� �� � �� ��/
���� (��$� 	���� �� ��(��� ������3C�(� )��0����* D���0� � ������ ��!�(� !���!"�
��"��� � )���0�� �������)���� !�������0��(� $1�!�����"���-"� !� �� � !���0��/
������ ��!������ -�� ���� ���* '�.���1 � !���� !���!"  12� ��1��, ���� ������,
�������"�� � �(� ��0� "����  ����� � ! ��C���4  � ���� "������� 1��������  ��/
�����"3���� !�.$$���������* A��)��0�� 0���) �̂� !���!" �� (��$� 	� , �(����0����
!�����(���(��$�	

���
�  ��-���4�  !���!"��� �̂���� * 5�(�� �� � ,−'� �̂� %!�����0� !��

"�!�"3��� $����1"� �"� -����(� !"�  � '�����(���*
A-�C��, !�! -���)�����3 !��!������ ��0� "����  -���234 .��� $���1"�, �*�*

!�! -� )������� ��: $��� E ∈ �* ��0� "��3 )��0���� ��MEO* K"� .��(� �1B�� -��/
�)�� ��  "��14214 -� "�������"3�� �3 ��� ����*

6O ������� -� "�������"3�� �3 ��)��)���� -������)������ �'� � � � ��� , -�������/2�� (�����1 G:�����(�  ��-"�! � � ��: $��1 E* A��)��0�� 0���) E� ��: $��1, -�/
"10���14�) ��* -���������� ��)��)����-������)������ �'� � � � ���−',� 0���)�� %
���B� ������C�� 9 ∈ E� ��!��,0�� ��)��)����-������)�������� ���1���1�� � "��/
!� ���C��� 9 ��)��)���� -������)������ ��8 , �� ��"�42�� � �� 12� �������* D���/
���, 0�� � � ����� 	�	� "�B�� � (��$� 	���� *

@O '� "�������"3�� ��0� "�� (��$� 	
���
� � !���!"� �̂���� , � � 6� � � � � �*LO ��0� "�� )��0���� ��MEO -� $���1"�

��MEO �
�

∑
�F'

∑

8∈�	
�̂���� M	�	� O�



���������� ����%����������%�� %������ 	�����
����� ��
��� �	
 ���
�
��	'��

 ����	����� ����� '1 �3 �′ % -���)��"3��� ."�/

���� (�1--� �̃* K�!�B��  ��0�"�, 0��  12� ��1�� � ∈ Q ��!��, 0�� �′ M>�?O � ��M>�?O
�"� "4��(� � ∈  *

'1 �3 � % ��!", �)����B����� �� �� * L
, E % � ������ ��1������ ��: $���
M��: $���, �)����B����� � "���� ������� 1("1 �� * L
O, �' � �� % ���1(�"3��!�
��: $��� E, �)����B����� �� �� 1�!�* <�  ������ ��������14 ��: $��1 ^,
 ����B�214���C��1�,)��)��!��������"��� �-�"���-��!��-"�! ��!��-"�! �^,
� "��! �)����$�� ��: $��� E* A��)��0�� 0���) �̃' � �̃� �����.��� ��: $��� ^,
�����1��������C��1�����1(�"3��!��'���  ������ ������*��!"�-�"10�" �-��
!���1��������� ��)��)���� -������)������, �  ������������  ���1(�"3��!��� �'
� �� * '��!���1���1�� ��-��3 ��)��)���� -������)������, �  ������������  
�����.����� �̃' � �̃� * '�"10�� ��!" � ∈ �'M	+ �ZO* ��!" � ���1���1�� �"�
!�B��� ���C��� 9 ∈ ^ ��!" �8 � (��$� 	� ,  � ���2�� �) �����,  ������ ��142��
���1���������� ��)��)���� -������)������� "��!� ���C��� 9 * 5�(��

∑
8
�′ M>�8?O � �∗ M�′OM>�?O � 9�

��! !�! �′ ∈ �̃ � �	� �∗ * K"� � �� ���C�� 9 !��-"�! �^, !���� ���C��� �, ��!"� �8
(���"�(�0�� �1"4* ��!" ��  ��-�����  ��!"�� �* D��0��, �′ M>�?O � 9*
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