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Ââåäåíèå

Î òåìå äèññåðòàöèè

Òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëà èç çàäà÷è

îá îñîáåííîñòÿõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Çàäà÷à îá

èçó÷åíèè îñîáåííîñòåé âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè âîñõîäèò ê ðà-

áîòàì Ïóàíêàðå ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ

ñòàëà òåîðåìà Õ. Õîïôà [91], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî êëàññè÷åñêèé èíâà-

ðèàíò ìíîãîîáðàçèé� ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà � âûðàæàåòñÿ êàê ñóììà

èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ èçîëèðîâàííûìè

îñîáûìè òî÷êàìè. Å. Øòèôåëü [123] èçó÷èë öèêëû îñîáåííîñòåé íàáîðîâ

èç k êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vk îáùåãî ïîëîæåíèÿ; ïîä öèê-

ëîì îñîáåííîñòåé îí ïîíèìàë ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì âåêòîðíûå ïî-

ëÿ v1, . . . , vk ëèíåéíî çàâèñèìû. Òàêèå öèêëû îñîáåííîñòåé ÿâëÿþòñÿ öèê-

ëàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2. Â äàëüíåéøåì èõ èçó÷åíèå áûëî ïðîäîëæå-

íî â ðÿäå ðàáîò Õ. Óèòíè (ñì., íàïðèìåð, [130], [131]); â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ îíè íîñÿò íàçâàíèå êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè. Íàêîíåö, â 1940õ ãîäàõ

Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí â ðÿäå ðàáîò [37], [39], [40] ïîñòàâèë è ïîëíîñòüþ ðåøèë

ãîðàçäî áîëåå îáùóþ çàäà÷ó î öèêëàõ îñîáåííîñòåé íàáîðîâ âåêòîðíûõ
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ïîëåé v1, . . . , vk, ðàññìîòðåâ öèêëû îñîáåííîñòåé, îïðåäåëÿåìûå íåñêîëü-

êèìè óñëîâèÿìè âèäà rank(v1, . . . , vlj) 6 mj. Íàðÿäó ñ öèêëàìè Å. Øòèôå-

ëÿ, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí ïîëó÷èë òàêèì îáðàçîì íîâûå, öåëî÷èñëåííûå õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèå öèêëû; äâîéñòâåííûå öåëî÷èñëåííûå êëàññû êîãîìîëîãèé

íàçûâàþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà.

Äðóãîé, äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷åñêèé, ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé òàêæå ïðèíàäëåæèò Ë.Ñ. Ïîíò-

ðÿãèíó: â ðàáîòàõ [38], [41] îí ïîêàçàë, ÷òî îïðåäåë¼ííûå ñâ¼ðòêè ñòåïå-

íåé òåíçîðà êðèâèçíû Ðèìàíà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ çàìêíó-

òûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè, êëàññû êîòîðûõ â ãðóïïàõ êîãîìî-

ëîãèé äå Ðàìà íå çàâèñÿò îò âûáîðà ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû. (Íà ñàìîì

äåëå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí ðàññìàòðèâàë òîëüêî òå ðèìàíîâû ìåòðèêè, êîòî-

ðûå èíäóöèðóþòñÿ íà ìíîãîîáðàçèè ïðè íåêîòîðîì åãî âëîæåíèè â åâêëè-

äîâî ïðîñòðàíñòâîì è äîêàçûâàë íåçàâèñèìîñòü êëàññîâ êîãîìîëîãèé îò

âûáîðà ìåòðèêè òîëüêî äëÿ òàêèõ ìåòðèê; ïîëíîñòüþ èõ íåçàâèñèìîñòü

îò âûáîðà ìåòðèêè áûëà óñòàíîâëåíà ïîçæå.) Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïîä-

õîäà, òàêîé äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä äà¼ò òîëüêî âåùå-

ñòâåííûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà, ëåæàùèå â ãðóïïàõ H4i(M ;R). Â äåéñòâè-

òåëüíîñòè ýòè êëàññû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, òî åñòü ëåæàò â îáðàçàõ

åñòåñòâåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ H4i(M ;Q) → H4i(M ;R); òåì íå ìåíåå, îíè

íåñóò ãîðàçäî ìåíüøå èíôîðìàöèè, ÷åì öåëî÷èñëåííûå êëàññû Ïîíòðÿãè-

íà pi ∈ H4i(M ;Z), îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç îñîáåííîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé.

Âàæíåéøèì øàãîì â ðàçâèòèè òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ñòà-

ëî îòêðûòèå Â.À. Ðîõëèíûì ñâÿçè ìåæäó ÷èñëîì Ïîíòðÿãèíà è ñèãíà-

òóðîé îðèåíòèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî 4-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ: â
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ðàáîòå [42] èì áûëà äîêàçàíà ôîðìóëà

sign
(
M 4
)

=
1

3

〈
p1

(
M 4
)
,
[
M 4
]〉
.

Îáîáùåíèåì ýòîé ôîðìóëû äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4k ÿâëÿåòñÿ

çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Õèðöåáðóõà (ñì. [46]), âûðàæàþùàÿ ñèãíàòóðó îðè-

åíòèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî 4k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç åãî

÷èñëà Ïîíòðÿãèíà

sign
(
M 4k

)
=
〈
Lk
(
p1

(
M 4k

)
, p2

(
M 4k

)
, . . . , pk

(
M 4k

))
,
[
M 4k

]〉
,

ãäå Lk ∈ Q[p1, p2, . . . , pk]� îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíåé 4k (ñòåïåíü ïå-

ðåìåííîé pi ðàâíà 4i), îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå

1 +
∞∑
k=1

Lk(σ1, σ2, . . . , σk) =
∞∏
j=1

√
tj

th(
√
tj)
,

ãäå σi åñòü i-ûé ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì îò ïåðåìåííûõ tj.

Îïèðàÿñü íà ôîðìóëó Õèðöåáðóõà, Â.À. Ðîõëèí è À.Ñ. Øâàðö [43] è,

íåçàâèñèìî, Ð. Òîì [127] äîêàçàëè â êîíöå 1950õ ãîäîâ, ÷òî ðàöèîíàëüíûå

êëàññû Ïîíòðÿãèíà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êóñî÷íî ëèíåéíûõ ãîìåî-

ìîðôèçìîâ (ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè) è îïðåäåëåíû äëÿ

âñåõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé (õîðîøåå èçëîæåíèå ýòîãî äîêàçà-

òåëüñòâà èìååòñÿ â êíèãå [32]). Íàðÿäó ñ ôîðìóëîé Õèðöåáðóõà, êëþ÷åâóþ

ðîëü â êîíñòðóêöèè Ðîõëèíà�Øâàðöà�Òîìà èãðàåò òåîðåìà Ð. Òîìà [126]

î òîì, ÷òî ïðè m > 2n + 1 ëþáîé n-ìåðíûé êëàññ ãîìîëîãèé m-ìåðíîãî

ãëàäêîãî èëè êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mm ðåàëèçóåòñÿ ñ íåêîòî-

ðîé êðàòíîñòüþ ïîäìíîãîîáðàçèåì Nn ⊂Mm ñ òðèâèàëüíûì íîðìàëüíûì

ðàññëîåíèåì, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ Æ.-Ï. Ñåððà [121] î êî-

ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Íàìíîãî áîëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
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çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ñ.Ï. Íîâèêîâà [35], [36] î òîïîëîãè÷åñêîé èíâàðèàíò-

íîñòè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Äæ. Ìèëíîð

è Ì. Êåðâåð (ñì. [105]) ïîñòðîèëè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî öåëî÷èñ-

ëåííûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà íå ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè.

Ïîäõîä Ðîõëèíà�Øâàðöà�Òîìà ê îïðåäåëåíèþ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåÿâíûì.

Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà âíà÷àëå îïðåäåëÿþòñÿ êëàññû lk(M), â ñëó÷àå

ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàþùèå ñ ïîëèíîìàìè Õèðöåáðóõà Lk îò ðà-

öèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, à ïîòîì, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíò

ïðè pk â ïîëèíîìå Lk íåíóëåâîé, ïî íèì âîññòàíàâëèâàþòñÿ êëàññû pk(M).

Ïðè ýòîì êëàññ lk(M) õàðàêòåðèçóåòñÿ (ïðè dimM > 8k + 1) òåì ñâîé-

ñòâîì, ÷òî åãî çíà÷åíèÿ íà ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññàõ âñåõ 4k-ìåðíûõ

ïîäìíîãîîáðàçèé N ⊂ M ñ òðèâèàëüíûìè íîðìàëüíûìè ðàññëîåíèÿìè,

ðàâíû ñèãíàòóðàì ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû âû-

÷èñëèòü êëàññ lk(M), íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ýëåìåíòû íåêîòîðîãî áàçè-

ñà ãðóïïû H4k(M ;Q) ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ñ òðèâèàëüíûìè íîðìàëüíûìè

ðàññëîåíèÿìè. Òåîðåìà Òîìà íå äà¼ò ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè

òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à î ïðÿìîì êîìáèíàòîðíîì âû÷èñ-

ëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññîâ

Øòèôåëÿ�Óèòíè àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à èìååò î÷åíü ïðîñòîé îòâåò: â 1940 ãî-

äó Õ.Óèòíè [130] äîêàçàë ãèïîòåçó Å. Øòèôåëÿ [123], óòâåðæäàþùóþ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî m-ìåðíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K ñóììà ïî ìîäó-

ëþ 2 âñåõ (m− n)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ïåðâîãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàç-

äåëåíèÿ K ′ òðèàíãóëÿöèè K ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, ïðåäñòàâëÿþùèì êëàññ ãî-
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ìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå êëàññó Øòèôåëÿ�Óèòíè wn(K). Äî-

êàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñíîâàíî íà ïðÿìîì ïîñòðîåíèè íàáîðà âåêòîð-

íûõ ïîëåé, èìåþùåãî îñîáåííîñòè ñ èíäåêñàìè ±1 â áàðèöåíòðàõ ñèìïëåê-

ñîâ òðèàíãóëÿöèè K ′ òðåáóåìîé ðàçìåðíîñòè. Àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî

ìîæåò áûòü íàéäåíî â ñòàòüå [88]. Äðóãîå, àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî

òîãî æå ôàêòà áûëî ïîëó÷åíî â 1970 ãîäó Äæ.×èãåðîì [68]. Â 1976 ãîäó

Ð. Ãîëüäøòåéí è Å. Òóðíåð [84] íàøëè ÿâíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû äëÿ

êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ óïîðÿäî÷åííû-

ìè âåðøèíàìè, äàþùèå ñèìïëèöèàëüíûå öèêëû â èñõîäíîé òðèàíãóëÿöèè,

à íå â å¼ áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè.

Âïåðâûå çàäà÷à î ïðÿìîì êîìáèíàòîðíîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ

êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà âîçíèêëà â çíàìåíèòîé ðàáîòå À.Ì. Ãàáðèýëîâà,

È.Ì. Ãåëüôàíäà è Ì.Â. Ëîñèêà [13]. Ïîäõîä, ðàçâèòûé â ýòîé ðàáîòå è

ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ À.Ì. Ãàáðèýëîâà, È.Ì. Ãåëüôàíäà è Ì.Â. Ëîñè-

êà [14], Ð. ÌàêÔåðñîíà [100], À. Ì. Ãàáðèýëîâà [12] è È. Ì. Ãåëüôàíäà è

Ð. ÌàêÔåðñîíà [83], ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîïûòêó ñûìèòèðîâàòü

äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé îäèí èç ïåðâîíà÷àëüíûõ ïîäõîäîâ

Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ê ïîñòðîåíèþ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ãëàäêèõ ìíîãîîáðà-

çèé. Íàïðèìåð, â ïåðâîé ðàáîòå [13] ðàññìàòðèâàëàñü ãëàäêàÿ òðèàíãóëÿ-

öèÿ K ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è íà êàæäîì å¼ ñèìïëåêñå ìàêñèìàëü-

íîé ðàçìåðíîñòè ââîäèëàñü ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü. Â ðåçóëüòàòå íà ñèìïëåê-

ñàõ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé âîçíèêàëî ïî íåñêîëüêî ñâÿçíîñòåé � îãðàíè÷å-

íèé âûáðàííûõ ñâÿçíîñòåé íà ñèìïëåêñàõ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè � è

â òåðìèíàõ ýòèõ ñâÿçíîñòåé À.Ì. Ãàáðèýëîâó, È.Ì. Ãåëüôàíäó è Ì.Â. Ëî-

ñèêó óäàëîñü ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíò-
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ðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ M . Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ

íåïîëíûé îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè. Â

äåéñòâèòåëüíîñòè, èñõîäíûì îáúåêòîì â ôîðìóëå Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�

Ëîñèêà ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K, à êîìáèíà-

òîðíîå ìíîãîîáðàçèå K ñ çàäàííûì ñãëàæèâàíèåì. Îñíîâíûì ñðåäñòâîì,

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåâîä èíôîðìàöèè î ñãëàæèâàíèè

íà êîìáèíàòîðíûé ÿçûê, ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïðîñòðàíñòâà êîíôè-

ãóðàöèé. Ïðîñòðàíñòâîì êîíôèãóðàöèé ΣL (n−1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé

ñôåðû L À.Ì. Ãàáðèýëîâ, È.Ì. Ãåëüôàíä è Ì.Â. Ëîñèê íàçâàëè ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íà ñèìïëåêñàõ âëîæåíèé cone(L) ↪→ Rn, ïðîôàê-

òîðèçîâàííîå ïî åñòåñòâåííîìó äåéñòâèþ ãðóïïû GL(n,R). Ñãëàæèâàíèå

êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿK ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå êàæäîãî ñèì-

ïëåêñà σ òðèàíãóëÿöèè K òî÷êó ïðîñòðàíñòâà êîíôèãóðàöèé Σlinkσ ëèíêà

ñèìïëåêñà σ. Òàêèì îáðàçîì, ñãëàæèâàíèå êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ

çàäà¼ò íàáîð ñîãëàñîâàííûõ îòîáðàæåíèé |σ| → Σlinkσ, ïðîíóìåðîâàííûõ

ñèìïëåêñàìè σ òðèàíãóëÿöèè K. Èìåííî êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ

òàêèì íàáîðîì îòîáðàæåíèé âûñòóïàåò â êà÷åñòâå èñõîäíûõ êîìáèíàòîð-

íûõ äàííûõ äëÿ ôîðìóëû Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà.

Â ðàáîòàõ [14] è [100] ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð óñðåäíåíèÿ

ïî ðàçëè÷íûì âûáîðàì ëîêàëüíûõ ñãëàæèâàíèé ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ

ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, çàâèñÿùèå òîëüêî îò êîìáèíà-

òîðíîãî ñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, ýòè ôîðìóëû î÷åíü

ñëîæíû, òàê êàê òðåáóþò óñðåäíåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì òî÷êàì â ïðîñòðàí-

ñòâàõ ΣL äëÿ òð¼õìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L, à ýòè ïðîñòðàíñòâà ìî-

ãóò áûòü óñòðîåíû î÷åíü ñëîæíî, à âî-âòîðûõ, ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïðè-
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ìåíèìû òîëüêî äëÿ òåõ òðèàíãóëÿöèé K, äëÿ êîòîðûõ âñå ïðîñòðàíñòâà

êîíôèãóðàöèé ëèíêîâ ñèìïëåêñîâ íåïóñòû, òî åñòü äëÿ òàê íàçûâàåìûõ

áðàóýðîâñêèõ òðèàíãóëÿöèé. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøå 3 ýòî

óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûì, òî åñòü êëàññ áðàóýðîâñêèõ

òðèàíãóëÿöèé ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî óçêèì ïîäêëàññîì â êëàññå âñåõ êîìáè-

íàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ ôîðìóëà Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà (áåç

óñðåäíåíèÿ) òàêæå î÷åíü ñëîæíà äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé. Åäèíñòâåí-

íûé ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî óäàëîñü ïðîèçâåñòè ÿâíûé ðàñ÷¼ò ïðè ïîìî-

ùè ýòîé ôîðìóëû� 9-âåðøèííàÿ òðèàíãóëÿöèé êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè CP2, ïîñòðîåííàÿ Â. Êþíåëåì è Ò. Áàíõîôîì [96]. Ýòîò ðàñ÷¼ò

áûë ïðîâåä¼í Ë. Ìèëèíûì [103] â 1994 ãîäó.

Òðóäíîñòè â îáîáùåíèè ôîðìóëû Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà äëÿ

ñòàðøèõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà çàêëþ÷àåòñÿ êàê ðàç â èñïîëüçîâàíèè ïðî-

ñòðàíñòâ êîíôèãóðàöèé. Äåëî â òîì, ÷òî ñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ ΣL äî-

âîëüíî õîðîøî èçó÷åíî ïðè dimL 6 2: èçâåñòíî, ÷òî ΣL ñòÿãèâàåìî,

åñëè dimL = 1 (î÷åâèäíî), ëèíåéíî ñâÿçíî [66] è îäíîñâÿçíî [90], åñëè

dimL = 2, � íî ïðè dimL > 3 î ñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâ ΣL ïðàêòè÷åñêè

íè÷åãî íå èçâåñòíî. Â ðàáîòå [83] âìåñòî ïðîñòðàíñòâ êîíôèãóðàöèé èñ-

ïîëüçîâàëè áîëåå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû� òàê íàçûâàåìûå îðèåíòèðî-

âàííûå ìàòðîèäû (ââåäåíèå â òåîðèþ îðèåíòèðîâàííûõ ìàòðîèäîâ ñì. â

êíèãå [54]). Ýòî ïîçâîëèëî È.Ì. Ãåëüôàíäó è Ð.ÌàêÔåðñîíó ïîëó÷èòü

ôîðìóëû äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, îäíàêî â êà÷åñòâå

èñõîäíûõ äàííûõ ýòèõ ôîðìóë ïî-ïðåæíåìó âûñòóïàþò òðèàíãóëèðîâàí-

íûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàäàííûì ñãëàæèâàíèåì, à íå ïðîñòî êîìáèíàòîðíûå
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ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íè îäíà èç ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ðàáî-

òàõ [13], [14], [100], [12] è [83], íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ðàöèîíàëüíûå êëàñ-

ñû Ïîíòðÿãèíà ïðîèçâîëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áåç êàêèõ áû

òî íè áûëî äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð.

Äðóãîé, àíàëèòè÷åñêèé, ïîäõîä ê êîìáèíàòîðíîìó âû÷èñëåíèþ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ïðåäëîæèë Äæ. ×èãåð [70].

Îí îñíîâàí íà êîíñòðóêöèè η-èíâàðèàíòà (4k−1)-ìåðíîãî ðèìàíîâà ìíîãî-

îáðàçèÿ, ïðèíàäëåæàùèé Ì. Àòüÿ, Â. Ïàòîäè è È. Çèíãåðó [52]. Äæ. ×è-

ãåð íàäåëÿåò òðèàíãóëèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ïëîñêîé ìåòðè-

êîé, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà êàæäûé ñèìïëåêñ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé

åâêëèäîâîé ìåòðèêîé íà ïðàâèëüíîì ñèìïëåêñå ñ ðåáðîì 1 è ðàññìàòðè-

âàåò îïåðàòîðû Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâàõ L2-èíòåãðèðóåìûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ôîðì íà ëèíêàõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ

L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò âåùåñòâåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîá-

ðàçèÿ ïèøóòñÿ â òåðìèíàõ ñïåêòðîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà. Ôîðìóëû

×èãåðà ïðèìåíèìû äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è äàæå äëÿ

ãîðàçäî áîëåå îáùåãî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé ñ ïðå-

íåáðåæèìîé ãðàíèöåé (ñì. [69], [70]); ïðè ýòîì öèêëû, ïîëó÷àåìûå ïðè

ïîìîùè ýòèõ ôîðìóë, çàâèñÿò òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ òðè-

àíãóëÿöèè. Òåì íå ìåíåå ýòè ôîðìóëû ñòîèò ðàññìàòðèâàòü ñêîðåå êàê

âàæíûå òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùèå îáúåêòû, èìåþùèå òîïîëîãè÷åñêóþ è

àíàëèòè÷åñêóþ ïðèðîäó, ÷åì êàê ôîðìóëû äëÿ êîìáèíàòîðíîãî âû÷èñëå-

íèÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà

òàêæå íåò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ. Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè êîýôôèöèåíòû öèêëîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè
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ïîìîùè ôîðìóë ×èãåðà, ðàöèîíàëüíûìè. Åùå îäèí ïîäõîä ê çàäà÷å êîì-

áèíàòîðíîãî âû÷èñëåíèÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ðàçâèâàþùèé èäåè Ì. Ãðî-

ìîâà, ïðèíàäëåæèò À.Ñ. Ìèùåíêî. Â ðàáîòå [33] îí ïîñòðîèë ëîêàëüíóþ

êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó Õèðöåáðóõà, ÷òî ïîçâîëèëî åìó äàòü ëîêàëüíîå

îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü íà ýòîì ïóòè ÿâíóþ ôîðìóëó, âû÷èñ-

ëÿþùóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë ïî òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîêà

íèêîìó íå óäàëîñü. Ñðàâíåíèþ ðàçëè÷íûõ ôîðìóë äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãè-

íà òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ïîñâÿùåí îáçîð àâòîðà [17].

Äëÿ íàñ áóäåò âàæåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Í. Ëåâèò-

òó è Ê. Ðóðêó [98]: äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ

êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó îðè-

åíòèðîâàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K ñèìïëèöèàëüíûé öèêë,

â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì çâåçäû ýòîãî ñèìïëåêñà. Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåî-

ðåìà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ, íå äàþùåé íèêàêîé ÿâíîé

ôîðìóëû. Äîêàçàòåëüñòâî Í. Ëåâèòòà è Ê. Ðóðêà îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè

êîìáèíàòîðíîé ìîäåëè äëÿ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà BP̃Lm òàê

íàçûâàåìûõ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé (ñì. [115], [108], [92]).

Â ñåðèè ðàáîò [15]�[17], [21], [23] àâòîðîì áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ óíè-

âåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà. Â å¼ îñíîâå ëåæèò ïîäõîä ê êîìáèíàòîðíîìó âû÷èñëåíèþ

ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ìû èùåì ñèì-

ïëèöèàëüíûé öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé èí-

òåðåñóþùåìó íàñ îäíîðîäíîìó ïîëèíîìó F ñòåïåíè 4k îò ðàöèîíàëüíûõ
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êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K, â âèäå óíèâåðñàëü-

íîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=m−4k

f
(
〈linkσ〉

)
σ, (0.1)

ãäå ÷åðåç 〈L〉 îáîçíà÷åí êëàññ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííîé êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðû L è f �ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðè-

åíòèðîâàííûõ (4k − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, ìåíÿþùàÿ çíàê ïðè

îáðàùåíèè îðèåíòàöèè êîìáèíàòîðíîé ñôåðû. Óíèâåðñàëüíîñòü ôîðìó-

ëû (0.1) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò îò êîìáèíàòîðíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ K è öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì öèêëîì äëÿ ëþáîãî êîì-

áèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K.

Èçíà÷àëüíî ìîòèâàöèåé äëÿ òàêîãî ïîäõîäà ïîñëóæèëè ñëåäóþùèå òðè

ðåçóëüòàòà.

1. Ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà [14] äëÿ ïåðâîãî

ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà: â ÷àñòíîì ñëó÷àå áðàóýðîâñêèõ

òðèàíãóëÿöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó ñïåöèàëüíîìó óñëîâèþ,

îíà äà¼ò öèêë êîðàçìåðíîñòè 4, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì

ñèìïëåêñå çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà èçîìîðôèçìà åãî ëèíêà.

2. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà Ëåâèòòà�Ðóðêà [98].

3. Àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ×èãåðà äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò âå-

ùåñòâåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà èìåþò âèä (0.1).

Â ôîðìóëå Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà ëîêàëüíîñòü äîñòèãàåòñÿ

ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì ëîêàëüíûì ñãëàæè-

âàíèÿì; ôîðìóëà ×èãåðà îñíîâàíà íà èçó÷åíèè L2-îïåðàòîðîâ Ëàïëàñîâ
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íà ëèíêàõ ñèìïëåêñîâ ñ ëîêàëüíî ïëîñêèìè ìåòðèêàìè� îíà ïîëó÷àåòñÿ

ëîêàëüíîé àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê èçîìîðôíûå ëèíêè èçîìåòðè÷íû. Ìû

æå ñòàâèì ëîêàëüíîñòü âî ãëàâó óãëà, òî åñòü ñíà÷àëà èçó÷àåì öèêëû,

çàäàâàåìûå óíèâåðñàëüíûìè ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè âèäà (0.1), à ïîòîì

óæå âûÿñíÿåì, ÷òî âñå òàêèå öèêëû ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ãîìîëîãèé, äâîé-

ñòâåííûå ïî Ïóàíêàðå ïîëèíîìàì îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ëåâèòòà�Ðóðêà ñëàáåå, ÷åì ðåçóëüòàò î ñóùåñòâî-

âàíèè óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëû âèäà (0.1). Äåëî â òîì, ÷òî çâåçäà ñèìïëåê-

ñà íåñ¼ò â ñåáå íåìíîãî áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì åãî ëèíê, à èìåííî, îíà

íåñ¼ò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ K. Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà Ëåâèòòà�Ðóðêà ïî ñóòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ñóùåñòâóåò

ñâîÿ ôóíêöèÿ f = fm òàêàÿ, ÷òî ôîðìóëà (0.1) çàäà¼ò öèêë, äâîéñòâåííûé

ïåðâîìó ðàöèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà, íî ôóíêöèè fm äëÿ ðàçíûõm

ìîãóò áûòü íèêàê ìåæäó ñîáîé íå ñâÿçàíû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷àòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà

îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, óäîáíî ââåñòè íà ìíîæåñòâå òàêèõ

ôóíêöèé êàêóþ-íèáóäü àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ìû îïðåäåëÿåì äèô-

ôåðåíöèàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ

ñôåð T∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ãðóïïà Tn åñòü àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼í-

íàÿ êëàññàìè èçîìîðôèçìà 〈L〉 îðèåíòèðîâàííûõ (n − 1)-ìåðíûõ êîìáè-

íàòîðíûõ ñôåð è ñîîòíîøåíèÿìè 〈−L〉 = −〈L〉, ãäå −L�êîìáèíàòîðíàÿ

ñôåðà L ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé; óìíîæåíèå â êîëüöå T∗ èíäóöèðóåòñÿ

äæîéíîì êîìáèíàòîðíûõ ñôåð; äèôôåðåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂〈L〉 =
∑

v∈V (L)

〈link v〉,
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ãäå V (L)�ìíîæåñòâî âåðøèí êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L. Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ∂2 = 0. Ýëåìåíòû äâîéñòâåííîãî êîöåïíîãî êîìïëåêñà

T ∗(Q) = Hom(T∗,Q) ñóòü â òî÷íîñòè ðàöèîíàëüíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà

ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð,

ìåíÿþùèå çíàê ïðè îáðàùåíèè îðèåíòàöèè ñôåð; äèôôåðåíöèàë êîìïëåê-

ñà T ∗(Q) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç δ.

Îñíîâíûå íàøè ðåçóëüòàòû îá óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóëàõ

ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ∈ T n(Q) ÿâëÿåòñÿ êî-

öèêëîì êîìïëåêñà T ∗(Q); öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé äëÿ ëþáîãî

êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿK òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ

f ∈ T n(Q) ÿâëÿåòñÿ êîãðàíèöåé êîìïëåêñà T ∗(Q).

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëÿ ëþáîãî êîì-

áèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K; òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-

íîé ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíî-

ìà F ∈ Q[p1, p2, . . .], òî åñòü äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ K öèêë f](K) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî

Ïóàíêàðå ïîëèíîìó F îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèÿ K.

• Óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà f ∈ T 4k(Q) äëÿ îäíîðîäíîãî ïî-

ëèíîìà F ∈ Q[p1, p2, . . .] ñòåïåíè 4k ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíà ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q).

• Äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà F ∈ Q[p1, p2, . . .] ñòåïåíè 4k

ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà f òàêàÿ, ÷òî çàäà÷à
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âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïî äàííîé îðèåíòèðîâàííîé (4k − 1)-

ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âàæíóþ ðîëü èãðàåò âû÷èñëåíèå

ãîìîëîãèé êîëüöà T∗, òåíçîðíî óìíîæåííîãî íà Q, è ãðóïï êîãîìîëîãèé

êîìïëåêñà T ∗(Q). Ðåçóëüòàò ýòîãî âû÷èñëåíèÿ òàêîâ: èìååò ìåñòî ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûé èçîìîðôèçì

H∗(T∗)⊗Q ∼= ΩSPL
∗ ⊗Q ∼= ΩSO

∗ ⊗Q ∼= Q
[[
CP2

]
,
[
CP4

]
, . . .

]
, (0.2)

ãäå ΩSPL
∗ è ΩSO

∗ �êîëüöà êîáîðäèçìîâ îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ

è ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâåííî, è ñîïðÿæ¼ííûé åìó àääèòèâíûé

èçîìîðôèçì

H∗(T ∗(Q)) ∼= Q[p1, p2, . . .].

Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ÿâíîå îïè-

ñàíèå âñåõ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë f ∈ T 4(Q)

äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. ×òîáû îïèñàòü ÿâíî ôóíê-

öèþ f íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ

êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ¾ïå-

ðåìåùàòüñÿ¿ ïî ýòîìó ìíîæåñòâó êëàññîâ èçîìîðôèçìà. Äëÿ ýòîé öåëè

ìû èñïîëüçóåì òàê íàçûâàåìûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýëåìåíòàð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñî-

ãëàñíî òåîðåìå, äîêàçàííîé â 1987 ãîäó Ó. Ïàõíåðîì [111] (ñì. òàêæå [112]

è [99]), äâà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèÿ ñîåäèíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîðôèçìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíè êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû. Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ 3-ìåðíàÿ

êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà ïåðåâîäèòñÿ â ãðàíèöó 4-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ïîñðåä-
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ñòâîì êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîð-

ôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå

êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð,

íàì äîñòàòî÷íî îïèñàòü, êàê å¼ çíà÷åíèå èçìåíÿåòñÿ ïðè áèçâ¼çäíîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè êîìáèíàòîðíîé ñôåðû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç óðàâíåíèÿ δf = 0,

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿ-

ãèíà, ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèå çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïðè áèçâ¼çäíîì ïðåîáðàçî-

âàíèè β ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëîêàëüíûõ âêëàäîâ h(〈βv〉), çàâèñÿùèõ òîëüêî îò

áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé βv, èíäóöèðîâàííûõ ïðåîáðàçîâàíèåì β â ëèí-

êàõ âåðøèí ñôåðû L. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, ïðåäñòàâëÿ-

þùèì íåêîòîðûé êîíêðåòíûé êëàññ îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé c0 ãðàôà Γ2,

âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ 2-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, à ð¼áðàìè� áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ; ìû

ÿâíî âû÷èñëÿåì êëàññ êîãîìîëîãèé c0.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ÿâíóþ ëîêàëüíóþ êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó

äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ëþáîìó

êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ áåç êàêèõ áû òî íè áûëî äîïîëíèòåëüíûõ

ñòðóêòóð. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîìîùè ýòîé ôîðìóëû ñîäåðæèò äâà

ñëîæíûõ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ øàãà. Ïåðâûé èç íèõ ñâÿçàí ñ

íàõîæäåíèåì äëÿ äàííîé 3-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ å¼ â ãðàíèöó 4-ìåðíîãî

ñèìïëåêñà. Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Ñ.Ï. Íîâèêîâà [11] îá àëãîðèòìè-

÷åñêîé íåðàñïîçíàâàåìîñòè n-ìåðíîé ñôåðû ïðè n > 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè

n > 5 äëèíà êðàò÷àéøåé öåïî÷êè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîåäèíÿþ-

ùåé n-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó ñ m âåðøèíàìè ñ ãðàíèöåé (n + 1)-
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ìåðíîãî ñèìïëåêñà, íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íèêàêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé

îò m. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ 3-ìåðíîé ñôåðû àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà

(ñì. [31]), ïîýòîìó äëèíà êðàò÷àéøåé öåïî÷êè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ñîåäèíÿþùåé 3-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó ñ m âåðøèíàìè ñ ãðàíèöåé

4-ìåðíîãî ñèìïëåêñà, îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé

îò m; îäíàêî íå èçâåñòíî íèêàêîé ÿâíîé îöåíêè òàêîãî âèäà. Òåì íå ìåíåå,

èìåþòñÿ ýìïèðè÷åñêèå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü èíòåðåñóþùèå

íàñ öåïî÷êè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ íå

î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí (ñì. [55]).

Âòîðîé øàã, ñëîæíûé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ñâÿçàí ñ çàäà÷åé

êàíîíè÷åñêîãî âûáîðà êîöèêëà h, ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé c0.

Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ñëîæíîãî øàãà, ýòîò íå íîñèò ïðèíöèïèàëüíûé õà-

ðàêòåð, à ñâÿçàí ñ íàøèì æåëàíèåì ïîëó÷èòü îòâåò â âèäå óíèâåðñàëüíîé

ëîêàëüíîé ôîðìóëû. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòó ñëîæíîñòü ìîæíî îáîéòè,

åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ëîêàëüíîñòè.

Â îòëè÷èå îò ñòàðøèõ öåëî÷èñëåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ïåðâûé öå-

ëî÷èñëåííûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíî èíâàðèàíòåí. Ïîýòîìó èìå-

åò ñìûñë çàäà÷à î åãî âû÷èñëåíèè â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ. Ê íàñòîÿ-

ùåìó âðåìåíè ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà: âñå èçâåñòíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìó-

ëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà äàþò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå (èëè äàæå

âåùåñòâåííûå) öèêëû. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ðàìêàõ òåîðèè óíèâåðñàëü-

íûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë ýòà çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà: çíàìåíàòåëè

çíà÷åíèé ëþáîé óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f ∈ T 4(Q) äëÿ ïåðâî-

ãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà íåîãðàíè÷åíû. Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

ïóñòü f ∈ T 4(Q)�ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà;
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òîãäà äëÿ ëþáîãî l > 12 íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé çíà÷å-

íèé f(〈L〉), ãäå L ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ

êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ íå áîëåå, ÷åì l âåðøèíàìè, äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå

îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 2, 3, . . . , l− 3. Ðåçóëüòàòû Í. Ëåâèòòà è Ê. Ðóðêà [98]

ïîêàçûâàþò, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ìîæåò áûòü íàéäåíà êîìáèíàòîðíàÿ ôîð-

ìóëà äëÿ ïåðâîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíîé äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ óïîðÿäî÷åííûìè âåðøèíà-

ìè; òåì íå ìåíåå, íàõîæäåíèå òàêîé ÿâíîé ôîðìóëû ïîêà îñòà¼òñÿ íåðå-

ø¼ííîé çàäà÷åé.

Äî ñèõ ïîð ìû âñ¼ âðåìÿ îáñóæäàëè ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãè-

íà ìíîãîîáðàçèé. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

ðàññëîåíèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èñõîäíûå îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ Ïîíò-

ðÿãèíà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, äàííûå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì, ëåãêî ïåðåíî-

ñÿòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Â êóñî÷íî ëèíåéíîì ñëó÷àå èìå-

åòñÿ íåñêîëüêî íåýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó òåîðèé ðàññëîåíèé. Íàèáî-

ëåå âàæíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ òåîðèÿ êóñî÷íî ëèíåéíûõ äèñêîâûõ ðàñ-

ñëîåíèé, òåîðèÿ ìèêðîðàññëîåíèé Ìèëíîðà [105], òåîðèÿ áëî÷íûõ ðàññëî-

åíèé, ââåä¼ííûõ íåçàâèñìèìî Ê. Ðóðêîì è Á. Ñàíäåðñîíîì [115], [117]�

[119], Ê. Ìîðëå [108], [109] è Ì. Êàòî [92] (òåðìèí ¾áëî÷íîå ðàññëîåíèå¿

ïðèíàäëåæèò Ê. Ðóðêó è Á. Ñàíäåðñîíó). Áëî÷íîå ðàññëîåíèå ðàçìåð-

íîñòè q íàä êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì ïîëèýäðà P íà êëåòêè σi åñòü ïî-

ëèýäð E(ξ) ⊃ P , ñîñòîÿùèé èç áëîêîâ βi íàä êëåòêàìè σi òàêèõ, ÷òî

dim βi = dimσi + q è (βi, σi)�íåçàóçëåííàÿ ïàðà øàðîâ äëÿ ëþáîãî i.

(Ýòî íå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå; ñòðîãîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî â òåêñòå äèñ-

ñåðòàöèè.) Ïî-âèäèìîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ðàññëîåíèé
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êóñî÷íî ëèíåéíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé è êóñî÷íî ëèíåéíîé òåîðèè òðàíñâåð-

ñàëüíîñòè íàèáîëåå ïðàâèëüíûìè àíàëîãàìè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ÿâëÿ-

þòñÿ èìåííî áëî÷íûå ðàññëîåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âñÿêîå ëîêàëüíî

ïëîñêîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòè äî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðìàëüíîå áëî÷-

íîå ðàññëîåíèå, ÷òî íåâåðíî äëÿ äèñêîâûõ ðàññëîåíèé è ìèêðîðàññëîåíèé

(ñì. [89], [116]), à òàêæå ñ íàëè÷èåì äëÿ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé êàê àáñîëþò-

íîé, òàê è îòíîñèòåëüíîé òåîðåì òðàíñâåðñàëüíîñòè (ñì. [118]). Îïðåäåëå-

íèå ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé

ñðàçó ïåðåíîñèòñÿ íà áëî÷íûå ðàññëîåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ � áëî÷-

íîå ðàññëîåíèå íàä êóñî÷íî ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì M , òî ñóììà Óèòíè

áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ è êàñàòåëüíîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ê M ýêâèâà-

ëåíòíà îãðàíè÷åíèþ íà E(ξ) êàñàòåëüíîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ê E(ξ).

Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ ëåã-

êî âûðàæàþòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Óèòíè ÷åðåç ðàöèîíàëüíûå êëàññû

Ïîíòðÿãèíà êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé M è E(ξ). Ñëó÷àé ðàññëîå-

íèé íàä ïðîèçâîëüíûì êîìïàêòíûì ïîëèýäðîì ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ

ðàññëîåíèé íàä êóñî÷íî ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì, òàê êàê ëþáîé êîì-

ïàêòíûé ïîëèýäð âêëàäûâàåòñÿ â êà÷åñòâå äåôîðìàöèîííîãî ðåòðàêòà â

êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî òåîðèÿ óíèâåðñàëü-

íûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà çàäà÷ó î ïðÿìîì êîìáèíàòîð-

íîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé.

Îêàçûâàåòñÿ, âñå íàøè ðåçóëüòàòû î ôîðìóëàõ äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

ìíîãîîáðàçèé ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé áëî÷íûõ ðàññëîåíèé â ñëå-
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äóþùåì ñìûñëå: êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ T 4k(Q), ÿâëÿþùàÿñÿ êîöèêëîì êîì-

ïëåêñà T ∗(Q), çàäà¼ò ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ïîëèíîì îò ðàöèîíàëüíûõ

êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà q-ìåðíîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä ïîëèýäðîì P â

òåðìèíàõ ïàðû (K, g), ãäå

• K � êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ),

ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ íà áëîêè;

• g : P → E(ξ) � êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

1. îáðàç êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà P ïðè îòîáðàæåíèè g

ñîäåðæèòñÿ â áëîêå βi íàä íåé;

2. îòîáðàæåíèå g òðàíññèìïëèöèàëüíî òðèàíãóëÿöèè K;

3. äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà τ òðèàíãóëÿöèè K çàìûêàíèå êàæäîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà g−1
( ◦
τ
)
åñòü êóñî÷íî ëèíåéíûé

øàð ðàçìåðíîñòè dim τ−q; çäåñü ◦
τ � îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü

ñèìïëåêñà τ .

Ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ, òðàíññèìïëèöèàëüíîãî òðèàíãóëÿöèè, áûëî ââå-

äåíî â 1967 ãîäó Ì. Àðìñòðîíãîì è Å. Çèìàíîì [51]; ñòðîãîå îïðåäåëåíèå

áóäåò äàíî â òåêñòå äèññåðòàöèè. Ïîíÿòèå òðàíññèìïëèöèàëüíîñòè î÷åíü

áëèçêî ê ïîíÿòèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè, îäíàêî ãîâîðèòü î òðàíñâåðñàëü-

íîñòè â íàøåì ñëó÷àå íå î÷åíü êîððåêòíî, òàê êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî E(ξ) íå îáÿçàíî áûòü ìíîãîîáðàçèåì.

Èç óñëîâèÿ 1, íàêëàäûâàåìîãî íà îòîáðàæåíèå g, ñëåäóåò, ÷òî g ãîìî-

òîïíî òîæäåñòâåííîìó âëîæåíèþ P ⊂ E(ξ). Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ 2 è 3,

íàêëàäûâàåìûå íà îòîáðàæåíèå g, îñìûñëåííû è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòîá-

ðàæåíèå g ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì âëîæåíèåì P ⊂ E(ξ); â ýòîì ñëó÷àå
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îíè ñòàíîâÿòñÿ óñëîâèÿìè íà òðèàíãóëÿöèþ K è ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâó-

þò íàøèì èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î òîì, êàê äîëæíà ïåðåñåêàòü

ïîäïîëèýäð P äîñòàòî÷íî îáùàÿ è äîñòàòî÷íî ìåëêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïî-

ëèýäðà E(ξ). Ìîæíî áûëî áû èìåííî òàê è ôîðìóëèðîâàòü ýòè óñëîâèÿ,

íî íà ñàìîì äåëå ïðèâîäèòü îòîáðàæåíèå P → E(ξ) â ¾äîñòàòî÷íî îáùåå

ïîëîæåíèå¿ ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé òðèàíãóëÿöèè ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì

ïðèâîäèòü òðèàíãóëÿöèþ â ¾äîñòàòî÷íî îáùåå ïîëîæåíèå¿ ïî îòíîøåíèþ

ê ïîäïîëèýäðó P .

Ïóñòü (K, g)�ïàðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëî-

âèÿì è f ∈ T 4k(Q)�óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëèíîìà

F ∈ Q[p1, p2, . . .]. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Y ïîëèýäðà P íà êëåòêè, ÿâ-

ëÿþùèåñÿ çàìûêàíèÿìè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ g−1
( ◦
τ
)
. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé 4k-ìåðíîé êëåòêè Q ðàçáèåíèÿ Y ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî å¼ ãðàíåé (âêëþ÷àÿ ñàìó å¼, íî íå âêëþ÷àÿ ∅)

èçîìîðôíî ñ îáðàùåíèåì îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó

ìíîæåñòâó ñèìïëåêñîâ (âêëþ÷àÿ ∅) íåêîòîðîãî êóñî÷íî ëèíåéíîãî ñèì-

ïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ (4k − 1)-ìåðíîé ñôåðû; ìû îáîçíà÷èì

ýòî ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ÷åðåç LQ. (Ñèìïëèöèàëüíî êëå-

òî÷íîå ðàçáèåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñèìïëèöèàëüíîãî òåì, ÷òî äâà åãî ñèì-

ïëåêñà ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî îáùèõ ãðàíåé.) Òîãäà áàðèöåíòðè÷åñêîå

ïîäðàçäåëåíèå L′Q ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé. Ðàññìîòðèì êëåòî÷-

íóþ êîöåïü f ](1)(Y ) ∈ C4k(Y ;Q), çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé 4k-ìåðíîé

êëåòêå Q ðàçáèåíèÿ Y ðàâíî f
(〈
L′Q
〉)
. Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷à-

åòñÿ â òîì, ÷òî êîöåïü f ](Y ) ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ïîëè-

íîì F̃ (p1(ξ), p2(ξ), . . . , pk(ξ)), ãäå F̃ � îáðàç ïîëèíîìà F ïðè êàíîíè÷åñêîì
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àâòîìîðôèçìå w êîëüöà Q[p1, p2, . . .] = H∗(BO;Q), çàäàâàåìîì îòîáðàæå-

íèåì ãîìîòîïè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ H-ïðîñòðàíñòâà BO. Àâòîìîðôèçì w

õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî îí ïåðåâîäèò îáðàçóþùèå pi â òàêèå îäíîðîäíûå

ïîëèíîìû p̃i, ÷òî

p̃i + p̃i−1p1 + p̃i−2p2 + . . .+ pi = 0

äëÿ âñåõ k.

Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàöèîíàëüíûå êëàññû

Ïîíòðÿãèíà äëÿ äîâîëüíî íåîæèäàííûõ îáúåêòîâ � ðàçáèåíèé êîìïàêò-

íûõ ïîëèýäðîâ íà ïðîñòûå êëåòêè. Ïðîñòîé êëåòêîé ìû íàçûâàåì êóñî÷-

íî ëèíåéíûé øàð ñ êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì ãðàíèöû, äâîéñòâåííûì íåêîòî-

ðîé å¼ êóñî÷íî ëèíåéíîé òðèàíãóëÿöèè. Äâà ðàçáèåíèÿ êîìïàêòíîãî ïîëè-

ýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè íàçûâàþòñÿ êîíêîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1] íà ïðîñòûå êëåòêè, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà

îñíîâàíèÿ P × 0 è P × 1 ñîâïàäàþò ñ äâóìÿ äàííûìè ðàçáèåíèÿìè. Êëàññ

êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèé ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè ìû íàçûâà-

åì D-ñòðóêòóðîé íà ïîëèýäðå P . Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íà ìíîæåñòâå âñåõ

D-ñòðóêòóð íà êîìïàêòíîì ïîëèäðå P èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ ñëî-

æåíèÿ, ïðåâðàùàþùåå ýòî ìíîæåñòâî â àáåëåâó ïîëóãðóïïó ñ íóë¼ì, êîòî-

ðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D(P ). Êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

h : P1 → P2 èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ïîëóãðóïï h∗ : D(P2) → D(P1),

ïðè÷¼ì ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ãîìîìîðôèç-

ìû; òàêèì îáðàçîì, D(·)�êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè êîì-

ïàêòíûõ ïîëèýäðîâ è ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ïîëóãðóïï ñ íóë¼ì. Êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþ-

ùàÿ êàæäîìó áëî÷íîìó ðàññëîåíèþ ξ îïèñàííîå âûøå ðàçáèåíèå Y , îïðå-
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äåëÿåò êîððåêòíî îïåðåäåë¼ííîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ

I(·)→ D(·), ãäå I(P )� ãðóïïà êëàññîâ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷-

íûõ ðàññëîåíèé. (Èìååòñÿ íåáîëüøàÿ òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, ñâÿçàííàÿ

ñ òåì, ÷òî îïèñàííîå âûøå ðàçáèåíèå Y ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå îáùèì

îáúåêòîì, ÷åì ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè, íî ìû íå áóäåì ñåé÷àñ íà

íåé îñòàíàâëèâàòüñÿ.) Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ïîëèýäðà P èìååòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòåñòâåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ

K̃O(P )→ I(P )→ D(P ),

ãäå K̃O(P )� ãðóïïà ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

íàä P . Êîìáèíàòîðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿ-

ãèíà îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ pi : K̃O(P ) → H4i(P ;Q) ïðîïóñêàþòñÿ

ñêâîçü ãðóïïó I(P ). Ðàññìàòðèâàÿ îïðåäåë¼ííûå âûøå êîöåïè f ](1)(K), ìû

îïðåäåëÿåì ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð è ïîêàçûâàåì,

÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè îòîáðàæåíèÿ pi : K̃O(P ) → H4i(P ;Q) ïðîïóñêà-

þòñÿ ñêâîçü ïîëóãðóïïó D(P ). Èíòåðåñíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâûé

êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè íå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ïîëóãðóïïó D(P ). Òàêèì

îáðàçîì, D-ñòðóêòóðà, ïîñòðîåííàÿ ïî áëî÷íîìó ðàññëîåíèþ, ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü êëàññ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî

áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ (òàê êàê íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü äàæå åãî ïåðâûé

êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü äî-

ñòàòî÷íî ìíîãî èíôîðìàöèè î áëî÷íîì ðàññëîåíèè, à èìåííî, âñå åãî ðàöè-

îíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà. Ê ñîæàëåíèþ, àâòîðó íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ

ëè ïîëóãðóïïà D(P ) ãðóïïîé äëÿ ïðëîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ïîëèýä-

ðà P ; êðîìå òîãî, ïðàêòè÷åñêè íè äëÿ êàêèõ ïîëèýäðîâ ýòó ïîëóãðóïïó íå

óäàëîñü âû÷èñëèòü.
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Åù¼ îäíîé çàäà÷åé, ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

î ïîñòðîåíèè êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàäàííûì íàáîðîì ëèíêîâ

âåðøèí. Êàæäîé òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî ñîïîñòàâëÿòü ðàçëè÷-

íûå õàðàêòåðèçóþùèå åå êîìáèíàòîðíûå äàííûå. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì

òàêèõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ f -âåêòîð (f0, f1, . . . , fn), ãäå ÷åðåç fi îáîçíà÷åíî êî-

ëè÷åñòâî i-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ â òðèàíãóëÿöèè. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ

êîìáèíàòîðíûå äàííûå òåì èëè èíûì îáðàçîì îïèñûâàþò âçàèìíîå ðàñïî-

ëîæåíèå ñèìïëåêñîâ. Íåêîòîðûå ôóíêöèè îò êîìáèíàòîðíûõ äàííûõ äàþò

èíâàðèàíòû ìíîãîîáðàçèÿ, íå çàâèñÿùèå îò òðèàíãóëÿöèè. Íàïðèìåð, ýé-

ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî f -âåêòîð. Ìû

áóäåì ñîïîñòàâëÿòü êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîá-

ðàçèþ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíêîâ åãî âåðøèí.

Èíòåðåñ ê òàêèì êîìáèíàòîðíûì äàííûì îáóñëîâëåí â òîì ÷èñëå òåì, ÷òî

÷èñëà Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî íàáîðó êëàññîâ

èçîìîðôèçìà ëèíêîâ åãî âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, íàøèì îáúåêòîì èçó-

÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå L, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó îðèåíòèðî-

âàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð êëàñ-

ñîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð� ëèíêîâ âåðøèí

ìíîãîîáðàçèÿ K. Èçó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèå L, åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü çàäà÷ó

î åãî îáðàùåíèè:

Äëÿ êàêèõ íàáîðîâ Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-ìåðíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ ñôåð ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå

ìíîãîîáðàçèå, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì Y1, Y2, . . . , Yk?

Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ â òî-
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ïîëîãèè ïðîáëåìû õàðàêòåðèçàöèè íàáîðîâ ëîêàëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ëîêàëüíûå èíâàðèàíòû íåêîòîðîãî ãëîáàëü-

íîãî îáúåêòà. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð çàäà÷è òàêîãî òèïà � çàäà÷à õàðàêòå-

ðèçàöèè âîçìîæíûõ íàáîðîâ ëîêàëüíûõ âåñîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû Zp ñ èçîëè-

ðîâàííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè íà çàìêíóòîì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîì

ìíîãîîáðàçèè (ñì., íàïðèìåð, [7]). Äðóãèì ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåò-

ñÿ çàäà÷à î ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó êëàññàìè êîáîðäèçìîâ öèêëîâ, ðåàëèçóþ-

ùèõ êëàññû Ïîíòðÿãèíà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðåøåííàÿ

Â. Ì. Áóõøòàáåðîì è À. Ï. Âåñåëîâûì [61].

Ââèäó íàëè÷èÿ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû â ìíîæåñòâå Tn íàì áóäåò óäîáíåå

ðàáîòàòü íå ñ ïðåîáðàçîâàíèå L, à ñ ïðåîáðàçîâàíèåì LT , ñîïîñòàâëÿþ-

ùèì êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó n-ìåðíîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðà-

çèþ ñóììó ëèíêîâ åãî âåðøèí â ãðóïïå Tn. Çàäà÷à îá îáðàùåíèè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ LT ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó âîïðîñó:

Äëÿ êàêèõ íàáîðîâ Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-ìåðíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ ñôåð ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå

ìíîãîîáðàçèå, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, Y2, . . . , Yk, Z1, Z2 . . . , Zl,−Z1,−Z2 . . . ,−Zl

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà Z1, Z2, . . . , Zl îðèåíòèðîâàííûõ (n − 1)-ìåðíûõ

êîìáèíàòîðíûõ ñôåð?

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò η = 〈Y1〉 + . . . + 〈Yk〉

ëåæàë â îáðàçå ïðåîáðàçîâàíèÿ LT íåîáõîäèìî, ÷òîáû îí áûë öèêëîì äèô-

ôåðåíöèàëà ∂ : Tn → Tn−1, òî åñòü, ÷òîáû âåðøèíû íåñâÿçíîãî îáúåäèíå-

íèÿ Y1 t Y2 t . . .t Yk ìîãëè áûòü ðàçáèòû íà ïàðû òàê, ÷òî ëèíêè âåðøèí
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â êàæäîé ïàðå èçîìîðôíû ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè.

Îñíîâíûì íàøèì ðåçóëüòàòîì ïî çàäà÷å îá îáðàùåíèè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ LT ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî åñëè

η = 〈Y1〉+. . .+〈Yk〉�öèêë äèôôåðåíöèàëà ∂, òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëü-

íîãî q ýëåìåíò qη ëåæèò â îáðàçå ïðåîáðàçîâàíèÿ LT , òî åñòü ñóùåñòâóåò

n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî

ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, . . . , Y1︸ ︷︷ ︸
q

, Y2, . . . , Y2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Yk, . . . , Yk︸ ︷︷ ︸
q

, Z1, Z2, . . . , Zl,−Z1,−Z2, . . . ,−Zl

(0.3)

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q è íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ

(n− 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Z1, Z2, . . . , Zl.

Àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êóáè÷åñêè êëåòî÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ

ìíîãîîáðàçèé ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè òåõ æå ïðåäïîëî-

æåíèÿõ îòíîñèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Y1, . . . , Yk ñó-

ùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå

ìíîãîîáðàçèå Q, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y ′1 , . . . , Y
′

1︸ ︷︷ ︸
q

, Y ′2 , . . . , Y
′

2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Y ′k , . . . , Y
′
k︸ ︷︷ ︸

q

(0.4)

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q. Çäåñü Y ′i � áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîä-

ðàçäåëåíèå êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Yi.

Ïîìèìî èíòåðåñà, êîòîðûé ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñàìè ïî ñåáå,

èõ âàæíîñòü äëÿ íàñ âûçâàíà òåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èçîìîðôèçìà (0.2), èç êîòîðîãî ñëåäóþò

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî êîãðàíèö óíèâåðñàëüíûõ
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ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìîâ îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Íàøè ðåçóëüòàòû ïî çàäà÷å î ïîñòðîåíèè òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîá-

ðàçèé ñ çàäàííûìè íàáîðàìè ëèíêîâ âåðøèí íàõîäÿò ñâî¼ ïðèëîæåíèå ê

êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå î ðåàëèçàöèè öèêëîâ, ïîñòàâëåííîé Í.Ñòèíðîäîì

â êîíöå 1940õ ãîäîâ (ñì. [78]): ñóùåñòâóþò ëè äëÿ äàííîãî êëàññà (ñèí-

ãóëÿðíûõ) ãîìîëîãèé z ∈ Hn(X;Z) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X çà-

ìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Nn è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : Nn → X, òàêèå ÷òî f∗[N
n] = z? Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ð.Òîìà.

Òåîðåìà (Ð.Òîì [126]). Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = k(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî öåëî÷èñ-

ëåííîãî êëàññà ãîìîëîãèé z ∈ Hn(X;Z), êëàññ kz ðåàëèçóåì â âèäå îáðàçà

îðèåíòèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â òîé æå ðàáîòå Ð.Òîì äîêàçàë, ÷òî âñå êëàññû ãîìîëîãèé ðàçìåð-

íîñòåé 6 6 ðåàëèçóåìû è ïîñòðîèë ïåðâûé ïðèìåð 7-ìåðíîãî öåëî÷èñ-

ëåííîãî êëàññà ãîìîëîãèé, íå ðåàëèçóåìîãî ïî Ñòèíðîäó. Ñîãëàñíî êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðåìå Ìèëíîðà�Íîâèêîâà, êîëüöî êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ

ΩU
∗ íå èìååò êðó÷åíèÿ. Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò, Ñ.Ï.Íîâèêîâ [34] äîêà-

çàë, ÷òî, åñëè öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X íå èìåþò êðó-

÷åíèÿ, âñå êëàññû ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ðåàëèçóþòñÿ ïî Ñòèíðîäó.

Çàäà÷à î ðåàëèçàöèè öèêëîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î äèôôåðåíöèàëàõ

ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àòüÿ�Õèðöåáðóõà â òåîðèè SO∗(·) îðè-

åíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ. ×ëåí E2 ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè èìååò âèä E2
s,t = Hs(X; ΩSO

t ), à ÷ëåí E∞ ïðèñîåäèí¼í ê ãðàäóèðîâàí-

íîé ãðóïïå SO∗(X) îðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X. Êëàññ
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z ∈ Hn(X;Z) = E2
n,0 ðåàëèçóåì îáðàçîì ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ öèêëîì âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ. Àíàëîãè÷-

íî, êëàññ z ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí îáðàçîì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ öèêëîì âñåõ äèôôåðåí-

öèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àòüÿ-Õèðöåáðóõà â òåîðèè U∗(·)

óíèòàðíûõ áîðäèçìîâ. Ïîðÿäêè äèôôåðåíöèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Àòüÿ�Õèðöåáðóõà áûëè âû÷èñëåíû Â.Ì.Áóõøòàáåðîì [2]. Â

ðåçóëüòàòå èì áûëè ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû î ÷èñëàõ k(n).

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà î ðåàëèçàöèè öèêëîâ, ïðè

ïîìîùè êîòîðîãî áûëè ïîëó÷åíû óêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû, çàêëþ÷àåò-

ñÿ â å¼ ñâåäåíèè ê ãîìîòîïè÷åñêîé çàäà÷å ïðè ïîìîùè òåîðåìû òðàíñâåð-

ñàëüíîñòè Òîìà è ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé ãîìîòîïè÷åñêîé çàäà-

÷è ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäëà-

ãàåì íîâûé, êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà, îñíîâàííûé íà

èçó÷åíèè ëîêàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû öèêëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî

çàäàííûé êëàññ ãîìîëîãèé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé öåëî÷èñëåííûé êëàññ ñèíãóëÿðíûõ ãîìî-

ëîãèé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íåïðåðûâíûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàííîãî

ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à î ðåàëèçàöèè ïî

Ñòèíðîäó ïðîèçâîëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé ñâîäèòñÿ ê çà-

äà÷å î ðåàëèçàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ îðèåíòèðîâàííûõ ñèìïëè-

öèàëüíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé. Äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî ñèìïëè-

öèàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn ìû äà¼ì ÿâíóþ êîìáèíàòîðíóþ êîí-

ñòðóêöèþ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Nn è îòîáðàæåíèÿ g : Nn → Zn, òàêèõ

÷òî g∗[N
n] = q[Zn] äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà q.
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Íåêîòîðûå èäåè íàøåãî ïîäõîäà âîñõîäÿò ê ðàáîòå Ä.Ñóëëèâàíà [125], â

êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà, îñíîâàííûé íà ðàç-

ðåøåíèè îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü Zn�ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèå, Σ ⊂ Zn�ïîäìíîæåñòâî, òàêîå ÷òî Zn \Σ� ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå

ìíîãîîáðàçèå. Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn â ñìûñëå

Ñóëëèâàíà � ýòî îòîáðàæåíèå f : Nn → Zn, ãäå Nn� ãëàäêîå îðèåíòèðî-

âàííîå ìíîãîîáðàçèå, òàêîå ÷òî îãðàíè÷åíèå

g|g−1(Z\Σ) : g−1(Z \ Σ)→ Z \ Σ

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Â ðàáîòå [125] Ä. Ñóëëèâàí ïîñòðîèë ñå-

ðèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé ê ñóùåñòâîâàíèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåí-

íîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè ïðåïÿòñòâèÿ äàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-

òåðïðåòàöèþ äèôôåðåíöèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àòüÿ�

Õèðöåáðóõà. Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ðàçðåøåíèå îñîáåííî-

ñòåé Ä.Ñóëëèâàí ïðîâîäèë ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîáîðäèçìîâ, òî åñòü ïî

ñóòè âñ¼ ðàâíî ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ê ãîìîòîïè÷åñêîé çàäà÷å è èññëåäî-

âàíèÿ å¼ ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Íàø ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå g : Nn → Zn èñõîäÿ èç ëîêàëüíîé êîì-

áèíàòîðíîé ñòðóêòóðû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn. Ïðè ýòîì íàì íà ñàìîì

äåëå íå íóæíî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû îòîáðàæåíèå g áûëî ðàçðåøå-

íèåì îñîáåííîñòåé â ñìûñëå Ñóëëèâàíà, à äîñòàòî÷íî ëèøü âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ g∗[N
n] = q[Zn] äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà q.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé î ðåàëèçàöèè öåëî÷èñëåííûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé

Í. Ñòèíðîä ñòàâèë è çàäà÷ó î ðåàëèçàöèè êëàññîâ ãîìîëîãèé ñ êîýôôè-

öèåíòàìè â Z2. Ð. Òîì [126] äîêàçàë, ÷òî âñÿêèé êëàññ ãîìîëîãèé ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè â Z2 ðåàëèçóåòñÿ îáðàçîì çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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Â 1981 ãîäó Ñ. Áóîíêðèñòèàíî è Ä. Õýêîí [64], ðàçâèâàÿ èäåè Ñóëëèâàíà,

ïîëó÷èëè ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû Òîìà, íå èñïîëü-

çóþùåå ðåçóëüòàòîâ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè; òåì íå ìåíåå, èõ äîêàçà-

òåëüñòâî èñïîëüçóåò ãëàäêóþ òåîðåìó òðàíñâåðñàëüíîñòè (ïðè÷¼ì íå îäèí

ðàç, êàê èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî Òîìà, à ìíîãîêðàòíî âíóòðè íåêîòîðî-

ãî èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà) è íå äà¼ò ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè

ðåàëèçóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âîïðîñ î íàõîæäåíèè òàêîé êîìáèíàòîðíîé

êîíñòðóêöèè äëÿ ðåàëèçàöèè öèêëîâ ïî ìîäóëþ 2 îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè êëàññîâ ãîìîëîãèé îáðàçà-

ìè ñïåöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå òîïîëî-

ãè÷åñêîå ñòðîåíèå. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè

êëàññîâ ãîìîëîãèé îáðàçàìè ñôåð, òî åñòü çàäà÷à îá îïèñàíèè îáðàçà ãîìî-

ìîðôèçìà Ãóðåâè÷à. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå àíàëîã òåîðåìû

Ð.Òîìà î÷åâèäíî íå âåðåí: ñóùåñòâóþò öåëî÷èñëåííûå êëàññû ãîìîëîãèé,

äëÿ êîòîðûõ íèêàêîé êðàòíûé èì êëàññ ãîìîëîãèé íå ëåæèò â îáðàçå ãî-

ìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðåøàåì çàäà÷ó î íàõîæäå-

íèè íàáîðàMn ãëàäêèõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåàëè-

çàöèè ñ íåêîòîðûìè êðàòíîñòÿìè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ n-ìåðíûõ êëàññîâ

ãîìîëîãèé âñåõ ïðîñòðàíñòâ X. Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ îòíîøåíèåì äî-

ìèíèðîâàíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé. ÏóñòüM è N �

îðèåíòèðîâàííûå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ îäíîé ðàçìåðíîñòè. Ãîâîðÿò,

÷òî ìíîãîîáðàçèå M äîìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå N è ïèøóò M > N , åñëè

ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå M → N íåíóëåâîé ñòåïåíè; ãîâîðÿò, ÷òî ìíî-

ãîîáðàçèå M âèðòóàëüíî äîìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå N , åñëè íåêîòîðîå

êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå íàä M äîìèíèðóåò N . ×àñòè÷íîå óïîðÿäî÷å-
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íèå äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îðèåíòèðîâàí-

íûõ ìíîãîîáðàçèé âîñõîäèò ê ðàáîòàì Äæ. Ìèëíîðà è Ó. Ò¼ðñòîíà [107]

è Ì. Ãðîìîâà [86]. Î÷åâèäíî, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ n-ìåðíîé ñôåðû

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ n-

ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî

÷àñòè÷íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîãî, ÷òî M > N ñëåäó-

åò, ÷òî ÷èñëà Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ M íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë

Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ N è ãðóïïà π1(M) îòîáðàæàåòñÿ íà ïîäãðóïïó êîíå÷-

íîãî èíäåêñà â π1(N), òî åñòü ìíîãîîáðàçèå M óñòðîåíî ¾íå ïðîùå¿, ÷åì

ìíîãîîáðàçèå N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàñ-

ñîâ n-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé íå ìîæåò áûòü íàèáîëüøåãî

ýëåìåíòà. Â 1989 ãîäó Äæ. Êàðëñîí è Ä. Òîëåäî [67] ïîñòàâèëè çàäà÷ó î

íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ

äîìèíèðîâàíèÿ, òî åñòü òàêîãî êëàññà n-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãî-

îáðàçèé, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå äîìèíèðóåò-

ñÿ êàêèì-íèáóäü ìíîãîîáðàçèåì èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Åñòåñòâåííî,

õî÷åòñÿ íàéòè ïî âîçìîæíîñòè áîëåå óçêèé òàêîé êëàññ. Â ñèëó òåîðåìû

Òîìà ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å

î íàõîæäåíèè êëàññà Mn. Ä. Êîòùèê è Ê. Ë¼õ [95] âûñêàçàëè èíòåðåñ-

íóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìîæíî

âçÿòü êëàññ âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü ìíîãîîáðàçèé, íà

êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèç-

íû.

Â ñëó÷àå n = 2 îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ ëåãêî ïîëíîñòüþ îïèñû-

âàåòñÿ. Ñëó÷àé n = 3 äîâîëüíî õîðîøî èññëåäîâàí (ñì. îáçîð [129]); â
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÷àñòíîñòè, äîêàçàíî [56], ÷òî âñÿêîå îðèåíòèðîâàííîå 3-ìåðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå äîìèíèðóåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñëó÷àé n > 4 èññëåäîâàí äîâîëüíî

ïëîõî. Â îñíîâíîì âîïðîñ î íàëè÷èè äîìèíèðîâàíèÿ M > N èññëåäî-

âàëñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà N âûñîêîñâÿçíî [76], [77] è êîãäà N èìååò

ðèìàíîâó ìåòðèêó íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (èëè êóñî÷íî åâêëèäîâó

ìåòðèêó íåïîëîæèòåëüíîé ïîëèýäðàëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå CAT(0)-

ïðîñòðàíñòâ) [86], [120], [95]. Ïðè ýòîì åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå îñíîâíûå

ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ áûëè àëãåáðîòîïîëîãè÷åñêèìè, òî âî âòîðîì ðåøà-

þùóþ ðîëü èãðàëè ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå, â ÷àñòíîñòè, íà

òåîðèÿõ ñèìïëèöèàëüíîãî îáú¼ìà è ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ìíî-

ãîîáðàçèé íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïðàêòè÷åñêè âñå ðåçóëüòàòû áûëè

íåãàòèâíûìè: äîêàçûâàëîñü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà M è N

ìíîãîîáðàçèå M íå ìîæåò äîìèíèðîâàòü ìíîãîîáðàçèå N . Íàèáîëåå èíòå-

ðåñíûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Ä. Êîòùèêà

è Ê. Ë¼õ [95], êîòîðûå äëÿ áîëüøîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé (âêëþ÷àþùå-

ãî â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé

êðèâèçíû) äîêàçàëè íåâîçìîæíîñòü èõ äîìèíèðîâàíèÿ íèêàêèì ïðîèçâå-

äåíèåì äâóõ ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.

Äî ñèõ ïîð ïî ñóòè åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì ïî çàäà÷å îá îòûñêà-

íèè ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíè-

ðîâàíèÿ ïðè n > 4 ÿâëÿëàñü êîíñòðóêöèÿ ãèïåðáîëèçàöèè Ì. Äýâèñà è

Ò. ßíóøêåâè÷à [75]. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî ïîëèýäðà P

ñòðîèòü àñôåðè÷åñêèé ïîëèýäð P̂ è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P̂ → P ,

èíäóöèðóþùåå ýïèìîðôèçì â ãîìîëîãèÿõ; ïðè ýòîì, åñëè èñõîäíûé ïî-

ëèýäð P ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, ïîëèýäð P̂ îêàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
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òîé æå ðàçìåðíîñòè. (Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷åñêèì, åñëè îíî

èìååò òèï K(π, 1) äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû π.) Èç êîíñòðóêöèè Äýâèñà�

ßíóøêåâè÷à ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîá-

ðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ìîæíî âçÿòü êëàññ âñåõ àñôåðè-

÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî ýòîò êëàññ ñëèøêîì îáøèðåí è åñòåñòâåííî

ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î åãî óìåíüøåíèè.

Â öåíòðå íàøåé êîíñòðóêöèè íàõîäèòñÿ ìíîãîîáðàçèå Mn èçîñïåê-

òðàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ (n+1)×(n+1)

ìàòðèö, òî åñòü ìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì ïðîñòûì ñïåêòðîì λ1 > λ2 > . . . > λn+1.

(Ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ òð¼õäèàãîíàëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè

|i − j| > 1.) Ìíîãîîáðàçèå Mn âîçíèêàåò â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì ïðè èçó÷åíèè öåïî÷êè Òîäû (ñì. [110], [26]). Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ìíîãîîáðàçèÿ Mn áûëè ïåðâîíà÷àëüíî èçó÷åíû Ê.Òîìåè [128]. Èì

áûëî ïîñòðîåíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Mn è, îïèðàÿñü íà

ðåçóëüòàòû Ì.Äýâèñà [71], äîêàçàíà åãî àñôåðè÷íîñòü. Ê.Òîìåè òàêæå

äîêàçàë, ÷òî êëàññ äèôôåîìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ Mn íå çàâèñèò îò ÷è-

ñåë λ1, λ2, . . . , λn+1.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî

êëàññà n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ èëè,

÷òî òî æå ñàìîå, â êà÷åñòâå íàáîðà Mn ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ

ðåàëèçàöèè âñåõ n-ìåðíûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé, ìîæíî âçÿòü íàáîð âñåâîç-

ìîæíûõ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn. Äëÿ ëþáîãî

êëàññà ãîìîëîãèé z ∈ Hn(X;Z) ìû âûáèðàåì ðåàëèçóþùåå åãî ñèíãóëÿð-

íîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå h : Zn → X, ïîñëå ÷åãî ñòðîèì
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ÿâíî íàêðûòèå M̂n íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn è îòîáðàæåíèå g : M̂n → X,

òàêèå ÷òî g∗[M̂
n] = q[Zn] è, çíà÷èò, (h ◦ g)∗[M̂

n] = qz äëÿ íåêîòîðîãî

íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà q.

Îòìåòèì îäíî î÷åíü ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå íàøåé êîíñòðóêöèè îò êîí-

ñòðóêöèè ãèïåðáîëèçàöèè Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à. Â êîíñòðóêöèè Äýâèñà�

ßíóøêåâè÷à àñôåðè÷åñêèé ïîëèýäð P̂ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûé ïîëèýäð P ÿâëÿëñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Íàøà êîí-

ñòðóêöèÿ äà¼ò àñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M̂n äëÿ ëþáîãî èñõîäíîãî ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèÿ Zn. Ìû ñêëåèâàåì ìíîãîîáðàçèå M̂n èç ñïåöèàëüíûõ ïðî-

ñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ � ïåðìóòîýäðîâ è èìåííî áîðüáà çà òî, ÷òîáû ïîëó-

÷èâøèéñÿ êîìïëåêñ áûë ìíîãîîáðàçèåì, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì ìå-

ñòîì íàøåé êîíñòðóêöèè.

Ìíîãîîáðàçèå Mn èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëü-

íûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðåäñòàâèòåëåì èíòåðåñíîãî êëàññà ãëàä-

êèõ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Zn2 , íàçûâàåìûõ ìàëûìè íàêðû-

òèÿìè. Ýòîò êëàññ ìíîãîîáðàçèé áûë ââåä¼í è èññëåäîâàí Ì.Äýâèñîì è

Ò.ßíóøêåâè÷åì â ðàáîòå [74]. Ðàíåå âàæíûå ïðèìåðû ìàëûõ íàêðûòèé

áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [128], [81], [72]. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ðåçóëüòà-

òîâ èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â íàøèõ êîíñòðóêöèÿõ.

Êðàòêèé ïåðå÷åíü ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

1. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ðàöèîíàëü-

íûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü ôîðìóë
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âèäà

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=m−4k

f
(
〈linkσ〉

)
σ,

ãäå f �ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàí-

íûõ (4k − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, íå çàâèñÿùàÿ îò ìíîãîîá-

ðàçèÿ K. Ïîñòðîåíî è èçó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå êîëüöî T∗ îðèåí-

òèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è äâîéñòâåííûé åìó êîöåïíîé êîì-

ïëåêñ T ∗(Q) = Hom(T∗,Q). Äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè f , çàäàþùèå óíè-

âåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà, ñóòü â òî÷íîñòè êîöèêëû êîìïëåêñà T ∗(Q); ïðè ýòîì ôóíê-

öèÿ f , çàäàþùàÿ óíèâåðñàëüíóþ ëîêàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ëþáîãî îäíî-

ðîäíîãî ïîëèíîìà, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ

êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q).

2. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ

êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìó-

ëà f , ÷òî çàäà÷à î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïî äàííîé êîìáèíàòîðíîé

ñôåðå L ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

3. Ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ÿâíîé ëîêàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ôîð-

ìóëû äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé.

4. Ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ðîñò çíàìåíàòåëåé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f

äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà: äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé

óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà è

ëþáîãî l > 12 íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé çíà÷åíèé f(〈L〉),

ãäå L ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ

íå áîëåå, ÷åì l âåðøèíàìè, äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
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2, 3, . . . , l− 3. Äîêàçàíî, ÷òî íè äëÿ êàêîãî êðàòíîãî ïåðâîãî êëàññà Ïîíò-

ðÿãèíà íå ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííîé óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íîãî ðàññëîå-

íèÿ ξ íàä êîìïàêòíûì ïîëèýäðîì P ìîãóò áûòü êîìáèíàòîðíî âû÷èñëåíû

â òåðìèíàõ òðèàíãóëÿöèè K òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ) è îòîáðàæå-

íèÿ g : P → E(ξ), ãîìîòîïíîãî íóëåâîìó ñå÷åíèþ, òðàíññèìïëèöèàëüíî-

ãî ê òðèàíãóëÿöèè K è òàêîãî, ÷òî çàìûêàíèÿ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

ïðîîáðàçîâ îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè K ïðè îòîáðàæåíèè g ÿâ-

ëÿþòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè øàðàìè.

6. Äëÿ êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P ââåäåíà àáåëåâà ïîëóãðóïïà D(P ) êëàñ-

ñîâ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè. Äàíà êîí-

ñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó êëàññó ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä ïîëèýäðîì P , êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèé

ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ èíäóöèðóåò

åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì X : I(P ) → D(P ), ãäå I(P )� ãðóïïà êëàññîâ

ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä P . Äîêàçàíî, ÷òî

îòîáðàæåíèÿ pi : I(P ) → H4i(P ;Q), çàäàâàåìûå ðàöèîíàëüíûìè êëàññà-

ìè Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé, ðàñêëàäûâàþòñÿ â êîìïîçèöèþ ãî-

ìîìîðôèçìà X è åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé D(P )→ H4i(P ;Q), êîòîðûå

åñòåñòâåííî íàçûâàòü ðàöèîíàëüíûìè êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà ðàçáèåíèé íà

ïðîñòûå êëåòêè.

7. Íàéäåíû ÿâíûå êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå ïî íàáîðó îðèåíòèðîâàí-

íûõ (n−1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Y1, Y2, . . . , Yk òàêîìó, ÷òî âåðøè-

íû íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ Y1 t . . . t Yk ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñ ëèíêàìè

âåðøèí â êàæäîé ïàðå èçîìîðôíûìè äðóã äðóãó ñ îáðàùåíèåì îðèåíòà-
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öèè, ñòðîèòü îðèåíòèðîâàííîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíî-

ãîîáðàçèå Q, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî

ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y ′1 , . . . , Y
′

1︸ ︷︷ ︸
q

, Y ′2 , . . . , Y
′

2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Y ′k , . . . , Y
′
k︸ ︷︷ ︸

q

,

è îðèåíòèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèåK, íàáîð

ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåí-

òàöèþ èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, . . . , Y1︸ ︷︷ ︸
q

, Y2, . . . , Y2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Yk, . . . , Yk︸ ︷︷ ︸
q

, Z1, Z2, . . . , Zl,−Z1,−Z2, . . . ,−Zl,

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q è íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ

(n− 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Z1, Z2, . . . , Zl. Çäåñü −Zi�êîìáèíà-

òîðíàÿ ñôåðà Zi ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé è Y ′i �ïåðâîå áàðèöåíòðè÷å-

ñêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Yi.

8. Ïîëó÷åíû ÿâíûå îïèñàíèÿ âñåõ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë

äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

9. Ðåøåíà çàäà÷à î ïðÿìîì êîìáèíàòîðíîì ïîñòðîåíèè îðèåíòèðîâàí-

íîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðåàëèçóþùåãî ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ çà-

äàííûé êëàññ öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

10. Ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè êëàññàMn îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ

ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåàëèçàöèè ñ íåêîòî-

ðîé êðàòíîñòüþ ëþáîãî n-ìåðíîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà ãîìîëîãèé ëþ-

áîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî êëàñ-

ñàMn ìîæíî âçÿòü êëàññ âñåõ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé íàä ìíîãîîáðà-

çèåìMn èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ âåùåñòâåí-

íûõ (n + 1) × (n + 1)-ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå îðèåí-
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òèðîâàííîå çàìêíóòîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå âèðòóàëüíî äîìèíèðóåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì Mn.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Çäåñü ìû êðàòêî îïèøåì ñòðóêòóðó ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëà-

âû, à ãëàâû� íà ðàçäåëû. Òåîðåìû, ïðåäëîæåíèÿ, ïðèìåðû, çàìå÷àíèÿ è

ò. ä. íóìåðóþòñÿ â ïðåäåëàõ ðàçäåëà, à ðèñóíêè è óðàâíåíèÿ� â ïðåäåëàõ

ãëàâû.

Â êîíöå ââåäåíèÿ ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå ñîãëàøåíèÿ, êîòîðûå èñïîëü-

çóþòñÿ â ðàáîòå, è ñïèñîê íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ îáîçíà÷åíèé.

Ãëàâà 1. Óíèâåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ êëàññîâ òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé

Â ðàçäåëå 1.1 ìû ââîäèì äèôôåðåíöèàëüíîå êîëüöî îðèåíòèðîâàííûõ êîì-

áèíàòîðîíûõ ñôåð T∗, ñòðîèì ãîìîìîðôèçì ΩSPL
∗ → H∗(T∗), ãäå ΩSPL

∗ �

êîëüöî îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ êîáîðäèçìîâ, è ôîðìóëèðóåì

ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïî ìî-

äóëþ êëàññà ãðóïï êðó÷åíèÿ. Â ðàçäåëå 1.2 ìû èññëåäóåì, äâîéñòâåííûé

êîöåïíîé êîìïëåêñ T ∗(Q) = Hom(T∗,Q); ââîäèì ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé

ëîêàëüíîé ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà;

äîêàçûâàåì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ îá óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìó-

ëàõ è èõ ñâÿçè ñ êîöèêëàìè êîìïëåêñà T ∗(Q). Â ðàçäåëå 1.3 ìû äîêà-

çûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà f , ÷òî
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çàäà÷à î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïî äàííîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L

ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé. Â ðàçäåëå 1.4 ìû ââîäèì è èçó÷àåì

êîëüöî T C
∗ � îáîáùåíèå êîëüöà T∗ íà ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿ-

ìè. Ðàçäåë 1.5 ïîñâÿù¼í ëîêàëüíûì ôîðìóëàì äëÿ êîöèêëîâ, ïðåäñòàâëÿ-

þùèõ ïîëèíîìû îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Ãëàâà 2. ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû äëÿ ïåð-

âîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Íàø ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû èñêàòü öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïåð-

âîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà äàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K, â âèäå

óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû (0.1). Çäåñü n = 4, çíà÷èò, f �ðàöè-

îíàëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðî-

âàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. ×òîáû îïèñàòü ÿâíî òàêóþ ôóíê-

öèþ f , íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ¾ïåðåìåùàòüñÿ¿

ïî ìíîæåñòâó êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíà-

òîðíûõ ñôåð. Äëÿ ýòîé öåëè ìû èñïîëüçóåì òàê íàçûâàåìûå áèçâ¼çäíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ

íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ î áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, äëÿ êàæäîãî n

ñòðîèòñÿ ãðàô Γn, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû èçîìîðôèçìà

îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, à ð¼áðàìè� áèçâ¼çä-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àáåëåâû ãðóïïû ýêâèâàðèàíòíûõ

êëåòî÷íûõ êîöåïåé Cj,n = Cj
Z2

(Γn−1;Q), ãäå ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò íà ãðà-

ôå Γn−1 îáðàùåíèåì îðèåíòàöèé êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è Q� ãðóïïà Q,

íàäåë¼ííàÿ ñòðóêòóðîé Z2-ìîäóëÿ òàêîé, ÷òî îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Z2 äåé-
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ñòâóåò óìíîæåíèåì íà −1. Íà áèãðàäóèðîâàííîé ãðóïïå C∗,∗ ââîäèòñÿ

ñòðóêòóðà áèãðàäóèðîâàííîãî êîöåïíîãî êîìïëåêñà ñ äâóìÿ êîììóòèðó-

þùèìè äèôôåðåíöèàëàìè: ïîâûøàþùèì ïåðâóþ ãðàäóèðîâêó äèôôåðåí-

öèàëîì d ýêâèâàðèàíòíûõ êëåòî÷íûõ êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ ãðàôîâ Γn è

ïîâûøàþùèì âòîðóþ ãðàäóèðîâêó äèôôåðåíöèàëîì δ, èíäóöèðîâàííûì

îïåðàöèåé âçÿòèÿ ôîðìàëüíîé ñóììû ëèíêîâ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû. Ïðè

ýòîì ïåðâûé ñòîëáåö C0,∗ ââåä¼ííîãî áèêîìïëåêñà êàíîíè÷åñêè èçîìîð-

ôåí êîöåïíîìó êîìïëåêñó T ∗(Q). Êðîìå òîãî, ñòðîèòñÿ öåïíàÿ ãîìîòî-

ïèÿ s ìåæäó öåïíûìè îòîáðàæåíèÿìè d è 0 êîöåïíîãî êîìïëåêñà (C0,∗, δ)

â êîöåïíîé êîìïëåêñ (C1,∗, δ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãîìîìîðôèçì

s : T 4(Q) = C0,4 → C1,3 = C1
Z2

(Γ2;Q)

îòîáðàæàåò ïîäãðóïïó ker δ ⊂ T 4(Q), ñîñòîÿùóþ èç óíèâåðñàëüíûõ ëî-

êàëüíûõ ôîðìóë äëÿ êëàññîâ, êðàòíûõ ïåðâîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà, èçî-

ìîðôíî íà ïîäãðóïïó ãðóïïû C1
Z2

(Γ2;Q), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ êîöèêëîâ,

êëàññû ãîìîëîãèé êîòîðûõ ëåæàò â ÿäðå N ãîìîìîðôèçìà

δ∗ : H1
Z2

(Γ2;Q)→ H1
Z2

(Γ3;Q),

èíäóöèðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëîì δ; ïðè ýòîì îáðàòíûé ê s èçîìîðôèçì

ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì d−1δ. Òàêèì îáðàçîì, ÿâíîå îïèñàíèå óíèâåð-

ñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ êëàññîâ, êðàòíûõ ïåðâîìó êëàññó Ïîíò-

ðÿãèíà ñâîäèòñÿ ê ÿâíîìó âû÷èñëåíèþ ãðóïïû N .

Â ðàçäåëàõ 2.2 è 2.3 èçó÷àþòñÿ öèêëû â ãðàôå Γ2. Â ðàçäåëå 2.2 ñòðî-

ÿòñÿ íåñêîëüêî ñåìåéñòâ öèêëîâ â ãðàôå Γ2, êîòîðûå óäîáíî íàçûâàòü

ýëåìåíòàðíûìè öèêëàìè, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé öèêë â ãðàôå Γ2

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ. Â ðàçäåëå 2.3
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ïðèâîäèòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàí-

íîãî öèêëà â ãðàôå Γ2 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ. ßâíîå

îïèñàíèå ãðóïïû N äà¼òñÿ â ðàçäåëå 2.5: ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q, ïîðîæä¼ííûì êëàññîì êîãîìîëî-

ãèé c0 ∈ H1
Z2

(Γ2;Q), äëÿ êîòîðîãî ÿâíî óêàçûâàþòñÿ åãî çíà÷åíèÿ íà âñåõ

ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ.

Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ÿâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàñ-

ñà Ïîíòðÿãèíà ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 2.4. Îòìåòèì, ÷òî â ðàçäåëå 2.4 ìû äî-

êàçûâàåì ëèøü, ÷òî âûïèñàííàÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äà¼ò ïåðâûé êëàññ Ïîíò-

ðÿãèíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðóþ óíèâåðñàëüíóþ (òî åñòü

íå çàâèñÿùóþ îò ìíîãîîáðàçèÿ K) êîíñòàíòó. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòà

êîíñòàíòà â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíà 1, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè âû÷èñëå-

íèÿ ïî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå äëÿ íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ

èçâåñòíûì íåíóëåâûì êëàññîì Ïîíòðÿãèíà. Òàêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ CP2

âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå B.

Â ðàçäåëå 2.6 äîêàçàíà îöåíêà íà ðîñò çíàìåíàòåëåé çíà÷åíèé ëîêàëü-

íûõ ôîðìóë äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà: ïóñòü f ∈ T 4(Q)�ëîêàëü-

íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà; òîãäà äëÿ ëþáîãî l > 12

íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé çíà÷åíèé f(〈L〉), ãäå L ïðîáå-

ãàåò ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ

íå áîëåå, ÷åì l âåðøèíàìè, äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë

2, 3, . . . , l − 3.
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Ãëàâà 3. Ôîðìóëû äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ðàññëîåíèé â òåðìè-

íàõ òðèàíãóëÿöèé èõ òîòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîëó÷åííûõ â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ

ðåçóëüòàòîâ î êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóëàõ äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ìíîãî-

îáðàçèé íà çàäà÷ó î êîìáèíàòîðíîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êëàñ-

ñû Ïîíòðÿãèíà q-ìåðíîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êëåòî÷íûì ðàçáèå-

íèåì Z êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P ìîãóò áûòü êîìáèíàòîðíî âû÷èñëåíû â

òåðìèíàõ ïàðû (K, g), ãäå K � êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ òîòàëü-

íîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ íà áëîêè,

g : P → E(ξ) � êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

1) îáðàç êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z ïðè îòîáðàæåíèè g ñîäåðæèòñÿ

â áëîêå βi íàä íåé;

2) îòîáðàæåíèå g òðàíññèìïëèöèàëüíî òðèàíãóëÿöèè K;

3) äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà τ òðèàíãóëÿöèè K çàìûêàíèå êàæäîé êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà g−1
( ◦
τ
)
åñòü êóñî÷íî ëèíåéíûé øàð ðàçìåð-

íîñòè dim τ − q; çäåñü ◦
τ � îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà τ .

Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ g−1
( ◦
τ
)
îá-

ðàçóþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P , êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç g!K. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êëåòêà Q ðàçáèåíèÿ g!K èìååò ñòðóêòóðó

êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, âñå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

êóñî÷íî ëèíåéíûìè øàðàìè. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ìû áóäåì íàçû-

âàòü êâàçèïðîñòûìè êëåòêàìè; êâàçèïðîñòàÿ êëåòêà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé

êëåòêîé, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà å¼ ãðàíåé ëèáî ïóñòî, ëèáî ñíîâà

ÿâëÿåòñÿ å¼ ãðàíüþ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 3 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
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ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ ìîãóò áûòü âîñ-

ñòàíîâëåíû ïî êîìáèíàòîðíîìó ñòðîåíèþ ðàçáèåíèÿ g!K ïîëèýäðà P íà

êâàçèïðîñòûå êëåòêè.

Ðàçäåëû 3.1 è 3.2 ñîäåðæàò îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé ñ óãëàìè, ïðîñòûõ è êâàçèïðîñòûõ êëåòîê, ðàçáèåíèé íà ìíîãî-

îáðàçèÿ ñ óãëàìè, ïðîñòûå è êâàçèïðîñòûå êëåòêè. Ðàçäåë 3.3 ñîäåðæèò

íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î áëî÷íûõ ðàññëîåíèÿõ. Â ðàçäåëå 3.4 ôîðìóëèðó-

åòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëàâû 3 ïîñâÿùåíà ñèñòåìà-

òè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ðàçáèåíèé êîìïàêòíûõ ïîëèýäðîâ íà ìíîãîîáðàçèÿ

ñ óãëàìè, ïðîñòûå è êâàçèïðîñòûå êëåòêè. Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êëàññîâ êîíêîðäàíòíîñòè òàêèõ ðàçáèåíèé. Äâà ðàç-

áèåíèÿ ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòûå

èëè êâàçèïðîñòûå êëåòêè) íàçûâàþòñÿ êîíêîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1] íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè (ñîîòâåòñòâåííî,

ïðîñòûå èëè êâàçèïðîñòûå êëåòêè), îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà îñíîâàíèÿ

öèëèíäðà P × [0, 1] ñîâïàäàþò ñ äâóìÿ äàííûìè ðàçáèåíèÿìè. Â ðàçäå-

ëå 3.5 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîëó÷àþùååñÿ ìíîæåñòâî D(P ) êëàññîâ êîí-

êîðäàíòíîñòè íå çàâèñèò îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû ðàçáèåíèÿ ïîëè-

ýäðà íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, íà ïðîñòûå êëåòêè èëè íà êâàçèïðîñòûå

êëåòêè; ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D(P ) ìû íàçûâàåì D-ñòðóêòóðàìè íà ïî-

ëèýäðå P . Â ðàçäåëàõ 3.6 è 3.7 â ìíîæåñòâå D(P ) ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñëî-

æåíèÿ, ïðåâðàùàþùàÿ åãî â àáåëåâó ïîëóãðóïïó ñ íóë¼ì, è äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïîëóãðóïïà D(P ) ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîëèýäðà P ,

à ñîïîñòàâëåíèå P 7→ D(P ) ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç

êàòåãîðèè êîìïàêòíûõ ïîëèýäðîâ è ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ èõ îòîáðàæå-
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íèé â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ïîëóãðóïï ñ íóë¼ì. Â ðàçäåëå 3.8 äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà òðèàíãóëÿöèþ K ñóùåñòâóåò îòîáðà-

æåíèå g : P → E(ξ), óäîâëåòâîðÿþùåå ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâè-

ÿì 1�3; òàêæå äîêàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûé âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàì â ðàçäåëå 3.9 ñîïîñòàâèòü êàæäîìó áëî÷íî-

ìó ðàññëîåíèþ ξ êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ g!K. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ýòîò êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû (K, g) è îïðåäåëÿ-

åò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì X : I(P )→ D(P ), ãäå I(P )� ãðóïïà êëàñ-

ñîâ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä ïîëèýäðîì P . Â

ðàçäåëå 3.10 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò î D-ñòðóêòóðàõ íà êîìïàêò-

íûõ ïîëèýäðàõ, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ìîòèâàöèåé äëÿ èõ èçó÷å-

íèÿ: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãè-

íà D-ñòðóêòóð, òî åñòü åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ pk : D(P )→ H4k(P ;Q)

òàêèå, ÷òî â êîìïîçèöèè ñ åñòåñòâåííûì ãîìîìîðôèçìîì X îíè äàþò ðà-

öèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Â ðàçäåëå 3.11 ñòðî-

èòñÿ êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî Z òàêîå, ÷òî D(P ) ∼= [P,Z] äëÿ

ëþáîãî ïîëèýäðà P ; äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

H∗(Z;Q) ∼= H∗(T ∗(Q)) ∼= Q[p1, p2, . . .];

ñ ïîìîùüþ ýòîãî èçîìîðôèçìà äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ

ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð, â ÷àñòíîñòè, àíà-

ëîã ôîðìóëû Óèòíè. Â ðàçäåëå 3.12 äîêàçàíà äâóñâÿçíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà Z , îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò òðèâèàëüíîñòü ïîëóãðóïï D(P ) äëÿ âñåõ äâó-

ìåðíûõ ïîëèýäðîâ P ; â ðàçäåëå 3.13 ñôîðìóëèðîâàíî íåñêîëüêî îòêðûòûõ

âîïðîñîâ.
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Ãëàâà 4. Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè òðèàíãóëèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ

ñ çàäàííûì íàáîðîì ëèíêîâ âåðøèí

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèé L è LT , ñî-

ïîñòàâëÿþùèì êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó n-ìåðíîìó êîìáèíàòîðíîìó

ìíîãîîáðàçèþ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíêîâ åãî

âåðøèí è ñóììó êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíêîâ åãî âåðøèí â ãðóïïå Tn.

Â ðàçäåëå 4.1 îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû. Â ðàçäåëàõ 4.2 è 4.3 èçëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ Ïåööàíà�

Ôåððè [113], [79] ïîñòðîåíèÿ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ ïî îäíîðîäíîìó ãðàôó è ïðèâîäèòñÿ å¼ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèé, ñêëååííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Åñëè P n�ïðî-

ñòîé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåðãðàíÿìè è Γ�êîíå÷íûé îäíîðîäíûé ãðàô

ñòåïåíè m, ýòà êîíñòðóêöèÿ äà¼ò ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Mn(Γ, P n), ñêëååí-

íîå èç ìíîãîãðàííèêîâ P n. Â ðàçäåëå 4.4 ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ ïîäðîáíåå

íà ñëó÷àå, êîãäà P n�êóá [0, 1]n. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè ãðàô Γ óäîâëå-

òâîðÿåò íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì, êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ðàçáèå-

íèå Q(Γ) = Mn(Γ, [0, 1]n) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì íåêîòî-

ðîãî êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q̃(Γ).

Â ðàçäåëå 4.5 äà¼òñÿ êîíñòðóêöèÿ îðèåíòèðîâàííîãî êóáè÷åñêè êëåòî÷-

íîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q ñ íàáîðîì ëèíêîâ âåðøèí (0.4). Îíà

îñíîâàíà íà ïðÿìîì ïîñòðîåíèè îäíîðîäíîãî ãðàôà Γ ñòåïåíè 2n òàêîãî,

÷òî Q = Q̃(Γ)�èñêîìîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðà-

çèå. Ðàçäåë 4.6 ñîäåðæèò êîíñòðóêöèþ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ K ñ íàáîðîì ëèíêîâ âåðøèí (0.3): îíî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì

îáúåäèíåíèåì äâóõ ýêçåìïëÿðîâ áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ Q′ è
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íåñêîëüêèõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. Òàêæå â ðàçäåëå 4.6 äà¼òñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûé â ãëàâå 1 ãîìîìîðôèçì ΩSPL
∗ → H∗(T∗) ÿâëÿ-

åòñÿ èçîìîðôèçìîì ïî ìîäóëþ êëàññà ãðóïï êðó÷åíèÿ. Â ðàçäåëå 4.7 ìû

èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ÿâíîãî îïèñàíèÿ âñåõ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ L-ïîëèíîìîâ

Õèðöåáðóõà îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Ãëàâà 5. Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà î ðåàëè-

çàöèè öèêëîâ

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ÿâíîìó ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ, ðåàëèçóþùåãî ñ

íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ çàäàííûé öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé. Ðàç-

äåë 5.1 ïîñâÿù¼í ôîðìóëèðîâêàì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ëþáîé êëàññ ãî-

ìîëîãèé z ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæåò áûòü ðå-

àëèçîâàí â âèäå íåïðåðûâíîãî îáðàçà íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèÿ Z. Â ðàçäåëàõ 5.2, 5.3 ìû äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ êëåòîê, ñòðîèì ÿâíî åãî

ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ q, òî åñòü îðèåíòèðî-

âàííîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå N è îòîáðàæåíèå g : N → Z òàêèå,

÷òî âíå îñòîâà êîðàçìåðíîñòè 2 ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z îòîáðàæåíèå g ÿâ-

ëÿåòñÿ q-ëèñòíûì íàêðûòèåì, óâàæàþùèì îðèåíòàöèþ. Ïðè ýòîì N �êó-

áè÷åñêè êëåòî÷íîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè

èç ðàçäåëà 4.5, ïðèìåí¼ííîé ê íàáîðó êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, äâîéñòâåí-

íûõ ïðîñòûì êëåòêàì ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z.

Â ðàçäåëå 5.4 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êëàññå áîðäèçìîâ [ϕ]
q ∈ SPL∗(X) ⊗ Q,

ãäå ϕ : N
g−→ Z → X � ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå.
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Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû 5 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè êëàñ-

ñàMn îðèåíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåà-

ëèçàöèè ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ ëþáîãî n-ìåðíîãî êëàññà ãîìîëîãèé ëþ-

áîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â öåíòðå íàøåé êîíñòðóêöèè íàõî-

äèòñÿ ìíîãîîáðàçèå Mn èçîñïåêòðàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

òð¼õäèàãîíàëüíûõ (n + 1) × (n + 1)-ìàòðèö. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ëþáîé

êëàññ ãîìîëîãèé ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåêîòîðîé êðàò-

íîñòüþ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí îáðàçîì íåêîòîðîãî êîíå÷íîëèñòíîãî íà-

êðûòèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè

ñðàçó èç íàøåé ÿâíîé êîíñòðóêöèè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèÿ, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ êëåòîê: äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå, êî-

ãäà èñõîäíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Z ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, íàøà êîí-

ñòðóêöèÿ àâòîìàòè÷åñêè äà¼ò ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íîëèñòíûì

íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn. Ðàçäåëû 5.5�5.7 ñîäåðæàò íåîáõîäè-

ìóþ èíôîðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèè Mn è åãî êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèÿõ.

Â ðàçäåëàõ 5.8�5.10 êîíñòðóêöèÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ñèìïëèöèàëü-

íîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z èçëàãàåòñÿ íà äðóãîì ÿçûêå, áîëåå óäîáíîì

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîñòðîåííîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-

íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn.

Ñîäåðæàíèå ïðèëîæåíèé

Ïðèëîæåíèå A ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòûõ ìíîãîãðàí-

íèêàõ, êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ, ñêëååííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, â

÷àñòíîñòè, î ñèìïëèöèàëüíûõ, êóáè÷åñêèõ, ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûõ è

êóáè÷åñêè êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ, à òàêæå îá îïåðàöèÿõ íàä òàêèìè êîì-

49



ïëåêñàìè.

Ïðèëîæåíèå B ïîñâÿùåíî âû÷èñëåíèÿì ïðè ïîìîùè ÿâíîé êîìáèíà-

òîðíîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, ïîñòðîåííîé â ãëàâå 2.

Ìû ïðèâîäèì ÿâíûå ðàñ÷¼òû äëÿ äâóõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ: 9-âåðøèííîé

òðèàíãóëÿöèè CP2, ïîñòðîåííîé Â. Êþíåëåì è Ò. Áàíõîôîì [96], è 15-

âåðøèííîé òðèàíãóëÿöèè CP2, ïîñòðîåííîé àâòîðîì [22].

Ïðèëîæåíèå C ïîñâÿùåíî ïðèìåíåíèþ íåêîòîðûõ èäåé, âîçíèêøèõ â

çàäà÷å î ïîñòðîåíèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ çàäàííûìè íàáîðàìè

ëèíêîâ âåðøèí, ðàññìàòðèâàåìîé â ãëàâå 4, â çàäà÷å îá èíòåãðèðóåìîñòè

m-çíà÷íûõ äèíàìèê ïðè ïîìîùè m-çíà÷íûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïðè-

ëîæåíèÿ ïîëó÷åíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Â.Ì. Áóõøòàáåðîì [6].

Îñíîâíûå ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Â îñíîâíîì ìû ðàáîòàåì â êóñî÷íî ëèíåéíîé êàòåãîðèè è â òåðìèíîëî-

ãèè ñëåäóåì êíèãå [44]. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ, òðèàíãóëÿöèè, âëîæåíèÿ è ò. ï.

ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Îñíîâ-

íûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ, ñêëååííûõ èç ïðî-

ñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, â ÷àñòíîñòè, ñèìïëèöèàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êîì-

ïëåêñîâ, ñîáðàíû â ïðèëîæåíèè A. Â ãëàâàõ 1, 2, 4 è 5 âñå ðàññìàòðèâàåìûå

êëåòî÷íûå êîìïëåêñû ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïàêòíûìè, âñå ìíîãîîáðàçèÿ è

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ� çàìêíóòûìè, òî åñòü êîìïàêòíûìè è áåç êðàÿ, âñå

ãðàôû� êîíå÷íûìè. Â ãëàâå 3 âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ è ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèÿ êîìïàêòíû, íî ìîãóò èìåòü êðàé.

Ñèìâîë ∼= èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èçîìîðôíîñòè ãðóïï, ãðàôîâ

è êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ, ñêëååííûõ èç ìíîãîãðàííèêîâ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî
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ìû íå íàçûâàåì èçîìîðôèçìîì êóñî÷íî ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì, ðåçåð-

âèðóþ ñëîâî èçîìîðôèçì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî íà ãðàíÿõ ãîìåî-

ìîðôèçìà, óñòàíàâëèâàþùåãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ãðàíÿìè êîìïëåêñîâ (ñì. ñòðîãîå îïðåäåëåíèå â ïðèëîæåíèè A). Ïðè ðà-

áîòå ñ îðèåíòèðîâàííûìè êîìïëåêñàìè ìû, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå,

âñåãäà ïîíèìàåì ïîä èçîìîðôèçìîì èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòà-

öèþ. Ñèìâîë ≈ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äèôôåîìîðôíîñòè ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèé.

Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà l â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè îáîçíà÷àåò-

ñÿ ÷åðåç Zl; ãðóïïà Z2 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì {±1}. Öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà l â àääèòèâíîé çàïèñè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Zl è îòîæäåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé Z/lZ.

Ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

B ⊂ A, òàêîå ÷òî B 6= A. Ðàñêðàñêîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A â öâåòà èç

ìíîæåñòâà C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ A→ C. Îáðàç ýëåìåíòà a ∈ A íàçûâà-

åòñÿ åãî öâåòîì.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé.

[n] ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n âêëþ÷è-

òåëüíî.

|A| ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A.

idA òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A â ñåáÿ.

〈·, ·〉 ñïàðèâàíèå ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè è ãîìîëîãèÿìè.

f∗, f
∗ ãîìîìîðôèçìû ãðóïï ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé ñî-

îòâåòñòâåííî, èíäóöèðîâàííûå íåïðåðûâíûì îòîá-

ðàæåíèåì f .
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[Nn] ôóíäàìåíòàëüíûé ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîá-

ðàçèÿ èëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Nn èëè êëàññ êîáîð-

äèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ Nn.

ΩSO
∗ , ΩSPL

∗ êîëüöà îðèåíòèðîâàííûõ ãëàäêèõ è êóñî÷íî ëèíåé-

íûõ êîáîðäèçìîâ.

SO∗(X), SO∗(X),

SPL∗(X), SPL∗(X)

ãðóïïû îðèåíòèðîâàííûõ ãëàäêèõ è êóñî÷íî ëèíåé-

íûõ áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X.

[X, Y ] ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé

X → Y , ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó ïðîñòðàí-

ñòâà X â îòìå÷åííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Y .

K ′ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëåêñà K.

cub(K) êàíîíè÷åñêîå êóáè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëèöè-

àëüíîãî êîìïëåêñà K.

linkσ, linkK σ ëèíê ãðàíè σ êîìïëåêñà K.

coneK êîíóñ íàä êîìïëåêñîì K.

ΣK íåïðèâåä¼ííàÿ íàäñòðîéêà íàä êîìïëåêñîì K.

K1 ∗K2 äæîéí (ñîåäèíåíèå) êîìïëåêñîâ K1 è K2.

b(σ) áàðèöåíòð ñèìïëåêñà (êóáà) σ.

v0v1 . . . vk k-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè v0, v1, . . . , vk, íàäå-

ë¼ííûé îðèåíòàöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé óêàçàííîìó

óïîðÿäî÷åíèþ åãî âåðøèí.

∆n n-ìåðíûé ñèìïëåêñ.

Πn n-ìåðíûé ïåðìóòîýäð.

Dn, Sn n-ìåðíûé øàð è n-ìåðíàÿ ñôåðà.

Sn ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ.
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàí-

òó Â.Ì.Áóõøòàáåðó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå

ñîâåòû. Àâòîð áëàãîäàðåí Ë.À.Àëàíèÿ, È.Â.Áàñêàêîâó, Í.Ï.Äîëáèëèíó,

È.À.Äûííèêîâó, Í.Þ.Åðîõîâöó, Ì.Ý.Êàçàðÿíó, Â.Ï.Ëåêñèíó, Ñ.À.Ìåëè-

õîâó, À.Ñ. Ìèùåíêî, Ñ.Ï.Íîâèêîâó, Ò.Å.Ïàíîâó, À.Â.Ïåíñêîìó, À.Á.Ñî-

ñèíñêîìó, Ã.È.Øàðûãèíó, Î.Â.Øâàðöìàíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâ-

òîð òàêæå áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è

òîïîëîãèè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà ïîääåðæêó è

âíèìàíèå.
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Ãëàâà 1

Óíèâåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû

äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ

òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé

1.1 Äèôôåðåíöèàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî îðè-

åíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð

Äëÿ êàæäîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ

ýëåìåíòàìè 〈L〉, ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàì èçîìîðôèçìà âñåâîçìîæíûõ

îðèåíòèðîâàííûõ (n− 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, è ñîîòíîøåíèÿìè

〈−L〉 = −〈L〉. Î÷åâèäíî, ÷òî T1
∼= Z2, T2 � ïðÿìàÿ ñóììà ñ÷åòíîãî êîëè÷å-

ñòâà ãðóïï Z2 è Tn � ïðÿìàÿ ñóììà ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ãðóïï Z2 è ñ÷åò-

íîãî êîëè÷åñòâà ãðóïï Z ïðè n > 3. Ñëàãàåìûå Z2 ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì

èçîìîðôèçìà êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, îáëàäàþùèõ àâòîìîðôèçìàìè, îáðà-

ùàþùèìè îðèåíòàöèþ, ñëàãàåìûå Z � êëàññàì èçîìîðôèçìà êîìáèíàòîð-

íûõ ñôåð, íå îáëàäàþùèõ àâòîìîðôèçìàìè, îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ

(òî÷íåå, ïàðàì òàêèõ êëàññîâ èçîìîðôèçìà, îòëè÷àþùèõñÿ îðèåíòàöèåé).
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Ïîëàãàåì, T0 = Z.

Îïðåäåëèì ïîíèæàþùèé ãðàäóèðîâêó äèôôåðåíöèàë ∂ : Tn → Tn−1 íà

îáðàçóþùèõ ïî ôîðìóëå

∂〈L〉 =
∑

v∈V (L)

〈link v〉,

ãäå ëèíêè âåðøèí íàäåëÿþòñÿ îðèåíòàöèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè îðèåíòà-

öèåé ñôåðû L. Äèôôåðåíöèàë ∂ : T1 → T0 ïîëàãàåòñÿ íóëåâûì. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî ∂2 = 0.

Ïðÿìàÿ ñóììà

T∗ =
∞⊕
n=0

Tn

ïðåâðàùàåòñÿ â ñóïåðêîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî (ñ ïîíèæàþùèì îðèåíòàöèþ äèôôåðåíöèàëîì)

ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî íà îáðàçóþùèõ ïî ôîðìóëå

〈L1〉〈L2〉 = 〈L1 ∗ L2〉.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ëåéáíèöà

∂(λµ) = (∂λ)µ+ (−1)lλ∂µ, (1.1)

ãäå λ ∈ Tl, µ ∈ Tm. Ìû áóäåì íàçûâàòü êîëüöî T∗ äèôôåðåíöèàëüíûì

ãðàäóèðîâàííûì êîëüöîì îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ îïðåäåë¼ííîå ñõîäñòâî ìåæäó

êîëüöîì T∗ è îïðåäåë¼ííûì â 2008 ãîäó Â.Ì. Áóõøòàáåðîì [5] êîëü-

öîì ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ P∗. Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ïðîñòîìó ìíîãî-

ãðàííèêó êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó� ãðàíèöó äâîéñòâåííîãî ñèìïëèöèàëüíî-

ãî ìíîãîãðàííèêà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ãèïåðãðàíÿì ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà
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ñîîòâåòñòâóþò ëèíêè âåðøèí êîìáèíàòîðíîé ñôåðû è ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-

íèþ ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîîòâåòñòâóåò äæîéí êîìáèíàòîðíûõ ñôåð.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâûé âçãëÿä, óìíîæåíèå è äèôôåðåíöèàë â êîëü-

öå Áóõøòàáåðà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò óìíîæåíèþ è äèôôåðåíöèàëó

â êîëüöå T∗. Òåì íå ìåíåå â äåéñòâèòåëüíîñòè ìåæäó êîëüöàìè T∗ è P∗

èìååòñÿ êàðäèíàëüíîå îòëè÷èå. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáðàçóþùèå

êîëüöà T∗ ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðîâàííûì êîìáèíàòîðíûì ñôåðàì, ïðè-

÷¼ì îáðàçóþùàÿ ìåíÿåò çíàê ïðè îáðàùåíèè îðèåíòàöèè, â òî âðåìÿ êàê

îáðàçóþùèå êîëüöà P∗ ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêàì áåç âû-

áðàííîé îðèåíòàöèè. Â ðåçóëüòàòå â ñëó÷àå êîëüöà T∗ ìû èìååì ðàâåí-

ñòâî ∂2 = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì èçó÷àòü ãîìîëîãèè êîëüöà T∗, à â ñëó÷àå

êîëüöà P∗ äèôôåðåíöèàë D (îïðåäåëÿåìûé ïî òàêîé æå ôîðìóëå, ÷òî

è ∂) â êâàäðàòå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî ïîçâîëèëî Â.Ì. Áóõøòàáåðó

ïîëó÷èòü ìíîãî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñâÿçè êîëüöà ïðîñòûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ P∗ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè è óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ.

Åñëè â îïðåäåëåíèè öåïíîãî êîìïëåêñà T∗ â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ âìå-

ñòî êëàññîâ èçîìîðôèçìà 〈L〉 âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð

âçÿòü êëàññû èçîìîðôèçìà 〈K〉 âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ (çàìêíóòûõ) êîì-

áèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ òåìè æå ñîîòíîøåíèÿìè 〈−K〉 = −〈K〉, ìû

ïîëó÷èì áîëüøèé öåïíîé êîìïëåêñ T̃∗ ⊃ T∗ ñ òàêèì æå äèôôåðåíöèàëîì

∂〈K〉 =
∑

v∈V (K)

〈link v〉, (1.2)

êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí íóëþ. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî öåïíîé êîìïëåêñ T̃∗ íå

áóäåò êîëüöîì, òàê êàê äæîéí äâóõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé âîîáùå

56



ãîâîðÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ìíîãîîáðàçèåì.

ÅñëèK � îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, ëèí-

êè åãî âåðøèí ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè (n−1)-ìåðíûìè êîìáèíàòîð-

íûìè ñôåðàìè. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (1.2) ïðèíàäëåæèò ïîä-

ãðóïïå Tn ⊂ T̃n. Èç òîãî, ÷òî ∂2 = 0 â êîìïëåêñå T̃n, ñëåäóåò, ÷òî ýëå-

ìåíò ∂〈K〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â öåïíîì êîìïëåêñå T∗. Îäíàêî, áóäó÷è ãðà-

íèöåé â öåïíîì êîìïëåêñå T̃∗, îí íå îáÿçàí áûòü ãðàíèöåé â öåïíîì êîì-

ïëåêñå T∗. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êëàññ ãîìîëîãèé, ïðåäñòàâëÿåìûé ýòèì

ýëåìåíòîì â ãðóïïå Hn(T∗).

Ïðåäëîæåíèå 1.1.2. Åñëè äâà îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ êîìáèíà-

òîðíûõ ìíîãîîáðàçèÿ K1 è K2 îðèåíòèðîâàííî êîáîðäàíòíû, òî öèê-

ëû ∂〈K1〉 è ∂〈K2〉 ãîìîëîãè÷íû â öåïíîì êîìïëåêñå T∗. Òàêèì îáðàçîì,

äèôôåðåíöèàë ∂ êîìïëåêñà T̃∗ èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ

ãðóïï ∂∗ : ΩSPL
∗ → H∗(T∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íàì áóäåò ïî-

ëåçíî ââåñòè åù¼ îäèí öåïíîé êîìïëåêñ
˜̃T ∗. Êîìáèíàòîðíûì ìíîãîîáðà-

çèåì ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè ìû áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèå, ëèíêè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè ìíîãîîáðàçè-

ÿìè. Îïðåäåëåíèå öåïíîãî êîìïëåêñà
˜̃T ∗ äîñëîâíî ïîâòîðÿåò îïðåäåëåíèå

êîìïëåêñîâ T∗ è T̃∗, åñëè âìåñòî îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è

îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâåííî âåçäå ðàñ-

ñìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîíè÷åñêèìè

îñîáåííîñòÿìè.

Ïóñòü òåïåðüW � îðèåíòèðîâàííîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðà-

åì, îñóùåñòâëÿþùåå îðèåíòèðîâàííûé êîáîðäèçì ìåæäó êîìáèíàòîð-
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íûìè ìíîãîîáðàçèÿìè K1 è K2, òî åñòü òàêîå, ÷òî åãî êðàé èçîìîð-

ôåí K1 t (−K2). Ïðèêëåèì ê êðàþ ìíîãîîáðàçèÿ W êîíóñû coneK1

è coneK2 ñ âåðøèíàìè u1 è u2 ñîîòâåòñòâåííî è îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ïîëó-

÷åííîå îðèåíòèðîâàííîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíè÷åñêèìè îñî-

áåííîñòÿìè. Ëèíêè âåðøèí u1 è u2 â Z èçîìîðôíû −K1 è K2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çíà÷èò,

∂〈Z〉 = −〈K1〉+ 〈K2〉+
∑

v∈V (W )

〈linkZ v〉.

Ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà äèôôåðåíöèàë ∂, ïîëó÷èì

∂〈K1〉 − ∂〈K2〉 =
∑

v∈V (W )

∂〈linkZ v〉.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé â êîìïëåêñå T∗, òàê êàê

ëèíêè â Z âñåõ âåðøèí, îòëè÷íûõ îò u1 è u2, ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè

ñôåðàìè. Çíà÷èò, öèêëû ∂〈K1〉 è ∂〈K2〉 ãîìîëîãè÷íû â öåïíîì êîìïëåê-

ñå T∗.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.3. Ãîìîìîðôèçì ∂∗ : ΩSPL
∗ → H∗(T∗) ÿâëÿåòñÿ ìóëü-

òèïëèêàòèâíûì ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòî ïðåäëîæåíèå, íàì âíà÷àëå íóæíî áó-

äåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà îïåðàòîðà áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ

β : T∗ → T∗, îïðåäåëÿåìîãî ïî ôîðìóëå β〈L〉 = 〈L′〉.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.4. Îòîáðàæåíèå β ÿâëÿåòñÿ öåïíûì ïî ìîäóëþ ýëå-

ìåíòîâ ïîðÿäêà 2, òî åñòü 2(∂β − β∂)ξ = 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ T∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà. Åñ-

ëè âåðøèíà êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L′ ÿâëÿåòñÿ áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà ïî-
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ëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, å¼ ëèíê îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâ-

òîìîðôèçìîì è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå T∗. Ëèíê

â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L′ âåðøèíû v êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L èçîìîðôåí

áàðèöåíòðè÷åñêîìó ïîäðàçäåëåíèþ ëèíêà âåðøèíû v â L. Ïîýòîìó

∂〈L′〉 =
∑

v∈V (L)

〈linkL v〉′ + [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2].

Èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ñèìïëè-

öèàëüíîìó êîìïëåêñó L ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå Z öèëèíäðà L× [0, 1]

òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå Z íà íèæíåå îñíîâàíèå L×0 åñòü L è îãðàíè÷åíèå

Z íà âåðõíåå îñíîâàíèå L × 1 åñòü L′ (ñì., íàïðèìåð, [25]). Äëÿ êàæäîãî

ñèìïëåêñà σ êîìïëåêñà L îáîçíà÷èì ÷åðåç b(σ) åãî áàðèöåíòð. Òîãäà Z

åñòü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ñîñòàâëåííûé èç ñèìïëåêñîâ, íàòÿíóòûõ

íà âñåâîçìîæíûå íàáîðû âåðøèí âèäà

(v1, 0), . . . , (vk, 0), (b(σ1), 1), . . . , (b(σl), 1),

ãäå v1, . . . , vk � ðàçëè÷íûå âåðøèíû êîìïëåêñà Y , ñîäåðæàùèåñÿ â íåêî-

òîðîì (k − 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå τ , è σ1, . . . , σl � ðàçëè÷íûå ñèìïëåêñû

êîìïëåêñà L, òàêèå ÷òî τ ⊂ σ1 ⊂ . . . ⊂ σl.

Ïóñòü òåïåðü L ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé. Òîãäà

Z åñòü êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ öèëèíäðà Sn−1× [0, 1], ñ êðàåì, êî-

òîðûé ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò, îäíà èç êîòîðûõ èçîìîðôíà L, à âòîðàÿ

èçîìîðôíà L′. Çàêëåèì ýòè êîìïîíåíòû êðàÿ êîíóñàìè cone(L) è cone(L′)

ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì n-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôå-

ðó, äëÿ êîòîðîé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå L̂.
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Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L̂ èìååò âåðøèíû ÷åòûðåõ òèïîâ:

1) âåðøèíà u0 êîíóñà cone(L);

2) âåðøèíû âèäà (v, 0), ãäå v� âåðøèíà êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L;

3) âåðøèíû âèäà (b(σ), 1), ãäå σ � ñèìïëåêñ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L;

4) âåðøèíà u1 êîíóñà cone(L′).

Åñëè êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L îðèåíòèðîâàíà, ìû âûáåðåì íà êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðå L̂ òàêóþ îðèåíòàöèþ, ÷òî linku1
∼= L′ è linku0

∼= −L.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.5. Îòîáðàæåíèå β öåïíî ãîìîòîïíî òîæäåñòâåí-

íîìó ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå D : T∗ → T∗ ñòåïåíè 1, òàêîå ÷òî

βξ − ξ = ∂Dξ +D∂ξ + [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2]

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ T∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå D íà îáðàçóþùèõ ïî ôîðìóëå

D〈L〉 = 〈L̂〉. Ëèíê êàæäîé âåðøèíû (v, 0) êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L̂ èçîìîð-

ôåí ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè êîìáèíàòîðíîé ñôåðå l̂inkL v. Ëèíê êàæäîé

âåðøèíû (b(σ), 1) îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì è,

ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå T∗. Çíà÷èò,

∂D〈L〉 = 〈L′〉 − 〈L〉 −
∑

v∈V (L)

〈̂linkY v〉+ [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2] =

= β〈L〉 − 〈L〉 −D∂〈L〉+ [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2].

Ñëåäñòâèå 1.1.6. Îòîáðàæåíèå (2β)∗ : H∗(T∗) → H∗(T∗) ñîâïàäàåò ñ

óìíîæåíèåì íà 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1.3. Ïóñòü K1, K2 �äâà îðèåíòèðîâàí-

íûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå K1 × K2.

Ýòî � êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç êëåòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì ñèìïëåêñîâ. Òîãäà K = (K1 ×K2)
′� îðèåíòèðîâàííîå êîìáè-

íàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå è [K] = [K1][K2] â êîëüöå ΩSPL
∗ . Êàæäàÿ âåðøèíà

êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿK èìååò âèä (b(σ1), b(σ2)), ãäå σ1 è σ2 � ñèì-

ïëåêñû êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé K1 è K2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì

linkK(b(σ1), b(σ2)) ∼= (−1)codimσ1 dimσ2(∂(σ1 × σ2))
′ ∗ (linkK1

σ1 ∗ linkK2
σ2)
′.

Åñëè dimσ1 6= 0 èëè dimσ2 6= 0, òî êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà (∂(σ1 × σ2))
′ îá-

ëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì. Çíà÷èò, êîìáèíàòîðíàÿ

ñôåðà linkK(b(σ1), b(σ2)) òàêæå îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòî-

ìîðôèçìîì è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå T∗.

Çíà÷èò,

∂〈K〉 =
∑

v1∈V (K1)

∑
v2∈V (K2)

〈(linkK1
v1 ∗ linkK2

v2)
′〉+ [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2] =

= β((∂〈K1〉)(∂〈K2〉)) + [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2].

Ñëåäîâàòåëüíî, â êîëüöå H∗(T∗) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2∂∗([K1][K2]) = (2β)∗((∂∗[K1])(∂∗[K2])) = 2(∂∗[K1])(∂∗[K2]).

Îñíîâíûì íàøèì ðåçóëüòàòîì î äèôôåðåíöèàëüíîì êîëüöå T∗ ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.1.7. ßäðî è êîÿäðî ãîìîìîðôèçìà ∂∗ : ΩSPL
∗ → H∗(T∗) ÿâëÿ-

þòñÿ ãðóïïàìè êðó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì

∂∗ ⊗Q : ΩSPL
∗ ⊗Q→ H∗(T∗)⊗Q

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì êîëüöà ΩSO
∗ êîáîð-

äèçìîâ îðèåíòèðîâàííûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé â êîëüöî ΩSPL
∗ èíäóöèðóåò

ìóëüòèïëèêàòèâíûé èçîìîðôèçì

ΩSPL
∗ ⊗Q ∼= ΩSO

∗ ⊗Q ∼= Q
[
[CP2], [CP4], [CP6], . . .

]
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî H∗(T∗ ⊗Q) = H∗(T∗)⊗Q.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.7 òåñíî ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé î ïîñòðîåíèè îðè-

åíòèðîâàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàäàííûì íàáîðîì ëèíêîâ

âåðøèí; îíî áóäåò äàíî â ãëàâå 4.

1.2 Óíèâåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû

Íàø ïîäõîä ê êîìáèíàòîðíîìó âû÷èñëåíèþ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíò-

ðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñíîâàí íà òîì, ÷òî ìû èùåì ñèì-

ïëèöèàëüíûé öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî

Ïóàíêàðå èíòåðåñóþùåìó íàñ îäíîðîäíîìó ïîëèíîìó F îò ðàöèîíàëüíûõ

êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K, â âèäå óíèâåðñàëü-

íîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=m−n

f
(
〈linkσ〉

)
σ, (1.3)

ãäå f ∈ Hom(Tn,Q). Çäåñü n� ñòåïåíü ïîëèíîìà F , åñëè ñ÷èòàòü ñòå-

ïåíü ïåðåìåííîé pi ðàâíîé 4i. Åñëè ìíîãîîáðàçèå K íåîðèåíòèðóåìî,
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öèêë f](K) ëåæèò â êîîðèåíòèðîâàíííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ öåïÿõ ìíî-

ãîîáðàçèÿ K (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå). Óíèâåðñàëüíîñòü ôîðìóëû (1.3) çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãîìîìîðôèçì f íå çàâèñèò îò êîìáèíàòîðíîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ K.

Èçíà÷àëüíî ìîòèâàöèåé äëÿ òàêîãî ïîäõîäà ïîñëóæèëè ñëåäóþùèå òðè

ðåçóëüòàòà.

1. À.Ì. Ãàáðèýëîâ, È.Ì. Ãåëüôàíä è Ì.Â. Ëîñèê [14] ïîëó÷èëè â

÷àñòíîì ñëó÷àå áðàóýðîâñêèõ ìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðî-

ìó ñïåöèàëüíîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó äëÿ

ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, äàþùóþ êîîðèåíòèðîâàííûé

öèêë êîðàçìåðíîñòè 4, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå çà-

âèñèò òîëüêî îò êëàññà èçîìîðôèçìà åãî ëèíêà.

2. Í. Ëåâèòò è Ê. Ðóðê [98] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî ïî-

ëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ñîïî-

ñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K ñèìïëèöèàëüíûé

öèêë, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åòñÿ êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì çâåçäû ýòîãî ñèìïëåêñà. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿ-

åòñÿ òîëüêî òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ, íå äàþùåé íèêàêîé ÿâíîé ôîðìóëû.

Ðåçóëüòàò Í. Ëåâèòòà è Ê. Ðóðêà ñëàáåå, ÷åì ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè

óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëû âèäà (1.3). Äåëî â òîì, ÷òî çâåçäà ñèìïëåêñà íåñ¼ò

â ñåáå íåìíîãî áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì åãî ëèíê, à èìåííî, îíà íåñ¼ò â ñå-

áå èíôîðìàöèþ î ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ K. Òàêèì îáðàçîì, â íàøèõ

òåðìèíàõ ðåçóëüòàò Í. Ëåâèòòà è Ê. Ðóðêà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí

ñëåäóþùèì îáðàçîì. (Í. Ëåâèòò è Ê. Ðóðê êîíå÷íî æå ôîðìóëèðîâàëè

åãî ïî-äðóãîìó, òàê êàê îíè íå ðàññìàòðèâàëè êîìïëåêñ T∗.)
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Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü F ∈ Q[p1, p2, . . .] � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè

n = 4k, ãäå deg pi = 4i. Òîãäà äëÿ êàæäîãî m > n ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

fm ∈ Hom(Tn,Q) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî m-ìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî

êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K öåïü fm](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, êëàññ

ãîìîëîãèé êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå êëàññó F
(
p1(K), p2(K), . . .

)
,

ãäå pi(K)� ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K.

Äîêàçàòåëüñòâî Í. Ëåâèòòà è Ê. Ðóðêà îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè êîìáè-

íàòîðíîé ìîäåëè äëÿ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà BP̃Lm òàê íàçû-

âàåìûõ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Ïðè ýòîì ôóíêöèè fm äëÿ ðàçëè÷íûõ m (íî

äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïîëèíîìà F ) íèêàê íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

3. Äæ. ×èãåð íàø¼ë ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò

âåùåñòâåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé, äàþ-

ùèå öèêëû, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïðè ñèìïëåêñàõ çàâèñÿò òîëüêî

êëàññîâ èçîìîðôèçìà èõ ëèíêîâ. Ýòè êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ â àíàëè-

òè÷åñêèõ òåðìèíàõ� â òåðìèíàõ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàí-

ñòâå L2-ôîðì íà ëèíêå, ñíàáæ¼ííîì ñòàíäàðòíîé ëîêàëüíîé ïëîñêîé ìåò-

ðèêîé. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ íåò êîìáèíàòîðíîãî àëãîðèòìà

èõ âû÷èñëåíèÿ; êðîìå òîãî, íåÿñíî, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ðàöèîíàëüíûìè.

Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òîáû âíà÷àëå èçó÷èòü öèêëû, çàäàâàåìûå

óíèâåðñàëüíûìè ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè âèäà (1.3), à ïîòîì óæå âûÿñ-

íèòü, ÷òî ýòè öèêëû ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûå ïî

Ïóàíêàðå ïîëèíîìàì îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Òàê êàê ìû õîòèì ïèñàòü ôîðìóëû äëÿ öèêëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàñ-

ñû ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûå êëàññàì Ïîíòðÿãèíà íå òîëüêî îðèåíòèðóå-

ìûõ, íî è íåîðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, ìû, ñëåäóÿ [13], áóäåì ðàáîòàòü
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ñ òàê íàçûâàåìûìè êîîðèåíòèðîâàííûìè ñèìïëèöèàëüíûìè öåïÿìè.

Ïóñòü K �m-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, G� àáåëåâà ãðóï-

ïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îðèåíòèðóþùèé ïó÷îê ìíîãîîáðàçèÿ |K| ñî ñëîåì,

èçîìîðôíûì G. Êîîðèåíòàöèåé ñèìïëåêñà σ ∈ K íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèÿ

ëèíêà ñèìïëåêñà σ. Ëþáîé m-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

êîîðèåíòèðîâàííûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĉ∗(K;G) öåïíîé êîìïëåêñ êîîðè-

åíòèðîâàííûõ öåïåé êîìïëåêñà K ñ êîýôôèöèåíòàìè â G, ÷åðåç ∂̂ �

ãðàíè÷íûé îïåðàòîð ýòîãî êîìïëåêñà (êîýôôèöèåíò èíöèäåíòíîñòè äâóõ

êîîðèåíòèðîâàííûõ ñèìïëåêñîâ τ ⊂ σ, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ

íà 1, ðàâåí +1, åñëè îðèåíòàöèÿ linkσ èíäóöèðîâàíà îðèåíòàöèåé link τ ,

è −1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Ãîìîëîãèè êîìïëåêñà Ĉ∗(K;G) ñîâïàäàþò ñ

ãîìîëîãèÿìè H∗(|K|;G). Åñëè ìíîãîîáðàçèå K îðèåíòèðîâàíî, êîìïëåêñ

Ĉ∗(K;G) åñòåñòâåííûì îáðàçîì èçîìîðôåí ñòàíäàðòíîìó êîìïëåêñó ñèì-

ïëèöèàëüíûõ öåïåé C∗(K;G).

Íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå

T n(G) = Hom(Tn, G).

Òîãäà

T ∗(G) =
∞⊕
n=0

T n(G)

åñòü êîöåïíîé êîìïëåêñ ñ äèôôåðåíöèàëîì, îïðåäåëÿåìûì ïî ôîðìóëå

(δf)
(
〈L〉
)

= (−1)n
∑

v∈V (L)

f
(
〈link v〉

)
, (1.4)

ãäå f ∈ T n(G). Åñëè G�êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, óìíîæåíèå

â êîëüöå T∗ èíäóöèðóåò íà êîìïëåêñå T ∗(G) ñòðóêòóðó ñóïåðêîêîììóòà-

òèâíîé êîàññîöèàòèâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé êîàëãåáðû ñ

ïîâûøàþùèì îðèåíòàöèþ äèôôåðåíöèàëîì.
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Ïóñòü f ∈ T n(G) è K � m-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå. Îïðå-

äåëèì êîîðèåíòèðîâàííóþ ñèìïëèöèàëüíóþ öåïü f](K) ∈ Ĉm−n(K;G) ïî

ôîðìóëå (1.3). Çäåñü êàæäûé ñèìïëåêñ σ íàäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé êîîðè-

åíòàöèåé; çíàê ñëàãàåìîãî f
(
〈linkσ〉

)
σ íå çàâèñèò îò âûáðàííîé êîîðèåí-

òàöèè ñèìïëåêñà σ.

Â îñíîâíîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé G = Q. Â ýòîì ñëó÷àå îðèåí-

òèðóþùèé ïó÷îê áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Q. Òàê êàê ãîìîëîãèè öåïíîãî

êîìïëåêñà T∗⊗Q êîíå÷íîìåðíû â êàæäîé ðàçìåðíîñòè, èìååòñÿ íåâûðîæ-

äåííîå ñïàðèâàíèå

H∗(T ∗(Q))⊗H∗(T∗ ⊗Q)→ Q.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ íåâûðîæäåííîå ñïàðèâà-

íèå

Q[p1, p2, . . .]⊗ (ΩSPL
∗ ⊗Q)→ Q,

çàäàâàåìîãî ÷èñëàìè Ïîíòðÿãèíà. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1.1.7 ñðàçó ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.2.2. Èìååòñÿ èçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ êîàëãåáð

δ∗ : H∗(T ∗(Q))→ Q[p1, p2, . . .],

ñîïðÿæ¼ííûé èçîìîðôèçìó ∂∗ ⊗ Q. Åñëè ψ ∈ H4k(T ∗(Q)) è δ∗(ψ) = F ,

òî äëÿ ëþáîãî êîöèêëà f , ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé ψ è ëþáî-

ãî îðèåíòèðîâàííîãî 4k-ìåðíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

F (p1, p2, . . .)[K] =
∑

v∈V (K)

f(〈link v〉), (1.5)
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ãäå F (p1, p2, . . .)[K]�÷èñëî Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïîëèíîìó F .

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ôóíêöèÿ f ∈ T n(Q) íàçûâàåòñÿ (óíèâåðñàëüíîé)

ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà F ∈ Q[p1, p2, . . .] ñòåïå-

íè n, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K öåïü f](K) ÿâ-

ëÿåòñÿ öèêëîì, êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå êëàññó

F
(
p1(K), p2(K), . . .

)
.

Íàøèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì îá óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóëàõ

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ìû ðàññìàòðèâàåì îáðàòíûé âîïðîñ ê âî-

ïðîñó î íàõîæäåíèè ëîêàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë äëÿ êëàññîâ Ïîíò-

ðÿãèíà: ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ T n(Q) òàêîâà, ÷òî öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì

äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿK; ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î êëàññàõ

ãîìîëîãèé, ïðåäñòàâëÿåìûõ öèêëàìè f](K)?

Òåîðåìà 1.2.4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ f ∈ T n(Q) ýêâèâàëåíò-

íû:

1) öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ K;

2) f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q), òî åñòü δf = 0;

3) f ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ íåêîòîðîãî îä-

íîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Ïðè ýòîì åñëè f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ

êîãîìîëîãèé ψ, è δ∗(ψ) = F , òî f � óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà

äëÿ ïîëèíîìà F îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Òàêèì îáðàçîì,

óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò
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ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q).

×àñòü òåîðåìû 1.2.4, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïî-

ëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ

ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà, ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû Ëåâèòòà�Ðóðêà.

Ñôîðìóëèðóåì îäíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèé 1.1.4 è 1.1.5, êîòî-

ðîå áóäåò íàì ïîëåçíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ψ]m(M).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.5. Îòîáðàæåíèå β∗ : T ∗(Q) → T ∗(Q), îïðåäåëÿåìîå

ïî ôîðìóëå

(β∗f)(〈L〉) = f(〈L′〉),

ÿâëÿåòñÿ öåïíûì è öåïíî ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.4. Äîêàæåì âíà÷àëå ýêâèâàëåíòíîñòü ïåð-

âûõ äâóõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ f . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ T n(Q) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∂̂f](K) = (−1)n(δf)](K). (1.6)

Èç íåãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè f �êîöèêë, òî öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì

äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K. Îáðàòíî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî

δf 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ n-ìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôå-

ðà L òàêàÿ, ÷òî (δf)(〈L〉) 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîðíîå

ìíîãîîáðàçèå K òàêîå, ÷òî linkσ ∼= L äëÿ íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K.

Ñèìïëåêñ σ âõîäèò â öåïü ∂̂f](K) ñ êîýôôèöèåíòîì (−1)n(δf)(〈L〉) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, f](K) íå öèêë.

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ T n(Q)�êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q),

ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé ψ, è δ∗(ψ) = F , òî äëÿ ëþáîãî êîìáè-
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íàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, êëàññ ãîìîëîãèé

êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå êëàññó êîãîìîëîãèé F (p1(K), p2(K), . . .).

Åñëè dimK = n, ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó âûòåêàåò èç ôîðìóëû (1.5).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé dimK = m > n.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.6. Ïóñòü ψ ∈ Hn(T ∗(Q)), M � m-ìåðíîå êóñî÷íî

ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå è m > n; òîãäà êëàññ ãîìîëîãèé öèêëà f](K) íå

çàâèñèò îò âûáîðà êîöèêëà f , ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ ψ, è êóñî÷íî ëè-

íåéíîé òðèàíãóëÿöèè K ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (1.6) ñëåäóåò, ÷òî öèêë f](K) èçìåíÿåòñÿ

íà ãîìîëîãè÷íûé ïðè ïðèáàâëåíèè ê f êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q). Ïî-

ýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé öèêëà f](K) â ãðóï-

ïå Hm−n(M ;Q) íå çàâèñèò îò âûáîðà êóñî÷íî ëèíåéíîé òðèàíãóëÿöèè K

êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿM . Íàïîìíèì, ÷òî çâ¼çäíûì ïîäðàçäåëå-

íèåì ñèìïëåêñà σ ∈ K íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ â çàìåíå ïîäêîì-

ïëåêñà σ ∗ linkσ⊂K íà ïîäêîìïëåêñ (cone ∂σ) ∗ linkσ. Ñîãëàñíî òåîðåìå

Àëåêñàíäåðà [49], äâå êóñî÷íî ëèíåéíûå òðèàíãóëÿöèè îäíîãî è òîãî æå

ïîëèýäðà ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç çâåçäíûõ ïîä-

ðàçäåëåíèé ñèìïëåêñîâ è ïðåîáðàçîâàíèé, îáðàòíûõ ê çâåçäíûì ïîäðàçäå-

ëåíèÿì ñèìïëåêñîâ. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî öèêëû f](K1)

è f](K2) ãîìîëîãè÷íû â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðèàíãóëÿöèÿ K2 ïîëó÷àåòñÿ

èç K1 îäíèì çâ¼çäíûì ïîäðàçäåëåíèåì íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K1. Íî

òîãäà íîñèòåëü öèêëà f](K2)−f](K1) ëåæèò â çàìêíóòîé çâåçäå ñèìïëåêñà

σ, êîòîðàÿ ñòÿãèâàåìà. Åñëè m > n, òî ðàçìåðíîñòü öèêëà f](K2)− f](K1)

ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó îí ãîìîëîãè÷åí íóëþ.
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Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1.2.6 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ãîìîëîãèé

öèêëà f](K) ÷åðåç ψ](M), à äâîéñòâåííûé åìó ïî Ïóàíêàðå êëàññ êî-

ãîìîëîãèé, ëåæàùèé â ãðóïïå Hn(M ;Q)�÷åðåç ψ](M). Îòìåòèì, ÷òî,

êàê ìû óæå äîêàçàëè, êëàññ êîãîìîëîãèé ψ](M) íå çàâèñèò îò âûáîðà

êîöèêëà f è òðèàíãóëÿöèè K è ïðè m = n� â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí

F (p1(M), p2(M), . . .) â ñèëó ôîðìóëû (1.5). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ðà-

âåíñòâî

ψ](M) = F (p1(M), p2(M), . . .) (1.7)

èìååò ìåñòî ïðè âñåõ m.

Ïóñòü i : N ↪→ M �êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå k-ìåðíîãî êóñî÷íî ëè-

íåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N â m-ìåðíîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå N .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âëîæåíèå èìååò òðèâèàëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîå-

íèå, òî åñòü èìååòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå N ×∆m−k ↪→M , îãðàíè-

÷åíèå êîòîðîãî íà N × b(∆m−k) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì âëîæåíèåì i.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.7. Îãðàíè÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé ψ](M) íà N , çà-

âèñèò ëèøü îò ìíîãîîáðàçèÿ N è ÷èñëà m è íå çàâèñèò îò âûáîðà m-

ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è âëîæåíèÿ i ñ òðèâèàëüíûì íîðìàëüíûì ðàñ-

ñëîåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ij : N ↪→ Mj, j = 1, 2, � äâà âëîæåíèÿ ñ òðè-

âèàëüíûìè íîðìàëüíûìè ðàññëîåíèÿìè â m-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Òîãäà

îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé ij(N) â ìíîãîîáðàçèÿõ Mj êóñî÷íî ëèíåé-

íî ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó, çíà÷èò, ìû ìîæåì âûáðàòü êóñî÷íî ëèíåé-

íûå òðèàíãóëÿöèè K1 è K2 ìíîãîîáðàçèé M1 è M2 òàê, ÷òî îíè îäèíàêî-

âî óñòðîåíû â îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé ij(N). Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî
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êëàññû ãîìîëîãèé öèêëîâ f](Kj) âûñåêàþò íà ïîäìíîãîîáðàçèè N îäèí è

òîò æå êëàññ ãîìîëîãèé.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ êîãîìîëîãèé i∗(ψ](M)), ãäå i : N ↪→ M �

âëîæåíèå ñ òðèâèàëüíûì íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì è dimM = m, ÷åðåç

ψ]m(N). Î÷åâèäíî, ÷òî ψ]m(M) = ψ](M), åñëè dimM = m.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.8. Äëÿ ëþáîãî m-ìåðíîãî êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ψ]m+1(M) = ψ](M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå M ⊂M × ∂∆2. Îíî

êîíå÷íî æå èìååò òðèâèàëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå. Çíà÷èò, íàì íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå êëàññà ψ](M × ∂∆2) íà M ðàâíî ψ](M). Ïóñòü

K �êàêàÿ-íèáóäü êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîîáðàçèÿM . Òîãäà

K×∂∆2 �êóñî÷íî ëèíåéíîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿM ×∂∆2 íà êëåòêè,

ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ñèìïëåêñîâ íà îòðåçêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J

áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü f ∈ T n(Q)�

êàêîé-íèáóäü êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé ψ. Íàì íóæ-

íî äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé öèêëà f](J) ÿâëÿåòñÿ ×-ïðîèçâåäåíèåì

êëàññà ãîìîëîãèé öèêëà f](K) íà ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ îêðóæíî-

ñòè ∂∆2. Âûäåëèì â òðèàíãóëÿöèè J âñå (m−n+ 1)-ìåðíûå ñèìïëåêñû τ ,

êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ïðîèçâåäåíèè êàêîãî-íèáóäü (m − n)-ìåðíîãî ñèì-

ïëåêñà σ êîìïëåêñàK íà ∂∆2. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñèìïëåê-

ñà τ èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì linkJ τ ∼= (linkK σ)′. Çíà÷èò, òàêîé ñèìïëåêñ τ

âõîäèò â öèêë f](J) ñ êîýôôèöèåíòîì f(〈linkJ τ〉) = (β∗f)(〈linkK σ〉). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå îñòàëüíûå (m − n + 1)-ìåðíûå

ñèìïëåêñû òðèàíãóëÿöèè J âõîäÿò â öèêë f](J) ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòà-
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ìè, òàê êàê èõ ëèíêè äîïóñêàþò îáðàùàþùèå îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ãîìîëîãèé öèêëà f](J) ÿâëÿåòñÿ ×-ïðîèçâåäåíèåì

êëàññà ãîìîëîãèé öèêëà (β∗f)](K) íà ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ îêðóæíî-

ñòè ∂∆2. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî öèêëû f](K) è (β∗f)](K) ãîìîëîãè÷íû,

òàê êàê îòîáðàæåíèå β∗ öåïíî ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó.

Ñëåäñòâèå 1.2.9. Äëÿ ëþáîãî m-ìåðíîãî êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ M è ëþáîãî r > m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ψ]r(M) = ψ](M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå M ⊂ M × (∂∆2)r.

Ïðèìåíÿÿ r ðàç ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî îãðàíè÷åíèå

êëàññà êîãîìîëîãèé ψ]
(
M × (∂∆2)r

)
íà M ðàâíî ψ](M).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îðèåíòèðîâàííîå m-ìåðíîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíî-

ãîîáðàçèå M . Èç ñëåäñòâèÿ 1.2.9 è ôîðìóëû (1.5) ïîëó÷àåì, ÷òî

〈
ψ](M), [N ]

〉
=
〈
ψ](M), [N ]

〉
= F (p1, p2, . . .)[N ] (1.8)

äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ M ñ òðèâèàëüíûì íîðìàëü-

íûì ðàññëîåíèåì. Ñîãëàñíî òåîðåìå Òîìà, ïðè m > 2n+ 1 ëþáîé öåëî÷èñ-

ëåííûé n-ìåðíûé êëàññ ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ M ðåàëèçóåòñÿ ñ íåêî-

òîðîé êðàòíîñòüþ êóñî÷íî ëèíåéíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ òðèâèàëüíûì

íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì, çíà÷èò, ðàâåíñòâî (1.8) îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçó-

åò êëàññ êîãîìîëîãèé F (p1(M), p2(M), . . .). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (1.7)

âåðíà äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé M ðàçìåðíîñòè m > 2n+ 1.

Ïóñòü òåïåðü n < m 6 2n + 1. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå

i : M ↪→M × ∂∆n+2. Òîãäà

i∗
(
ψ](M × ∂∆n+2)

)
= ψ](M).
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Çíà÷èò, ôîðìóëà (1.7) äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.7) äëÿ

ìíîãîîáðàçèÿ M × ∂∆n+2, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áîëüøå 2n+ 1.

Ïóñòü òåïåðü M íåîðèåíòèðóåìî, M̃ � åãî îðèåíòèðóåìîå äâóëèñò-

íîå íàêðûòèå, π : M̃ → M � ïðîåêöèÿ. Ðàâåíñòâî (1.7) äëÿ ìíîãîîá-

ðàçèÿ M ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (1.7) äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M̃ è òîãî, ÷òî

π∗(ψ](M)) = ψ]
(
M̃
)
, π∗(pi(M)) = pi

(
M̃
)
è π∗ � ìîíîìîðôèçì.

1.3 Ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëî-

êàëüíûõ ôîðìóë

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü ψ ∈ Hn(T ∗(Q)) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîãîìî-

ëîãèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîöèêë (óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà) f ,

ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé ψ, òàêîé, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïî çàäàííîé îðèåíòèðîâàííîé (n − 1)-ìåðíîé êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðå L àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Ñ. Ï. Íîâèêîâ [11] äîêàçàë, ÷òî ïðîâåðêà òîãî, ÿâëÿåòñÿ

ëè (n−1)-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ L êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé, �

àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìàÿ çàäà÷à ïðè n > 6. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà

òåîðåìû 1.3.1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòî-

ðûé ïîëó÷àåò íà âõîäå îðèåíòèðîâàííûé (n−1)-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé

êîìïëåêñ L, âûäàåò íà âûõîäå çíà÷åíèå f(〈L〉), åñëè L�êîìáèíàòîðíàÿ

ñôåðà, è ðàáîòàåò áåñêîíå÷íî äîëãî, åñëè L íå êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå âåêòîðû b = (bi)
∞
i=1, bi ∈ Q, è áåñ-

êîíå÷íûå ìàòðèöû A = (aij)
∞
i,j=1, aij ∈ Q. Ìàòðèöó A áóäåì íàçûâàòü

ôèíèòíîé ïî ñòðîêàì, åñëè â êàæäîé åå ñòðîêå ñîäåðæèòñÿ ëèøü êîíå÷-
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íîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ. Êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäå-

íèå ôèíèòíîé ïî ñòðîêàì ìàòðèöû íà âåêòîð. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö,

ôèíèòíûõ ïî ñòðîêàì, ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ôèíèòíîé ïî ñòðîêàì.

Áåñêîíå÷íûé âåêòîð b íàçîâåì âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,

âû÷èñëÿþùèé ÷èñëî bi ïî ÷èñëó i. Ôèíèòíóþ ïî ñòðîêàì ìàòðèöó A íà-

çîâåì âû÷èñëèìîé, åñëè, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé

çíà÷åíèå aij ïî ÷èñëàì i è j, à âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âû÷èñëÿ-

þùèé ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó i ÷èñëî j0(i) òàêîå, ÷òî aij = 0 äëÿ ëþáîãî

j > j0(i). Â äàëüíåéøåì âñå ìàòðèöû ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèíèòíûìè ïî ñòðî-

êàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri(A) ðàíã ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç i ïåðâûõ ñòðîê

ìàòðèöû A. Åñëè ìàòðèöà A âû÷èñëèìà, òî âåêòîð r(A) òîæå âû÷èñëèì.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. Ïóñòü A � âû÷èñëèìàÿ ìàòðèöà, b � âû÷èñëèìûé

âåêòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå x0. Òîãäà âåêòîð x0 âû÷èñëèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ax = b óðàâíåíèåì

xk = x0
k + 1. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé. Çíà-

÷èò, íåêîòîðàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

çíà÷åíèå x0
k îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû

ñèñòåìû Ax0 = b.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.4. Ïóñòü A è B � âû÷èñëèìûå ìàòðèöû òàêèå, ÷òî

AB = 0. Ïóñòü b � âû÷èñëèìûé âåêòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà

Ax = b èìååò ðåøåíèå, à ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = 0

èìååò âèä x = Bz. Òîãäà ñèñòåìà Ax = b èìååò âû÷èñëèìîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i > 1 ëèáî ri(B) = ri−1(B),
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ëèáî ri(B) = ri−1(B) + 1. Ïóñòü l1 < l2 < l3 < . . . � íàáîð, ñîñòîÿùèé èç

âñåõ ÷èñåë i òàêèõ, ÷òî ri(B) = ri−1(B) + 1 (l1 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà r1(B) = 1). Ýòîò íàáîð ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷-

íûì. Â ëþáîì ñëó÷àå âåêòîð l = (li) âû÷èñëèì. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî

âåêòîðà v îáîçíà÷èì ÷åðåç v̂ âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç êîîðäèíàò âåêòîðà v ñ

íîìåðàìè l1, l2, l3, . . . . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̂ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ñòðîê

ìàòðèöû B ñ íîìåðàìè l1, l2, l3, . . . . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u

ñèñòåìà B̂z = û èìååò ðåøåíèå (òàê êàê ëþáàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà

èìååò ðåøåíèå). Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ñòðîê ìàòðèöû B̂. Ïîýòîìó åñëè B̂z = 0, òî Bz = 0.

Äîïîëíèì ñèñòåìó Ax = b óðàâíåíèÿìè xl1 = 0, xl2 = 0, . . . , ðàñ-

ïîëîæèâ èõ ÷åðåç îäíî ñ óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû Ax = b. Ïóñòü Ãx = b̃ �

ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà. Ìàòðèöà Ã è âåêòîð b̃ âû÷èñëèìû. Ïîýòîìó äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà Ãx = b̃ èìååò

òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z0

ðåøåíèå ñèñòåìû B̂z = −ŷ. Òîãäà âåêòîð x0 = y+Bz0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû Ãx = b̃.

Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ãx = 0. Òîãäà x∗ = Bz∗ äëÿ

íåêîòîðîãî âåêòîðà z∗. Ïðè ýòîì B̂z∗ = 0, òàê êàê 0 = x∗l1 = x∗l2 = . . . .

Çíà÷èò, x∗ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû Ãx = b̃ åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.1. Äëÿ ëþáîãî m ìíîæåñòâî êëàññîâ èçî-

ìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ (m − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ÿâëÿ-

åòñÿ ïåðå÷èñëèìûì. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ êîìáè-

íàòîðíàÿ ñôåðà ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàíèöû ñèìïëåêñà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå â

ðàçäåëå 2.1). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âûïèñûâàþùèé áåñêîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (m−1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, íå îáëàäàþùèõ

îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìàìè òàêóþ, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èç êàæäîé ïàðû èçîìîðôíûõ ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè (m−1)-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, íå îáëàäàþùèõ îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ

àâòîìîðôèçìàìè, âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäíà è ðîâíî îäèí ðàç.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (K1, K2, . . .), (L1, L2, . . .) è (J1, J2, . . .) òàêèå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ m = n + 1, n è n − 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

Q1, Q2, . . . , Qk � îðèåíòèðîâàííûå êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, îáðà-

çóþùèå áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Ωn ⊗ Q. Ïîëîæèì Qj = Kj−k

ïðè j > k. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ T n(Q) ñ

áåñêîíå÷íûì âåêòîðîì vf = (f(〈L1〉), f(〈L2〉), . . .)T, ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-

öèþ g ∈T n−1(Q) � ñ áåñêîíå÷íûì âåêòîðîì vg = (g(〈J1〉), g(〈J2〉), . . .)T.

Òîãäà îïåðàòîð δ : T n−1(Q) → T n(Q) áóäåò çàäàâàòüñÿ ôèíèòíîé ïî

ñòðîêàì ìàòðèöåé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç B. Êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ T n(Q) ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîð wf = (ε(f](Q1)), ε(f](Q2)), . . .)
T,

ãäå ε : C0(Qi;Q) → Q� àóãìåíòàöèÿ. Ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïå-

ðåâîäÿùåãî vf â wf äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ T n(Q), îáîçíà÷èì ÷åðåç A.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöû A è B âû÷èñëèìû è AB = 0.

Ïóñòü F = δ∗(ψ). Ïî òåîðåìå 1.2.2 óñëîâèå, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíîé ôîðìóëîé è ïðåäñòàâëÿåò êëàññ êîãîìîëîãèé ψ, ðàâíîñèëüíî

ñèñòåìå óðàâíåíèé Avf = b, ãäå bj = F (p1, p2, . . .)[Qj]. Âåêòîð b èìååò

íå áîëåå r îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò, ïîýòîìó îí âû÷èñëèì. Ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé Ax = b óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 1.3.4,
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òàê êàê åå ðåøåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ

êîãðàíèöû, ò. å. âåêòîðà âèäà Bvg. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà èìååò âû-

÷èñëèìîå ðåøåíèå x0. Èñêîìàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

f(〈Li〉) = x0
i .

1.4 Êîáîðäèçìû ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ïîä ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì

çàìêíóòîå ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü C�êëàññ îðèåíòè-

ðîâàííûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

Ñâîéñòâî I. Íóëüìåðíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ïðèíàäëåæèò êëàññó C òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíîé ñôåðîé, òî åñòü ïàðîé

òî÷åê ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè.

Ñâîéñòâî II. Åñëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y ïðèíàäëåæèò êëàññó C, òî ëþ-

áîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíîå ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèþ Y ñ ñîõðàíåíèåì èëè ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè, òàêæå ïðèíàäëåæèò

êëàññó C.

Ñâîéñòâî III. Åñëè n-ìåðíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y ïðèíàäëåæèò êëàññó

C è σ� ñèìïëåêñ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Y , òàêîé ÷òî dimσ < n, òî ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèå linkσ ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

Ñâîéñòâî IV. Åñëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y ïðèíàäëåæèò êëàññó C, òî

íåïðèâåä¼ííàÿ íàäñòðîéêà ΣY òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êëàññîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì I�IV:

1. Êëàññ PM âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé� íàèáîëüøèé

êëàññ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì I�IV.
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2. Èç ñâîéñòâ I�IV ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êîìáè-

íàòîðíàÿ ñôåðà ïðèíàäëåæèò êëàññó C. Ïîýòîìó íàèìåíüøèì êëàññîì,

óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâàì I�IV, ÿâëÿåòñÿ êëàññ CS âñåõ îðèåíòèðîâàí-

íûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð.

3. Êëàññ CM âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

4. Êëàññ MCS âñåõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè (ñì.

îïðåäåëåíèå â ï. 1.1).

5. Ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ñèìïëèöèàëüíûì

ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè ëèíê êàæäîãî åãî k-ìåðíîãî ñèì-

ïëåêñà èìååò ãîìîëîãèè (n − k − 1)-ìåðíîé ñôåðû. Ñèìïëèöèàëüíîé

ãîìîëîãè÷åñêîé ñôåðîé íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîå ãîìîëîãè÷åñêîå ìíî-

ãîîáðàçèå, èìåþùèå ãîìîëîãèè ñôåðû. Êëàññ HS âñåõ îðèåíòèðîâàí-

íûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñôåð è êëàññ HM âñåõ îðèåíòè-

ðîâàííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé óäîâëåòâîðÿþò

ñâîéñòâàì I�IV. Ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé ãîìîëî-

ãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â àáåëåâîé ãðóïïå G, ìû àíàëîãè÷íî ïîëó÷à-

åì êëàññû HS(G) è HM(G) âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ G-

ãîìîëîãè÷åñêèõ ñôåð è ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êëàññû òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì I�IV.

6. Êëàññ NPM, ñîñòîÿùèé èç íóëüìåðíûé ñôåð è âñåõ ñâÿçíûõ íîðìàëü-

íûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè.

7. Ïóñòü P1, P2, . . . � êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îïðåäåëèì êëàññ C(P1, P2, . . .), ïîðîæäåí-

íûé ýòèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, êàê íàèìåíüøèé êëàññ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé,

ñîäåðæàùèé êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ P1, P2, . . . è óäîâëåòâîðÿþùèé
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ñâîéñòâàì I�IV. Êëàññ C(P1, P2, . . .) ñîñòîèò èç âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è

âñåõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé X, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà

i1 < i2 < . . . < ik è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî q, òàêèå ÷òî ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèå X êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî (ñ ñîõðàíåíèåì èëè ñ îáðàùå-

íèåì îðèåíòàöèè) q-êðàòíîé íàäñòðîéêå íàä äæîéíîì Pi1 ∗ Pi2 ∗ . . . ∗ Pik .

Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîëè÷åñòâà êëàññîâ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì I�IV, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì I�IV.

Îáîáùèì êîíñòðóêöèþ öåïíîãî êîìïëåêñà T∗ îðèåíòèðîâàííûõ êîìáè-

íàòîðíûõ ñôåð íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êëàññà C. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ

àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ âñåìè êëàññàìè èçîìîðôèçìà 〈Y 〉 îðèåíòè-

ðîâàííûõ (n − 1)-ìåðíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé Y èç êëàññà C. Ïðîôàêòî-

ðèçóåì ýòó ãðóïïó ïî ñîîòíîøåíèÿì 〈Y 〉 + 〈−Y 〉 = 0, ãäå −Y � ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèå Y ñ îáðàùåííîé îðèåíòàöèåé; ïîëó÷åííóþ ãðóïïó îáîçíà÷èì

÷åðåç T C
n . Ïîëàãàåì, ÷òî T C

0 = Z.

Ïîíèæàþùèé ãðàäóèðîâêó äèôôåðåíöèàë ∂ : T C
n → T C

n−1 îïðåäåëÿåòñÿ

ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è äèôôåðåíöèàë â êîìïëåêñå T∗:

∂〈Y 〉 =
∑

v∈V (Y )

〈link v〉.

(Äèôôåðåíöèàë ∂ : T C
1 → T C

0 òðèâèàëåí.) Òîãäà ∂2 = 0 è, çíà÷èò, T C
∗ �

öåïíîé êîìïëåêñ. Èìååì, T CS
∗ = T∗.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà C, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì I�IV, öåïíîé

êîìïëåêñ T C
∗ âîîáùå ãîâîðÿ íå áóäåò èìåòü åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðû êîëü-

öà. ×òîáû ââåñòè êîëüöåâóþ ñòðóêòóðó, íóæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êëàññ

C óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äîïîëíèòåëüíîìó ñâîéñòâó ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîñòè.
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Ñâîéñòâî V. Åñëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Y1 è Y2 ïðèíàäëåæàò êëàññó C,

òî èõ äæîéí Y1 ∗ Y2 òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

Òîãäà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ äæîéíà çàäàåò áèëèíåéíîå óìíîæåíèå

∗ : T C
m × T C

n → T C
m+n,

êîòîðîå ïðåâðàùàåò ãðàäóèðîâàííóþ ãðóïïó T C
∗ â ñóïåðêîììóòàòèâíîå

àññîöèàòèâíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî Ëåéáíè-

öà (1.1). Ïîýòîìó T C
∗ �äèôôåðåíöèàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ñ ïîíè-

æàþùèì ãðàäóèðîâêó äèôôåðåíöèàëîì è, çíà÷èò, H∗(T C
∗ )� ñóïåðêîììó-

òàòèâíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî.

Êëàññû PM, NPM, CS, HS(G) óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó V, êëàññû CM,

MCS, HM(G)�íåò, êëàññû C(P1, P2, . . .) � âîîáùå ãîâîðÿ, íåò (íî ìî-

ãóò óäîâëåòâîðÿòü åìó äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé P1, P2, . . .).

Ïóñòü C � êëàññ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì I�

IV. Ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C ìû áóäåì íàçûâàòü

ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, ëèíêè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò êëàññó C.

Êëàññ âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C

ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ C̃ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì I�

IV è C ⊂ C̃. Èìååì, P̃M = PM, C̃S = CM, C̃M = MCS, H̃S(G) = HM(G).

ÏóñòüK è L � îðèåíòèðîâàííûå n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿ-

ìè èç êëàññà C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ K è L C-êîáîðäàíòíû,

åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèå Z ñ âåðøèíàìè x1, . . . , xk, y1, . . . , yl, z1, . . . , zm, òàêèìè ÷òî

linkx1 t . . . t linkxk ∼= K, link y1 t . . . t link yl ∼= −L
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è link zi ∈ C ïðè i = 1, . . . ,m. Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè-

÷åñêèé ñìûñë: åñëè â ïñåâäîìíîãîîáðàçèè Z âûðåçàòü ðåãóëÿðíûå îêðåñò-

íîñòè âåðøèí x1, . . . , xk, y1, . . . , yl, ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííî-

ñòÿìè èç êëàññà C ñ êðàåì, èçîìîðôíûì ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ K t (−L).

×òîáû ââåäåííîå îòíîøåíèå C-êîáîðäàíòíîñòè áûëî ãåîìåòðè÷åñêè ñîäåð-

æàòåëüíûì, íàì íóæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü K1 è K2 � êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûå

ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C.

Òîãäà ìíîãîîáðàçèÿ K1 è K2 ÿâëÿþòñÿ C-êîáîðäàíòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êóñî÷íî ëèíåéíóþ òðèàíãóëÿöèþ Z ïîëèýä-

ðà |ΣK1| òàêóþ, ÷òî ëèíêè âåðøèí íàäñòðîéêè x è y èçîìîðôíû ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèÿì K1 è −K2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü z �ïðîèçâîëüíàÿ âåðøè-

íà òðèàíãóëÿöèè Z, îòëè÷íàÿ îò x è y. Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ σ êîìïëåêñà

K1, â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êîòîðîãî ëåæèò îáðàç òî÷êè z ïðè åñòå-

ñòâåííîé ïðîåêöèè |ΣK1|\{x, y} → |K1|. Òîãäà ëèíê âåðøèíû z â òðèàíãó-

ëÿöèè Z êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôåí êîìïëåêñó Σ(∂σ ∗ linkK1
σ). Ñëåäî-

âàòåëüíî, link z ∈ C. Òàêèì îáðàçîì, ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Z îñóùåñòâëÿåò

C-êîáîðäèçì ìåæäó ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿìè K1 è K2.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå C-êîáîðäàíòíîñòè íà ìíî-

æåñòâå îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C ÿâëÿ-

åòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè; îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩC
n ìíîæåñòâî êëàññîâ

C-êîáîðäàíòíîñòè n-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííî-

ñòÿìè èç êëàññà C. Ìíîæåñòâî ΩC
n ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîëóãðóïïîé îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ. Èç ñâîéñòâà IV ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
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ëþáîãî K ∈ C̃ ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ΣK îñóùåñòâëÿåò C-êîáîðäèçì ìåæäó

ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì K t (−K) è ïóñòûì ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì. Ïîýòîìó

ïîëóãðóïïà ΩC
n ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Èìååì, ΩC

0
∼= Z � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ

êëàññîì êîáîðäèçìîâ òî÷êè.

Åñëè êëàññ C óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó V, â ãðàäóèðîâàííîé ãðóïïå ΩC
∗

ìîæíî ââåñòè êîëüöåâóþ ñòðóêòóðó. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèé K1, K2 ∈ C̃ êîíå÷íî æå íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèåì. Îäíàêî ìû ìîæåì âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ êóñî÷íî ëèíåéíóþ

òðèàíãóëÿöèþ K ïîëèýäðà |K1| × |K2|. Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà

òðèàíãóëÿöèèK, yi, i = 1, 2, � åå îáðàçû ïðè ïðîåêöèÿõ |K1|×|K2| → |Ki|.

Ïóñòü σi � ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè Ki, â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êî-

òîðîãî ëåæèò òî÷êà yi. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëèíê âåðøèíû y â êîì-

ïëåêñå K êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôåí êîìïëåêñó

∂σ1 ∗ linkK1
σ1 ∗ ∂σ2 ∗ linkK2

σ2

è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò êëàññó C. Ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K

ïðèíàäëåæèò êëàññó C̃. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.1, åãî êëàññ C-êîáîðäèçìîâ

[K] íå çàâèñèò îò ïðîèçâîëà â âûáîðå òðèàíãóëÿöèè K. Ïîëîæèì,

[K1][K2] = [K]. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì

êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â ãðàäóèðîâàííîé ãðóïïå

ΩC
∗ , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ ñóïåðêîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâ-

íûì ãðàäóèðîâàííûì êîëüöîì.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèå, ïðèíàäëåæàùåå êëàññó C, ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé êëàññ êîáîðäèçìîâ â

ΩC
∗ . Â ÷àñòíîñòè, ΩPM

n = 0 ïðè n > 0. Êîëüöî ΩCS
∗ ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì

ΩSPL
∗ îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ êîáîðäèçìîâ.
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Çàìå÷àíèå 1.4.2. Ïóñòü C = C(P1, P2, . . .). Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî êîáîð-

äèçìîâ ΩC
∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîëüöî êîáîðäèçìîâ ñ îñîáåííîñòÿ-

ìè ¾òèïà äæîéíà¿ Pi1 ∗ . . . ∗ Pik , i1 < i2 < . . . < ik. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ

òàêèõ êîáîðäèçìîâ è èõ ïåðâûå ïðèëîæåíèÿ ïðèíàäëåæàò Ä. Ñóëëèâàíó

(ñì. [124], [45], [125]). Ïåðâîå ñòðîãîå ïîñòðîåíèå òåîðèè êîáîðäèçìîâ ñ îñî-

áåííîñòÿìè òèïà äæîéíà áûëî ïðîèçâåäåíî Í. Áààñîì [53]. (Îí ðàáîòàë â

ãëàäêîé êàòåãîðèè, íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êóñî÷íî ëèíåéíûé àíàëîã

åãî êîíñòðóêöèè.) Ãðóïïû êîáîðäèçìîâ, ïîñòðîåííûå Í. Áààñîì, îòëè÷íû

îò ãðóïï ΩC
∗ . Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðè÷èíû ýòîãî îòëè÷èÿ íà ïðèìåðå ñëó-

÷àÿ ñ îäíèì òèïîì îñîáåííîñòè P . Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà P

â ñìûñëå Ñóëëèâàíà�Áààñà � ýòî ïîëèýäð âèäà

V ∪W×P (W × cone(P )),

ãäå W �êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ è V �êóñî÷íî ëèíåéíîå

ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì W × P . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåííîå íàìè âûøå

ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C(P ) øèðå, ÷åì ïîíÿòèå

ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà P â ñìûñëå Ñóëëèâàíà�Áààñà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü E → B �ïðîèçâîëüíîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ñî

ñëîåì P è çàìêíóòûì êóñî÷íî ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â êà÷åñòâå áàçû

è ïóñòü V �êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Z → B àññîöèèðîâàííîå ñ E ðàññëîåíèå ñî ñëîåì cone(P ). Ðàññìîòðèì

ïîëèýäð X = V ∪E Z. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî, ñîãëàñíî íàøåìó îïðå-

äåëåíèþ, ïîëèýäð X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà

C(P ). Îäíàêî X ìîæåò íå áûòü ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà P â

ñìûñëå Ñóëëèâàíà�Áààñà, åñëè ðàññëîåíèå E íåòðèâèàëüíî.

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ C = CS, èçó÷åííîìó â ï. 1.1, â ñëó÷àå
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ïðîèçâîëüíîãî êëàññà C, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì I�IV, äèôôåðåí-

öèàë öåïíîãî êîìïëåêñà T C̃
∗ èíäóöèðóåò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé àääè-

òèâíûé ãîìîìîðôèçì ∂∗ : ΩC
∗ → H∗

(
T C
∗
)
; åñëè êëàññ C óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâó V, ãîìîìîðôèçì ∂∗ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñ òî÷íîñòüþ

äî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 1.1.7.

Òåîðåìà 1.4.3. Ïóñòü êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé C

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì I�IV è ñîäåðæèòñÿ â êëàññå NPM. Òîãäà ÿäðî

è êîÿäðî ãîìîìîðôèçìà ∂∗ : ΩC
∗ → H∗

(
T C
∗
)
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè êðó÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì

∂∗ ⊗Q : ΩC
∗ ⊗Q→ H∗

(
T C
∗
)
⊗Q

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Åñëè, êðîìå òî-

ãî, êëàññ C óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó V, ãîìîìîðôèçì ∂∗ ⊗ Q ÿâëÿåòñÿ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò äàíî â ãëàâå 4. Óñëîâèå, ÷òî êëàññ C

ñîäåðæèòñÿ â êëàññå NPM ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêèì. Ïî-âèäèìîìó, òåîðåìà

âåðíà è áåç íåãî. Îäíàêî îòêàç îò ýòîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ

äîêàçàòåëüñòâà. Â îñíîâíîì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êëàññû ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèé, ñîäåðæàùèåñÿ â êëàññå NPM.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû G ââåäåì îáîçíà÷åíèå

T ∗C (G) = Hom(T C
∗ , G).

Òîãäà ýëåìåíòàìè ãðóïïû T nC (G) ÿâëÿþòñÿ G-çíà÷íûå ôóíêöèè f íà ìíî-

æåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà (n−1)-ìåðíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé èç êëàñ-

ñà C, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ f(〈−Y 〉) = −f(〈Y 〉). Äèôôåðåíöèàë â

êîöåïíîì êîìïëåêñå T nC (G) çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå (1.4).
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Àääèòèâíûì èíâàðèàíòîì n-ìåðíûõ C-êîáîðäèçìîâ ìû áóäåì íàçû-

âàòü ïðîèçâîëüíûé àääèòèâíûé ãîìîìîðôèçì q : ΩC
n → G, ãäåG� àáåëåâà

ãðóïïà. Çíà÷åíèå èíâàðèàíòà q íà êëàññå C-êîáîðäèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ K

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç q(K). Ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ èíâàðèàíòà q

ìû áóäåì íàçûâàòü àääèòèâíûé ãîìîìîðôèçì f : T C
n → G òàêîé, ÷òî

q(K) =
∑

v∈V (K)

f(link v)

äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K ñ îñîáåííîñòÿìè

èç êëàññà C.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.2.2 è ïåðâîé ïîëîâèíå òåîðåìû 1.2.4 äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.4. Ëþáîé êîöèêë f êîöåïíîãî êîìïëåêñà T ∗C (G) çà-

äà¼ò ëîêàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ àääèòèâíîãî èíâàðèàíòà C-êîáîðäèçìîâ,

ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàçîì êëàññà êîãîìîëîãèé êîöèêëà f ïðè ãîìîìîðôèçìå

δ∗ : H∗(T ∗C (G))→ Hom(ΩC
∗ , G),

ñîïðÿæåííîì ãîìîìîðôèçìó ∂∗; îáðàòíî, âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà

äëÿ àääèòèâíîãî èíâàðèàíòà êîáîðäèçìîâ ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì êîìïëåê-

ñà T ∗C (G). Ïðè G = Q ãîìîìîðôèçì δ∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ðàöèîíàëüíîçíà÷íîãî àääèòèâíîãî èíâàðèàíòà C-

êîáîðäèçìîâ èìååòñÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà, åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗C (Q).

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû G (â ÷àñòíîñòè, ïðè G = Z) âî-

ïðîñ î õàðàêòåðèçàöèè èíâàðèàíòîâ C-êîáîðäèçìà, äîïóñêàþùèõ ëîêàëü-

íûå ôîðìóëû, îñòàåòñÿ îòêðûòûì äàæå â ñëó÷àå C = CS. Êàê áóäåò ïîêà-

85



çàíî â ðàçäåëå 2.6, ïåðâîå ÷èñëî Ïîíòðÿãèíà (à òàêæå, íèêàêîå åãî êðàòíîå)

íå äîïóñêàåò öåëî÷èñëåííîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû.

Â êà÷åñòâå èíòåðåñíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì íåìíîãî ïîäðîáíåå ñëó-

÷àé C = HS. Êîëüöî ΩHS
∗ � êîëüöî êîáîðäèçìîâ îðèåíòèðîâàííûõ ñèìïëè-

öèàëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îðè-

åíòèðîâàííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé êîððåêòíî

îïðåäåëåíû ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà è, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëà Ïîíò-

ðÿãèíà (ñì., íàïðèìåð, [32]). Êàê äîêàçàë ×.Ð.Ô. Ìàóíäåð [102], ÷èñëà

Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè êîáîðäèçìîâ îðèåíòèðîâàííûõ ãîìî-

ëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëü-

íûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà êîãîìîëîãèé H∗(T ∗HS(Q))

ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, àääèòèâíî èçîìîðôíóþ êîëüöó ïîëèíîìîâ îò êëàñ-

ñîâ Ïîíòðÿãèíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Í. Ìàðòèí [101] äîêà-

çàë, ÷òî ΩHS
4
∼= Z⊕ΘH

3 , ãäå ΘH
3 � ãðóïïà H-êîáîðäèçìîâ (ãîìîëîãè÷åñêèõ

êîáîðäèçìîâ) òðåõìåðíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñôåð. Ì. Ôóðóòà [82] äîêàçàë,

÷òî ãðóïïà ΘH
3 ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ñâîáîäíóþ àáåëåâó ïîä-

ãðóïïó. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà äàëåêî íå èñ÷åð-

ïûâàþò ãðóïïû H∗(T ∗HS(Q)). Èìååì,

H4(T ∗HS(Q)) ∼= Hom(ΩHS
4 ,Q) ∼= Q⊕ Hom(ΘH

3 ,Q).

Ïðÿìîå ñëàãàåìîå Q ïîðîæäåíî ïåðâûì ÷èñëîì Ïîíòðÿãèíà. Ëîêàëü-

íûå ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà è ëîêàëüíûå ôîðìó-

ëû äëÿ èíâàðèàíòîâ êîáîðäèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàì ãðóïïû

Hom(ΘH
3 ,Q), èìåþò ïðèíöèïèàëüíî ðàçíóþ ïðèðîäó. Ðàññìîòðèì èíâà-

ðèàíò HS-êîáîðäèçìîâ q, ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôèçìó h : ΘH
3 → Q.

Ãîìîìîðôèçì T HS
4

ι−→ ΘH
3

h−→ Q, ãäå ι � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå
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êàæäîé ñèìïëèöèàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ñôåðå åå êëàññ H-êîáîðäèçìîâ,

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ èíâàðèàíòà q. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíà÷å-

íèå ýòîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû íà òðåõìåðíîé ñèìïëèöèàëüíîé ãîìîëîãè-

÷åñêîé ñôåðå Y çàâèñèò ëèøü îò êëàññà H-êîáîðäèçìîâ ãîìîëîãè÷åñêîé

ñôåðû Y è íå çàâèñèò îò êîìáèíàòîðèêè òðèàíãóëÿöèè Y . Â ÷àñòíîñòè,

åå çíà÷åíèå íà ëþáîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðå ðàâíî íóëþ. Åñëè æå f �

ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, çíà÷åíèå f(〈Y 〉) ñ

íåîáõîäèìîñòüþ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò êîìáèíàòîðèêè òðèàíãóëÿöèè Y .

Â ÷àñòíîñòè, îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò òðåõìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà

Y , òàêàÿ ÷òî f(〈Y 〉) 6= 0.

Ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ èíâàðèàíòîâ êîáîðäèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýëåìåíòàì ãðóïïû Hom(ΘH
3 , G), ãäå G � àáåëåâà ãðóïïà, òåñíî ñâÿçàíû ñî

ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèåé. Â [125] Ä. Ñóëëèâàí ñîïîñòàâèë êàæäîìó îðè-

åíòèðîâàííîìó ñèìïëèöèàëüíîìó ãîìîëîãè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ Z ñèì-

ïëèöèàëüíûé öèêë ∑
σ � ñèìïëåêñZ,

codimσ=4

σ ⊗ [linkσ] ∈ CdimZ−4

(
Z; ΘH

3

)
,

êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåïÿòñòâèåì ê ñóùåñòâîâà-

íèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé g : M → Z, òàêîãî ÷òî M �êîìáèíàòîðíîå

ìíîãîîáðàçèå è ìíîæåñòâî g−1(z) àöèêëè÷íî äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Z.

1.5 Ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ êîöèêëîâ

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.2, èìååòñÿ àääèòèâíûé èçîìîðôèçì

δ∗ : H∗(T ∗(Q))→ Hom(ΩSPL
∗ ,Q) ∼= Q[p1, p2, . . .].
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Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê îïèñàòü êàêèì-ëèáî ÿâíûì êîì-

áèíàòîðíûì ñïîñîáîì óìíîæåíèå âîçíèêàþùåå â êîãîìîëîãèÿõ êîìïëåêñà

T ∗(Q). Â ýòîì ðàçäåëå ìû êîìáèíàòîðíî îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ

íà êîöèêëàõ êîìïëåêñà T ∗(Q), êîòîðàÿ èíäóöèðóåò èñêîìîå óìíîæåíèå

â êîãîìîëîãèÿõ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè

áèëèíåéíîé, íè àññîöèàòèâíîé, íè êîììóòàòèâíîé, íå óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó Ëåéáíèöà è, ïî-âèäèìîìó, íå èìååò åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ íà

âåñü êîìïëåêñ T ∗(Q). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèé âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðû-

òûì.

Âîïðîñ 1.5.1. Ñóùåñòâóåò ëè â êîìïëåêñå T ∗(Q) áèëèíåéíîå àññîöèàòèâ-

íîå óìíîæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ôîðìóëå Ëåéáíèöà è èíäóöèðóþùåå â

êîãîìîëîãèÿõ óìíîæåíèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî èçîìîðôèçì δ∗ ÿâëÿåòñÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíûì?

Êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå äàæå íåáèëèíåéíîãî è íåàññîöèàòèâíîãî

óìíîæåíèÿ êîöèêëîâ êîìïëåêñà T ∗(Q) ñðàçó äàåò íàì âîçìîæíîñòü ïî

äâóì èçâåñòíûì ëîêàëüíûì ôîðìóëàì äëÿ äâóõ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëü-

íûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîèòü ÿâíî ëîêàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîèç-

âåäåíèÿ ýòèõ ïîëèíîìîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ñî÷åòàíèè ñ ÿâíûìè (õîòÿ è

íåýôôåêòèâíûìè) ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðó-

õà, êîòîðûå áóäóò ïîñòðîåíû â ðàçäåëå 4.7, ýòîò ðåçóëüòàò äàñò íàì ÿâ-

íûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà. (Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîìû Õèðöåáðóõà ïîðîæäàþò êîëüöî

Q[p1, p2, . . .].)

Êîöèêëû êîöåïíîãî êîìïëåêñà T ∗(Q) çàäàþò ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ

öèêëîâ, êëàññû ãîìîëîãèè êîòîðûõ äâîéñòâåííû ïî Ïóàíêàðå ïîëèíîìàì
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îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Îäíàêî, êîãäà ìû õîòèì ïî ëîêàëüíûì ôîðìóëàì

äëÿ äâóõ ïîëèíîìîâ îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîèòü ëîêàëüíóþ ôîðìó-

ëó äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ, íàì óäîáíåå ðàáîòàòü ñ êîöèêëàìè, ïðåäñòàâëÿ-

þùèìè ïîëèíîìû îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Âïåðâûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû

äëÿ êîöèêëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, ðàññìàòðè-

âàëèñü Í. Ëåâèòòîì è Ê. Ðóðêîì [98]. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëèñü ñèì-

ïëèöèàëüíûå êîöèêëû â ïåðâîì áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè äàííî-

ãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà êàæäîì ñèìïëåê-

ñå çàâèñÿò òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ çâåçäû ìëàäøåé âåðøèíû

ýòîãî ñèìïëåêñà. (Ìëàäøàÿ âåðøèíà � âåðøèíà, ÿâëÿþùàÿñÿ áàðèöåí-

òðîì ñèìïëåêñà íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.) Íàì áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü íå

ñ áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì, à ñ êàíîíè÷åñêèì êóáè÷åñêèì ïîä-

ðàçäåëåíèåì êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ìû îïðåäåëèì êîöåïíîé êîì-

ïëåêñW∗(G), ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì êîìïëåêñà T ∗(G) â ðàññìàòðèâàåìîé

ñèòóàöèè. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî êîëüöà Λ â êîìïëåêñåW∗(Λ) ââîäèòñÿ àñ-

ñîöèàòèâíîå óìíîæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ôîðìóëå Ëåéáíèöà. Îñíîâíûì

ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà áóäåò òåîðåìà 1.5.3, óñòàíàâëèâàþùàÿ èçîìîð-

ôèçì H∗(T ∗(Q)) ∼= H∗(W∗(Q)). Ýòà òåîðåìà äàñò íàì âîçìîæíîñòü èñ-

ïîëüçîâàòü óìíîæåíèå â êîìïëåêñåW∗(Q) äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî óìíî-

æåíèÿ êîöèêëîâ êîìïëåêñà T ∗(Q).

Äëÿ êàæäîé àáåëåâîé ãðóïïû G îïðåäåëèì êîöåïíîé êîìïëåêñ W∗(G)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíòàìè ãðóïïû Wn(G) áóäóò ôóíêöèè h, òà-

êèå ÷òî h ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðå Y (ïðîèçâîëü-

íîé ðàçìåðíîñòè è áåç âûäåëåííîé îðèåíòàöèè) ñèìïëèöèàëüíóþ êîöåïü

h(Y ) ∈ Cn−1(Y ;G), òàê ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè i : Y1 → Y2
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� èçîìîðôèçì êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, òî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå êî-

öåïåé ïåðåâîäèò êîöåïü h(Y2) â êîöåïü h(Y1). Â ÷àñòíîñòè, êîöåïü h(Y )

äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ (â òîì ÷èñëå, ìåíÿþùèõ îðè-

åíòàöèþ) àâòîìîðôèçìîâ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y . Çíà÷åíèå êîöåïè h(Y )

íà öåïè ξ ∈ Cn−1(Y ;Z) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç h(Y, ξ). Îïðåäåëèì

äèôôåðåíöèàë δ :Wn(G)→Wn+1(G) ïî ôîðìóëå

(δh)(Y, ξ) = (−1)nh(Y, ∂ξ) + (−1)n−1
∑

v∈V (Y )

h(link v, ξv),

ãäå ξv �öåïü, â êîòîðóþ êàæäûé ñèìïëåêñ σ êîìïëåêñà link v âõîäèò ñ

êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè ñèìïëåêñå v ∗ σ â öåïè ξ.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.2. δ2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

(δ1h)(Y, ξ) = (−1)nh(Y, ∂ξ), (δ2h)(Y, ξ) = (−1)n−1
∑

v∈V (Y )

h(link v, ξv).

Î÷åâèäíî, ÷òî δ2
1 = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà δ2

2 = 0 äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî (ξu)v = − (ξv)u äëÿ ëþáîé öåïè ξ ∈ Cn−1(Y ;Z) è ëþáûõ äâóõ

âåðøèí u, v ∈ V (Y ), ñîåäèíåííûõ ðåáðîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà

δ1δ2 + δ2δ1 = 0 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ∂(ξv) = − (∂ξ)v äëÿ ëþáîé öåïè

ξ ∈ Cn−1(Y ;Z) è ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (Y ).

Òàêèì îáðàçîì, W∗(G) � êîöåïíîé êîìïëåêñ ñ äèôôåðåíöèàëîì δ.

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì α :Wn(G)→ T n(G) ïî ôîðìóëå

α(h)(〈Y 〉) = h(Y, [Y ]),

ãäå [Y ]�ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y . Èç òîãî, ÷òî

êîöåïü h(Y ) íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y
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ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå α(h)(〈Y 〉) ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè

êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî α�öåïíîå îòîáðàæå-

íèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì

α∗ : H∗(W∗(G))→ H∗(T ∗(G)).

Òåîðåìà 1.5.3. Ïðè G = Q ãîìîìîðôèçì α∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïóñòü Y � êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà, ξ ∈ Cl(Y ;Z) � ñèìïëèöèàëüíàÿ öåïü,

τ � îðèåíòèðîâàííûé (n− 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà Y . Îáîçíà÷èì

÷åðåç ξτ ∈ Cl−n(link τ ;Z) öåïü, â êîòîðóþ êàæäûé ñèìïëåêñ ρ êîìïëåêñà

link τ âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè ñèìïëåêñå τ ∗ρ

â öåïè ξ.

Ïóñòü Λ � àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå

Wn(Λ)⊗Wk(Λ)→Wn+k(Λ)

ïî ôîðìóëå

(h1h2)(Y, ξ) = (−1)nk
∑

τ � ñèìïëåêñY,

dim τ=n−1

h1(Y, τ)h2(link τ, ξτ),

ãäå ξ ∈ Cn+k−1(Y ;Z). (Ñëàãàåìîå h1(Y, τ)h2(link τ, ξτ) íå çàâèñèò îò âûáîðà

îðèåíòàöèè ñèìïëåêñà τ .) Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííîå óìíîæåíèå

ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

δ(h1h2) = (δh1)h2 + (−1)nh1δh2

äëÿ ëþáûõ h1 ∈ Wn(Λ), h2 ∈ Wk(Λ). Òàêèì îáðàçîì, W∗(Λ)� àññîöè-

àòèâíîå äèôôåðåíöèàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû

ïîëó÷àåì àññîöèàòèâíîå óìíîæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ êîëüöà W∗(Λ).
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Äëÿ êàæäîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K îïðåäåëåíî åãî êàíîíè-

÷åñêîå êóáè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå cub(K) (ñì. ïðèëîæåíèå A, à òàêæå [8]).

Îïèøåì çäåñü ýòó êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü êîìïëåêñK èìååò q âåðøèí. Áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñàK ñ ìíîæåñòâîì {1, 2, . . . , q}.

Ïóñòü Iq = [0, 1]q � ñòàíäàðòíûé êóá. Äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ñèìïëåêñîâ

τ ⊂ σ êîìïëåêñà K ïîëîæèì

Cτ⊂σ = {(y1, y2, . . . , yq) ∈ Iq : yj = 0 ïðè j ∈ τ, yj = 1 ïðè j /∈ σ} .

Òîãäà Cτ⊂σ � çàìêíóòàÿ ãðàíü êóáà Iq ðàçìåðíîñòè dimσ − dim τ . Ïóñòü

i : K → Iq � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå áàðèöåíòð êàæäîãî ñèìïëåêñà σ

êîìïëåêñà K â âåðøèíó Cσ⊂σ è ëèíåéíîå íà âñåõ ñèìïëåêñàõ áàðèöåíòðè-

÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ êîìïëåêñà K. Òîãäà i � âëîæåíèå, îáðàç êîòîðîãî

ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ ãðàíåé Cτ⊂σ, ãäå τ ⊂ σ � ñèìïëåêñû K.

Ïðîîáðàçû ãðàíåé Cτ⊂σ ïðè îòîáðàæåíèè i (êîòîðûå ìû áóäåì òàêæå îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç Cτ⊂σ) îáðàçóþò êóáè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå cub(K) ñèìïëè-

öèàëüíîãî êîìïëåêñà K.

Åñëè ñèìïëåêñû τ è σ îðèåíòèðîâàíû, òî íà êëåòêå Cτ⊂σ âûáèðàåòñÿ

îðèåíòàöèÿ, òàêàÿ ÷òî ïðîèçâåäåíèå îðèåíòàöèè ñèìïëåêñà τ íà îðèåíòà-

öèþ êëåòêè Cτ⊂σ äàåò îðèåíòàöèþ ñèìïëåêñà σ. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå â

êëåòî÷íûõ êîöåïÿõ C∗(cub(K); Λ) ðàçáèåíèÿ cub(K) ïî ôîðìóëå

(ab) (Cτ⊂σ) = (−1)nk
∑

ρ � ñèìïëåêñK,

dim ρ=dim τ+n

a (Cτ⊂ρ) b (Cρ⊂σ) ,

ãäå a ∈ Cn(cub(K); Λ), b ∈ Ck(cub(K); Λ), σ è τ � îðèåíòèðîâàííûå ñèì-

ïëåêñû êîìïëåêñà K, òàêèå ÷òî dimσ − dim τ = n + k. Ñëåäóþùåå ïðåä-

ëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
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Ïðåäëîæåíèå 1.5.4. Ââåäåííîå óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî, óäîâëåòâî-

ðÿåò ôîðìóëå Ëåéáíèöà è èíäóöèðóåò ñòàíäàðòíîå óìíîæåíèå â êîãî-

ìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà K.

Ïóñòü òåïåðü K �êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, h�ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò ãðóïïû Wn(G). Îïðåäåëèì êîöåïü h](K) ∈ Cn(cub(K);G) ïî ôîð-

ìóëå

h](K)(Cτ⊂σ) = h(link τ, στ).

Ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.5. δ
(
h](K)

)
= (δh)] (K).

Ñëåäñòâèå 1.5.6. Êîöåïü h](K) ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì äëÿ ëþáîãî êîìáèíà-

òîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h ÿâëÿåòñÿ êîöèê-

ëîì â êîìïëåêñåW∗(G). Åñëè h ÿâëÿåòñÿ êîãðàíèöåé â êîìïëåêñåW∗(G),

òî êîöåïü h](K) ÿâëÿåòñÿ êîãðàíèöåé äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ K.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.7. Ïóñòü Λ � êîëüöî, h1, h2 ∈ W∗(Λ). Òîãäà

(h1h2)
](K) = h]1(K)h]2(K)

äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.8. Ïóñòü h ∈ Wn(G) � êîöèêë, f = α(h). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K êëàññ ãîìîëî-

ãèé, ïðåäñòàâëÿåìûé öèêëîì f](K), äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå êëàññó êîãî-

ìîëîãèé, ïðåäñòàâëÿåìîìó êîöèêëîì h](K).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ K.

Ïóñòü τ � ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè m− n. Ðàçáèåíèå cub(K) ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ðàçäåëåíèåì ðàçáèåíèÿ K∗, äâîéñòâåííîãî òðèàíãóëÿöèè K. Ïðè ýòîì

n-ìåðíàÿ êëåòêà Dτ , äâîéñòâåííàÿ ñèìïëåêñó τ , ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-

åì êóáîâ Cτ⊂σ, ãäå σ � âñåâîçìîæíûå m-ìåðíûå ñèìïëåêñû, ñîäåðæà-

ùèå τ . Ïóñòü c � îáðàç êîöåïè h](K) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèè

Cn(cub(K);G)→ Cn(K∗;G). Òîãäà

c(Dτ) =
∑
σ⊃τ,

dimσ=m

h](K)(Cτ⊂σ) = h(link τ, [link τ ]) = f(〈link τ〉).

Ñëåäîâàòåëüíî, êîöèêë c äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå öèêëó f](K).

Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçìû

H∗(W∗(Q))
α∗−−→ H∗(T ∗(Q))

δ∗−−→ Q[p1, p2, . . .].

Ïóñòü h ∈ W∗(Q) � êîöèêë, F (p1, p2, . . .) = δ∗α∗[h] � ñîîòâåòñòâó-

þùèé ïîëèíîì îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Èç ïðåäëîæå-

íèÿ 1.5.8 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîöèêë h](K) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ êîãîìîëî-

ãèé F (p1(K), p2(K), . . .) äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K. Â

÷àñòíîñòè, êëàññ êîãîìîëîãèé
[
h](K)

]
íå çàâèñèò îò âûáîðà êîöèêëà h,

ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé [h], è êóñî÷íî ëèíåéíîé òðèàíãóëÿ-

öèè K çàäàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîöèêë h ÿâ-

ëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ ïîëèíîìà F îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Èç

òåîðåìû 1.5.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà h ∈ W∗(Q), åäèíñòâåííàÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîãðàíèöû êîìïëåêñà W∗(Q).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zn ÿäðî äèôôåðåíöèàëà δ : T n(Q) → T n+1(Q). Ïî-

ñòðîèì ÿâíî îòîáðàæåíèå γ : Zn → Wn(Q), òàêîå ÷òî γ(f) � êîöèêë äëÿ

ëþáîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f è α ◦ γ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü f ∈ Zn � êîöèêë. Êîöåïü h = γ(f) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëî-

âèÿì δh = 0 è α(h) = f , òî åñòü ñèñòåìå óðàâíåíèé äâóõ òèïîâ:

1) h(Y, ∂ξ) =
∑

v∈V (Y )

h(link v, ξv) äëÿ ëþáîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y è

ëþáîé öåïè ξ ∈ Cn(Y ;Z);

2) h(Y, [Y ]) = f(〈Y 〉) äëÿ ëþáîé îðèåíòèðîâàííîé (n − 1)-ìåðíîé êîì-

áèíàòîðíîé ñôåðû Y .

Ìû áóäåì ñòðîèòü íàáîð êîöåïåé h(Y ), óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîé ñèñòåìå

óðàâíåíèé, ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y .

Äëÿ êàæäîé îðèåíòèðîâàííîé (n− 1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y ,

èìåþùåé q ñèìïëåêñîâ ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè, ïîëîæèì

h(Y, σ) =
f(〈Y 〉)
q

äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî (n− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà σ

êîìïëåêñà Y . Î÷åâèäíî, ÷òî êîöåïü h(Y ) íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè îðè-

åíòàöèè êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y .

Ïóñòü m > n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîöåïè h(Y ) óæå îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ

êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Y , ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ìåíüøå m. Îïðåäåëèì êî-

öåïü h(Y ) äëÿ m-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y . Ïóñòü σ1, σ2, . . . , σq �

âñå (n−1)-ìåðíûå ñèìïëåêñû êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y , äëÿ êàæäîãî èç êî-

òîðûõ ôèêñèðîâàíà êàêàÿ-íèáóäü îðèåíòàöèÿ. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå

óðàâíåíèÿ âèäà

h(Y, ∂ξ) =
∑

v∈V (Y )

h(link v, ξv), (1.9)
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ãäå ξ ∈ Cn(Y ;Z). Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà âåëè÷èíû h(Y, σ1), h(Y, σ2), . . . , h(Y, σq).

Ïðåäëîæåíèå 1.5.9. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.9) ñîâìåñòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî∑
v∈V (Y )

h(link v, ξv) = 0,

åñëè ξ � öèêë. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè m = n, òî ξ = l[Y ] äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ Z. Òîãäà∑
v∈V (Y )

h(link v, ξv) = l
∑

v∈V (Y )

f(〈link y〉) = (−1)nl (δf)(〈Y 〉) = 0.

Åñëè m > n, òî ξ = ∂η äëÿ íåêîòîðîé öåïè η ∈ Cn+1(Y ;Z). Çíà÷èò,∑
v∈V (Y )

h(link v, ξv) =
∑

v∈V (Y )

h(link v, (∂η)v) = −
∑

v∈V (Y )

h(link v, ∂(ηv)) =

=
∑
(u,v)

h (link(u ∗ v), (ηv)u) = 0,

ãäå ïîñëåäíÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì ïàðàì âåðøèí (u, v),

ñîåäèíåííûõ ðåáðîì â êîìïëåêñå Y . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî (ηu)v = −(ηv)u.

Â êà÷åñòâå êîöåïè h(Y ) âûáåðåì òî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé (1.9), äëÿ êîòîðîãî ñóììà

h(Y, σ1)
2 + h(Y, σ2)

2 + · · ·+ h(Y, σq)
2

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî,

ðàöèîíàëüíî, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ êîìáèíàòîð-

íîé ñôåðû Y è åãî âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîöåïè h(Y ) äëÿ m-ìåðíîé êîìáèíàòîð-

íîé ñôåðû Y äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ëèíêàõ âñåõ

(m− n)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y .

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ Zn × Zk → Zn+k ïî ôîðìóëå

f1 � f2 = α(γ(f1)γ(f2)).

Ýòî óìíîæåíèå íå áóäåò íè àññîöèàòèâíûì, íè êîììóòàòèâíûì, íè ëèíåé-

íûì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî áóäåò ëèíåéíûì

ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Èç ïðåäëîæåíèé 1.5.7 è 1.5.8 íåìåäëåííî ñëåäóåò,

÷òî åñëè f1 è f2 � ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìîâ F1(p1, p2, . . .) è

F2(p1, p2, . . .) ñîîòâåòñòâåííî, òî f1 � f2 � ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëèíî-

ìà F1(p1, p2, . . .)F2(p1, p2, . . .). Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå � èíäóöèðóåò â

êîãîìîëîãèÿõ êîìïëåêñà T ∗(Q) óìíîæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ óìíîæåíèåì,

îïðåäåëåííûì ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà δ∗.

Çàìå÷àíèå 1.5.10. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1 � f2 íà

(n + k − 1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðå Y íàì äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1 íà ëèíêàõ âñåõ (k− 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðû Y è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f2 íà ëèíêàõ âñåõ (n − 1)-ìåðíûõ

ñèìïëåêñîâ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y . Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèÿ (f1 � f2)(Y ) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.5.3. Ýïèìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ α∗ ñðàçó

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîöèêëà f ∈ T n(Q) ñóùåñòâóåò êîöèêë

h = γ(f) ∈ Wn(Q), òàêîé ÷òî α(h) = f .

Ïóñòü h ∈ Wn(Q)�êîöèêë, α(h) = δf . Òîãäà α(h−δγ(f)) = 0. Ïîýòîìó

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîíîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ α∗ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
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÷òî åñëè α(h) = 0, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ Wn−1(Q) òàêîé, ÷òî h = δg.

Óñëîâèå h = δg ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé

g(Y, ∂ξ) =
∑

v∈V (Y )

g(link v, ξv) + (−1)n−1h(Y, ξ), (1.10)

ãäå Y � ïðîèçâîëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà è ξ ∈ Cn−1(Y ;Z) � ïðîèç-

âîëüíàÿ öåïü.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü êîöåïè g(Y ). Äëÿ ëþáîé (n − 2)-

ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y âîçüìåì g(Y ) = 0.

Ïóñòü m > n− 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîöåïè g(Y ) óæå îïðåäåëåíû äëÿ

âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ðàçìåðíîñòè ìåíüøåm. Îïðåäåëèì êîöåïü g(Y )

äëÿ m-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y . Ïóñòü σ1, σ2, . . . , σq � âñå (n− 2)-

ìåðíûå ñèìïëåêñû êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ôèê-

ñèðîâàíà êàêàÿ-íèáóäü îðèåíòàöèÿ. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå óðàâíåíèÿ

âèäà (1.10), ãäå ξ ∈ Cn−1(Y ;Z). Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà âåëè÷èíû g(Y, σ1), g(Y, σ2), . . . , g(Y, σq).

Ïðåäëîæåíèå 1.5.11. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñîâìåñòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.5.9. Â êà÷åñòâå êîöåïè g(Y ) âûáåðåì òî ðåøåíèå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîãî ñóììà

g(Y, σ1)
2 + g(Y, σ2)

2 + · · ·+ g(Y, σq)
2

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.
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Ãëàâà 2

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà

Ïîíòðÿãèíà

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì ÿâíóþ ëîêàëüíóþ êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó äëÿ

ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Èç òåîðåì 1.2.2, è 1.2.4 ñëå-

äóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ T 4(Q), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ δf = 0,

åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîãðàíèöû è óìíîæåíèÿ íà ðàöè-

îíàëüíóþ êîíñòàíòó. Ïðè ýòîì âñÿêàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé

ôîðìóëîé äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, óìíîæåííîãî

íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó. Ïëàí íàøèõ äåéñòâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èñ-

ïîëüçóÿ òåõíèêó áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñàòü ÿâíî âñå ðåøåíèÿ

f ∈ T 4(Q) óðàâíåíèÿ δf = 0.

2.1 Áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãðàôû Γn è áèêîì-

ïëåêñ C∗,∗

Ïóñòü K � n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ìíîæåñòâîì âåð-

øèí V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïëåêñ K ñîäåðæèò ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ
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âèäà σk∗∂τn−k, ãäå σk � ñèìïëåêñ êîìïëåêñàK, τn−k � ¾ïóñòîé ñèìïëåêñ¿

êîìïëåêñà K, òî åñòü (n− k + 1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V ,

íå ïðèíàäëåæàùåå K, íî òàêîå, ÷òî âñå åãî ñîáñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà

ïðèíàäëåæàòK. Çàìåíèì â ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñåK ïîëíûé ïîäêîì-

ïëåêñ σk∗∂τn−k íà ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ ∂σk∗τn−k è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé

ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ÷åðåç K1. Òîãäà K1 � êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå, êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíîå êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K.

Ïðîèçâåäåííàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ áèçâåçäíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç β = βK,σk , à ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå êîìáèíàòîðíîå ìíî-

ãîîáðàçèå K1 � ÷åðåç β(K). Â îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè ìîæíî áðàòü

k = 0 èëè k = n, ïðèíèìàÿ ñîãëàøåíèÿ ∂ pt = ∅ è σ ∗ ∅ = σ. Òàêèì

îáðàçîì, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ çâåçä-

íûå ïîäðàçäåëåíèÿ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ è îïåðàöèè, îáðàòíûå çâåçäíûì

ïîäðàçäåëåíèÿì n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ. Áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå βK1,τn−k

ìû áóäåì íàçûâàòü áèçâåçäíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, îáðàòíûì ïðåîáðàçîâà-

íèþ β è îáîçíà÷àòü ÷åðåç β−1. Âñå âèäû áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ

ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòåé 2 è 3 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.1 è 2.2. Ïðåîáðàçî-

âàíèå, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 2.2 ñïðàâà, ïåðåâîäèò äâà òåòðàýäðà, èìåþùèå

îáùóþ äâóìåðíóþ ãðàíü, â òðè òåòðàýäðà ñ îáùèì ðåáðîì.

Ïóñòü K1 è K2 � îðèåíòèðîâàííûå êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ îä-

íîé ðàçìåðíîñòè, ñèìïëåêñû σ1 ∈ K1 è σ2 ∈ K2 òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâó-

þò áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βK1,σ1 è βK2,σ2. Áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ βK1,σ1 è βK2,σ2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðà-

íÿþùèé îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì f : K1 → K2 òàêîé, ÷òî f(σ1) = σ2.

Áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, åñëè β ýêâè-
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Ðèñ. 2.2. Áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 3

âàëåíòíî β−1. Âñå îñòàëüíûå áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ñó-

ùåñòâåííûìè.

Åñëè k 6= 0, n, òî ìíîæåñòâà âåðøèí êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé K

è K1 ñîâïàäàþò; åñëè k = 0 èëè k = n, òî îäíî èç ìíîæåñòâ V (K)

è V (K1) ñîäåðæèò íà îäíó âåðøèíó áîëüøå, ÷åì äðóãîå. Â ïåðâîì ñëó-

÷àå ïîëîæèì V (β) = V (K) = V (K1); âî âòîðîì îáîçíà÷èì ÷åðåç

V (β) áîëüøåå èç ìíîæåñòâ V (K) è V (K1). Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå

U(β) = V
(
∂σk ∗ ∂τn−k

)
⊂ V (β). Ìíîæåñòâî U(β) ñîñòîèò èç òåõ âåð-

øèí, êîòîðûå íå ïîÿâëÿþòñÿ è íå èñ÷åçàþò ïðè áèçâåçäíîì ïðåîáðàçîâà-

íèè β, íî ëèíêè êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ ïðè ýòîì áèçâåçäíîì ïðåîáðàçîâà-

íèè. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ U(β) áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β èíäó-

öèðóåò áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå βv = βlinkK v,σk\{v}, ïåðåâîäÿùåå êîìáè-

íàòîðíóþ ñôåðó linkK v â êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó linkK1
v.

Â 1987 ãîäó Ó.Ïàõíåðîì [111] (ñì. òàêæå [112], [99]) áûëà äîêàçàíà ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü K1 è K2 � êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûå êîìáè-

íàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Òîãäà êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K1 ìîæåò

áûòü ïåðåâåäåíî â êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K2 ïðè ïîìîùè êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîðôèçìîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáûå äâå êîìáèíàòîðíûå ñôåðû îäíîé ðàçìåðíîñòè ñâÿ-

çàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîðôèç-

ìîâ. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ôóíêöèè f ∈ T 4(Q) òàêèå, ÷òî

δf = 0, äîñòàòî÷íî óêàçàòü, êàê çíà÷åíèå f
(
〈L〉
)
èçìåíÿåòñÿ ïðè áèçâåçä-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òðåõìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé êîìáèíàòîðíîé ñôå-

ðû L.

Äëÿ êàæäîãî n ïîñòðîèì áåñêîíå÷íûé ãðàô Γn ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âåðøèíàìè ãðàôà Γn áóäóò êëàññû èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ n-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. Êëàññ èçîìîðôèçìà êîìáèíàòîðíîé ñôå-

ðû L è ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíà ãðàôà Γn áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç {L}.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî {L} è {−L} � ýòî âîîáùå ãîâîðÿ ðàçíûå âåðøèíû (çà èñ-

êëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L îáëàäàåò îáðàùàþùèì

îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì). Ðåáðà ãðàôà Γn ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì ýê-

âèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâåííûõ áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé n-ìåðíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ ñôåð; ïðè ýòîì êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè áèçâåçäíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé β è β−1 ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå ðåáðî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

îðèåíòàöèÿìè. (Ãðàô Γn ìîæåò ñîäåðæàòü êðàòíûå ðåáðà è ïåòëè.) Îðè-

åíòèðîâàííîå ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè áèçâåçäíî-

ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ β, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {β}. Òàêèì îáðàçîì,

{β−1} = −{β}.

Ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò íà ãðàôå Γn, îáðàùàÿ îðèåíòàöèè âñåõ êîìáèíà-
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òîðíûõ ñôåð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ãðóïïó Q, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê Z2-

ìîäóëü òàêîé, ÷òî îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Z2 äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà −1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C i
Z2

(Γn;Q) è H i
Z2

(Γn;Q), i = 0, 1, ãðóïïû i-ìåðíûõ ýê-

âèâàðèàíòíûõ êëåòî÷íûõ êîöåïåé è i-ìåðíûõ ýêâèâàðèàíòíûõ ãîìîëîãèé

ãðàôà Γn ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ äåéñòâèé ãðóïïû Z2.

Äèôôåðåíöèàë êîöåïíîãî êîìïëåêñà C∗Z2
(Γn;Q) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç d. Íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêîå ñîãëàøåíèå î çíàêàõ, ÷òî

(df)(e) = f(∂e), åñëè f ∈ C0
Z2

(Γn;Q) è e�ðåáðî ãðàôà Γn.

Íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå Cj,n = Cj
Z2

(Γn−1;Q). Î÷åâèäíî,

÷òî ãðóïïà C0,n = C0
Z2

(Γn−1;Q) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà ãðóïïå T n(Q).

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ äèôôåðåíöèàë

C0,n δ−−→ C0,n+1∥∥∥ ∥∥∥
C0
Z2

(Γn−1;Q) C0
Z2

(Γn;Q),

îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå

(δf)({L}) = (−1)n
∑

v∈V (L)

f({link v}).

Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë

C1,n δ−−→ C1,n+1∥∥∥ ∥∥∥
C1
Z2

(Γn−1;Q) C1
Z2

(Γn;Q)

ïî ôîðìóëå

(δh)
(
{β}

)
= (−1)n

∑
v∈U(β)

h
(
{βv}

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî δ2 = 0 è dδ = δd. Òàêèì îáðàçîì, áèãðàäóèðîâàííàÿ

ãðóïïà C∗,∗ èìååò ñòðóêòóðó áèãðàäóèðîâàííîãî êîìïëåêñà (áèêîìïëåê-

ñà) ñ äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè äèôôåðåíöèàëàìè d è δ áèñòåïåíåé (1, 0) è
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(0, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z∗,∗d , B∗,∗d è H∗,∗d ãðóïïû êîöèêëîâ,

êîãðàíèö è êîãîìîëîãèé êîìïëåêñà C∗,∗ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà d;

÷åðåç Z∗,∗δ , B∗,∗δ è H∗,∗δ � ãðóïïû êîöèêëîâ, êîãðàíèö è êîãîìîëîãèé êîì-

ïëåêñà C∗,∗ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà δ.

Èç òåîðåìû Ïàõíåðà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ãðàô Γn−1 ñâÿçåí. Ïîýòîìó

H0,n
d = H0

Z2
(Γn−1;Q) = 0. Çíà÷èò, ãîìîìîðôèçì d : C0,n → C1,n ÿâëÿ-

åòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Ìîíîìîðôèçì d ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öåïíîå

îòîáðàæåíèå êîöåïíîãî êîìïëåêñà
(
C0,∗, δ

)
â êîöåïíîé êîìïëåêñ

(
C1,∗, δ

)
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî öåïíîå îòîáðàæåíèå öåïíî ãîìîòîïíî íóëþ. Öåïíàÿ

ãîìîòîïèÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü β � áèçâåçäíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îðèåíòèðîâàííóþ (n − 1)-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ

ñôåðó L1 â êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L2 è çàìåíÿþùåå ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ

σ ∗ ∂τ ⊂ L1 íà ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ ∂σ ∗ τ ⊂ L2. Ðàññìîòðèì (àáñòðàêò-

íûé) ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ Lβ íà ìíîæåñòâå âåðøèí V (β)t {u1, u2},

ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñèìïëåêñîâ ρ ∈ L1∪L2, âñåõ ñèìïëåêñîâ ρ∪{u1} òàêèõ,

÷òî ρ ∈ L1, âñåõ ñèìïëåêñîâ ρ∪ {u2} òàêèõ, ÷òî ρ ∈ L2, è ñèìïëåêñà σ ∪ τ .

Êîìïëåêñ Lβ ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé. Îðèåíòèðóåì åãî

òàê, ÷òîáû ëèíê âåðøèíû u2 áûë èçîìîðôåí L2 ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

Òîãäà ëèíê âåðøèíû u1 áóäåò èçîìîðôåí L1 ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

C0,n s−−→ C1,n−1∥∥∥ ∥∥∥
C0
Z2

(Γn−1;Q) C1
Z2

(Γn−2;Q)

ïî ôîðìóëå

(sf)
(
{β}

)
= (−1)n−1f

(
{Lβ}

)
.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Îòîáðàæåíèå s ÿâëÿåòñÿ öåïíîé ãîìîòîïèåé

ìåæäó öåïíûìè îòîáðàæåíèÿìè d è 0 êîöåïíîãî êîìïëåêñà C0,∗ â êî-

öåïíîé êîìïëåêñ C1,∗, ò. å. d = δs+ sδ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C0,n, L1, L2 � îðèåíòèðîâàííûå (n − 1)-

ìåðíûå êîìáèíàòîðíûå ñôåðû, β � áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿ-

ùåå L1 â L2. Â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå Lβ ëèíêè âñåõ âåðøèí v ∈ V (β)\U(β)

îáëàäàþò îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìàìè, ëèíê êàæäîé âåð-

øèíû v ∈ U(β) èçîìîðôåí êîìáèíàòîðíîé ñôåðå −Lβv ; ëèíêè âåðøèí u1

è u2 èçîìîðôíû êîìáèíàòîðíûì ñôåðàì −L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòî-

ìó

(sδf)({β}) = (−1)n(δf)({Lβ}) = −
∑
v∈U(β)

f({Lβv}) + f({L2})− f({L1}) =

= (−1)n
∑
v∈U(β)

(sf)({βv}) + f(∂{β}) = −(δsf)({β}) + (df)({β}).

Ñëåäîâàòåëüíî, df = δsf + sδf .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç An ïîäãðóïïó ãðóïïû C1,n, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ýëåìåí-

òîâ h òàêèõ, ÷òî δh ∈ B1,n+1
d .

Ïðåäëîæåíèå 2.1.3. Îòîáðàæåíèå s ìîíîìîðôíî îòîáðàæàåò ãðóï-

ïó Z0,n
δ â ãðóïïó An−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî d
∣∣
Z0,n
δ

= δs
∣∣
Z0,n
δ
. Ïî-

ñêîëüêó d � ìîíîìîðôèçì, òî è s
∣∣
Z0,n
δ

� ìîíîìîðôèçì. Åñëè f ∈ Z0,n
δ , òî

δsf = df , çíà÷èò, sf ∈ An−1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ãðàô Γ1. Îäíîìåðíàÿ êîìáèíàòîð-

íàÿ ñôåðà � ýòî ïðîñòî ðàçáèåíèå îêðóæíîñòè íà íåñêîëüêî äóã, ïðè÷¼ì
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êîëè÷åñòâî äóã íå ìåíåå 3. Ïîýòîìó âåðøèíû ãðàôà Γ1 åñòåñòâåííûì îá-

ðàçîì íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàòóðàëüíûìè

÷èñëàìè, íå ìåíüøèìè 3. Áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå îäíîìåðíûõ êîìáè-

íàòîðíûõ ñôåð� ýòî ëèáî ðàçáèåíèå îäíîãî èç ð¼áåð íà äâà, ëèáî îáðàòíàÿ

îïåðàöèÿ� îáúåäèíåíèå äâóõ ñîñåäíèõ ð¼áåð. Ïîýòîìó â ãðàôå Γ1 êàæ-

äàÿ ïàðà âåðøèí, îòâå÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì,

ñîåäèíåíà åäèíñòâåííûõ ðåáðîì è äðóãèõ ð¼áåð íåò. Äåéñòâèå ãðóïïû Z2,

èíäóöèðîâàííîå îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè, íà ãðàôå Γ1 òðèâèàëüíî. Ñëåäî-

âàòåëüíî, C0
Z2

(Γ1;Q) = C1
Z2

(Γ1;Q) = 0, ò. å. C0,2 = C1,2 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.4. Îòîáðàæåíèå s èçîìîðôíî îòîáðàæàåò ãðóï-

ïó B0,4
δ íà ãðóïïó B1,3

d .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.3 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå ãî-

ìîìîðôèçìà s íà ãðóïïó B0,4
δ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Òàê êàê C1,2 = 0,

èìååì sδf = df äëÿ ëþáîãî f ∈ C0,3. Çíà÷èò, îáðàç ãîìîìîðôèçìà s|B0,4
δ

ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé B1,3
d .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ÿäðî ãîìîìîðôèçìà δ∗ : H1,3
d → H1,4

d , èíäóöèðîâàí-

íîãî öåïíûì îòîáðàæåíèåì δ :
(
C∗,3, d

)
→
(
C∗,4, d

)
. Èç ïðåäëîæåíèé 2.1.3

è 2.1.4 ñðàçó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1.5. Ãîìîìîðôèçì s èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì ãðóïï êîãî-

ìîëîãèé
H0,4
δ

s∗−−→ H1,3
d∥∥∥ ∥∥∥

H4(T ∗(Q)) H1
Z2

(Γ2;Q).

Ïðè ýòîì îáðàç ìîíîìîðôèçìà s∗ ëåæèò â ïîäãðóïïå N .
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Èç òåîðåìû 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî H4(T ∗(Q)) ∼= Q. Â ðàçäåëå 2.5 ìû äîêà-

æåì, ÷òî ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q ðàç-

ìåðíîñòè íå áîëåå 1. Çíà÷èò, N ∼= Q è ãîìîìîðôèçì s∗ : H4(T ∗(Q))→ N

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì s îòîáðàæàåò

ãðóïïó

Z0,4
δ = ker

[
δ : C0(Γ3;Q)→ C0(Γ4;Q)

]
= ker

[
δ : T 4(Q)→ T 5(Q)

]
,

ñîñòîÿùóþ èç ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, óìíî-

æåííîãî íà ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, èçîìîðôíî íà ïîäãðóïïóA3 ⊂ C1
Z2

(Γ2;Q),

ñîñòîÿùóþ èç êîöèêëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññû êîãîìîëîãèé, ïðèíàäëå-

æàùèå ãðóïïå N . Ïîýòîìó ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíîå îïèñàíèå èíòåðåñóþùåé

íàñ ãðóïïû Z0,4
δ , íàì íóæíî ÿâíî îïèñàòü ïîäãðóïïó N ⊂ H1

Z2
(Γ2;Q).

Ïåðâûì äåëîì, ìû íàéä¼ì îáðàçóþùèå ãðóïïû H1(Γ2,Z) è íàó÷èìñÿ

ðàñêëàäûâàòü êëàññû öèêëû ãðàôà Γ2 ïî ýòèì îáðàçóþùèì. Ýòîìó áóäóò

ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå äâà ðàçäåëà.

2.2 Öèêëû â ãðàôå Γ2

Ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: ïðè èçîáðàæåíèè îðèåíòèðîâàííûõ äâó-

ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íà ðèñóíêàõ ìû èçîáðàæàåì òðå-

óãîëüíèêè òàê, ÷òîáû îáõîä âåðøèí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè çàäàâàë èõ

ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ.

Âûäåëèì â ãðàôå Γ2 öèêëû äâóõ òèïîâ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü

ýëåìåíòàðíûìè öèêëàìè.

Ïåðâûé òèï ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ñîîòâåòñòâóåò ¾êîììóòàöèè¿ äâóõ

áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàì áóäåò ïîëåçíî îïðåäåëèòü òàêèå öèêëû
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âî âñåõ ãðàôàõ Γn. Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííàÿ n-ìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ

ñôåðà, σ1 è σ2 � äâà åå ñèìïëåêñà òàêèå, ÷òî

1) â L íåò ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùåãî îäíîâðåìåííî è σ1 è σ2;

2) linkσi = ∂τi, äëÿ íåêîòîðûõ ¾ïóñòûõ¿ ñèìïëåêñîâ τi /∈ L, i = 1, 2;

3) τ1 6= τ2.

Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βL,σ1

è βL,σ2. Óñëîâèå 3) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñèìïëåêñ τ2 îñòàíåòñÿ ¾ïóñòûì¿ ïîñëå

áèçâ¼çäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ βL,σ1, à ñèìïëåêñ τ1 �ïîñëå áèçâ¼çäíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ βL,σ2. Äîêàæåì ýòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð,

÷òî τ2 ∈ βL,σ1(L). Ìû çíàåì, ÷òî τ2 /∈ L, òî åñòü ñèìïëåêñ τ2 ¾ïîÿâëÿåò-

ñÿ¿ ïðè áèçâ¼çäíîì ïðåîáðàçîâàíèè βL,σ1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî τ2 ⊃ τ1. Íî

âêëþ÷åíèå íå ìîæåò áûòü ñòðîãèì, ò. ê. âñå ñîáñòâåííûå ãðàíè ñèìïëåê-

ñà τ2 ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè êîìïëåêñà L. Çíà÷èò, τ1 = τ2, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò óñëîâèþ 3). Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíû

áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βL1,σ2 è βL2,σ1, ãäå Li = βL,σi(L), i = 1, 2. Èç

óñëîâèÿ 1) ñëåäóåò, ÷òî áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå βL,σ1 íå èçìåíÿåò çâåç-

äó ñèìïëåêñà σ2, à áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå βL,σ2 � çâåçäó ñèìïëåêñà σ1.

Çíà÷èò,

βL1,σ2(L1) = βL2,σ1(L2).

Ìû îáîçíà÷èì ýòó êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó ÷åðåç L1,2. Òàêèì îáðàçîì, â

ãðàôå Γn èìååòñÿ öèêë

L
βL,σ1−−−−−−−−→ L1

β−1L,σ2
=βL2,τ2

x yβL1,σ2
L2 ←−−−−−−−−

β−1L2,σ1
=βL1,2,τ1

L1,2

Åñëè ýòîò öèêë ñîäåðæèò íåñóùåñòâåííûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû
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èõ ïðîñòî ïðîïóñêàåì. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé öèêë ÷åðåç γ(L, σ1, σ2); öèê-

ëû γ(L, σ1, σ2) ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè öèêëàìè ïåðâîãî òèïà.

Ýëåìåíò ãðóïïû H1(Γ2;Z), ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé ð¼áåð öèêëà γ(L, σ1, σ2)

ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ(L, σ1, σ2). Âîîáùå, ìû, êàê ïðàâèëî,

áóäåì ïîíèìàòü ñëîâà ¾öèêë â ãðàôå¿ â ãîìîëîãè÷åñêîì ñìûñëå, ò. å., áó-

äåì íàçûâàòü öèêëîì â ãðàôå çàìêíóòóþ îäíîìåðíóþ êëåòî÷íóþ öåïü,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êëàññ îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé ýòîãî ãðàôà.

Ïóñòü òåïåðü n = 2. Äëÿ äâóìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð èìåþòñÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî îáðàùåíèÿ äâà âèäà áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: çâ¼çäíûå

ïîäðàçäåëåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ è ôëèïû (ñì. ðèñ. 2.1). Òàêèì îáðàçîì, èìå-

þòñÿ 3 âîçìîæíîñòè: ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîììóòàöèþ äâóõ çâ¼çä-

íûõ ïîäðàçäåëåíèé òðåóãîëüíèêîâ, çâ¼çäíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ è ôëèïà èëè

äâóõ ôëèïîâ. Êðîìå òîãî, â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ âîçìîæíî ïî 3 ïîä-

ñëó÷àÿ: çâ¼çäû ñèìïëåêñîâ σ1 è σ2 ìîãóò íå èìåòü îáùèõ âåðøèí, èìåòü

îäíó îáùóþ âåðøèíó èëè äâå îáùèå âåðøèíû. (Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-

åòñÿ, ÷òî ÷èñëî îáùèõ âåðøèí íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ.) Ðàçëè÷íûå

âèäû ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ â ãðàôå Γ2 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.3, à�è. Íà

êàæäîì èç ýòèõ ðèñóíêîâ èìååòñÿ â âèäó, ÷òî êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L ñî-

äåðæèò ïîäêîìïëåêñ, èçîáðàæ¼ííûé â ëåâîì âåðõíåì óãëó ýòîãî ðèñóíêà,

è ñ ýòèì ïîäêîìïëåêñîì ïðîèñõîäÿò óêàçàííûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ. Íà âñåõ ðèñóíêàõ, êðîìå ðèñ. 2.3, à, ã èæ, ïî äâà óãëà ïðè âåðøèíàõ

îòìå÷åíû äóãàìè, ðÿäîì ñ êîòîðûìè íàïèñàíû áóêâû p è q. Èìååòñÿ â

âèäó, ÷òî ê óêàçàííûì âåðøèíàì âíóòðè óêàçàííûõ äóã ïðèìûêàåò p è q

òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (p, q) ìû áóäåì

íàçûâàòü ïàðàìåòðàìè ýëåìåíòàðíîãî öèêëà ïåðâîãî òèïà.

109



p
p
p p
p
p




J
JJ 




J
JJ p
p
p p
p
p




J
JJ 




J
JJ

p
p
p p
p
p




J
JJ 




J
JJp

p
p p
p
p




J
JJ 




J
JJ

-

?
�

6

p
��HH

p
��HH
p

��HH
p

��HH

p
p p pp!!
!

aaa
aa

a
!!!

p

q p
p p ppp!!!aaa

aa
a
!!!

��
AA

p
p p ppp p!!
!

aaa
aa

a
!!!

��
AA

AA
��p

p p ppp!!
!

aaa
aa

a
!!!
AA
��

-

?
�

6

p pp p!!
!

aaa
aa

a
!!!

p

q

p pp p!!
!

aaa
aa

a
!!!
p��
AA

p pp p!!
!

aaa
aa

a
!!!
p��
AA
pAA
��

p pp p!!
!

aaa
aa

a
!!!
pAA
��

-

?

�

6

p
p
p p
p
p
p





J
JJ
@
@@ p
p
p p
p
p
p





J
JJ
@
@@

p
p
p p
p
p
p





J
JJ �

��p
p
p p
p
p
p





J
JJ �

��

-

?
�

6

p
��HH

p
��HH

p
p p ppp!!
!

aaa�
�

@
@�
�

@
@

p

q p
p p pppp!!!
aaa�

�

@
@�
�

@
@

��
AA

p
p p pppp!!!
aaa�

�

@
@�
�

@
@

��
AAp

p p ppp!!
!

aaa�
�

@
@�
�

@
@

-

?
�

6

p pp p
p

!!
!

aaa
@
@@
p pp p
pp!!!aaa

@
@@

��
AA

p pp p
pp!!!aaa�

����
AA

p pp p
p

!!
!

aaa�
��

-

?

�

6
p

q

p
p
p
p
p
p
p
p

@
@@
@
@@ p
p
p
p
p
p
p
p

�
�� @

@@

p
p
p
p
p
p
p
p

�
��
�
��p

p
p
p
p
p
p
p

@
@@ �

��

-

?

�

6

p pp
p
p
p p�

�

@
@�

�
��@

@
@@

�
�

@
@p

q
p pp
p
p
p p�

�

@
@�

�
��@
@
@@

�
�

@
@

p pp
p
p
p p�

�

@
@�

�
��@
@
@@

�
�

@
@p pp

p
p
p p�

�

@
@�

�
��@

@
@@

�
�

@
@

-

?

�
6

p
p
p
p
p
p

�
�
�

�
�
�

� �
� � p
p
p
p
p
p

@
@
@�

�
�

p
p
p
p
p
p

@
@
@

@
@
@p

p
p
r
p
p

�
�
�@

@
@

-

?

�

6
p

q

â

áà

ã

ä å

æ ç

è

Ðèñ. 2.3. Ýëåìåíòàðíûå öèêëû ïåðâîãî òèïà
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Ýëåìåíòàðíûìè öèêëàìè âòîðîãî òèïà â ãðàôå Γ2 ìû áóäåì íàçûâàòü

âñå öèêëû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2.4, à�â. Ïðè ýòîì òàê æå, êàê äëÿ öèêëîâ

ïåðâîãî òèïà èìååòñÿ â âèäó, ÷òî íåêîòîðàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L ñîäåð-

æèò ïîäêîìïëåêñ, èçîáðàæ¼ííûé ââåðõó ðèñóíêà äëÿ ñëó÷àÿ à è â ëåâîì

âåðõíåì óãëó ðèñóíêà â ñëó÷àÿõ á è â, è ñ ýòèì ïîäêîìïëåêñîì ïðîèñõî-

äÿò óêàçàííûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ; âñå íåñóùåñòâåííûå áèçâåçä-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîïóñêàþòñÿ. Òàê æå, êàê â ñëó÷àå öèêëîâ ïåðâîãî

òèïà, áóêâàìè p, q, r, k, l îáîçíà÷åíû ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ

ê óêàçàííûì âåðøèíàì âíóòðè óêàçàííûõ äóã. Íàáîðû íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë (p, q, r), (p, q, r, k) è (p, q, r, k, l) ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðàìè ýëå-

ìåíòàðíûõ öèêëîâ âòîðîãî òèïà, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.4, à�â ñîîòâåò-

ñòâåííî. Âåðøèíû ñôåð L, óãëû ïðè êîòîðûõ îòìå÷åíû äóãàìè ñ áóêâà-

ìè p, q, r, k è l ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x, y, z, u è v ñîîòâåòñòâåííî.

(Ýòè áóêâû íå íàïèñàíû íà ðèñóíêàõ, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èõ.) Öèê-

ëû, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 2.4, à�â, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ(L, x, y, z),

γ(L, x, y, z, u) è γ(L, x, y, z, u, v) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Ëþáîé öèêë â ãðàôå Γ2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öå-

ëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ïåðâîãî è âòî-

ðîãî òèïîâ.

Ìû ïðèâåä¼ì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå

ìû äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó èìåííî òàêèå öèêëû âûáðàíû â êà÷åñòâå ýëåìåíòàð-

íûõ. Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíóþ êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó

äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà íàì áóäåò íóæåí ýôôåê-

òèâíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëà â ãðàôå Γ2 â âèäå
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Ðèñ. 2.4. Ýëåìåíòàðíûå öèêëû âòîðîãî òèïà

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ. Òàêîé àëãîðèòì áóäåò äàí â

ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ÷èñòî êîìáèíàòîðíîå äîêàçà-

òåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.2.1.

Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.2.1. Äîêàçàòåëüñòâî áó-

äåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

1. Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â

âèäå ãðàíèöû âûïóêëîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà â R3.

2. Åñëè P0 è P1 �äâà âûïóêëûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîãðàííèêà â

R3, ãðàíèöû êîòîðûõ èçîìîðôíû, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî çàâè-

ñÿùåå îò t ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ Pt,

t ∈ [0, 1], ñ òåì æå êîìáèíàòîðíûì òèïîì.
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3. Ïóñòü L�äâóìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðû, e� å¼ ðåáðî òàêîå, ÷òî

îïðåäåëåíî áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå βL,e. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûïóê-

ëûé ìíîãîãðàííèê P â R3, îäíà ãðàíü F êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêîì, à îñòàëüíûå� òðåóãîëüíèêàìè, òàêîé, ÷òî åãî ãðàíèöà

ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôíîé L ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îäíîé èç äèàãîíàëåé ãðà-

íè F , ïðè÷¼ì ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ïðîâåä¼ííàÿ äèàãîíàëü ãðàíè F

ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó e.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåìû Øòåéíèöà

(ñì. [122], à òàêæå [132]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ2,l ïîëíûé ïîäãðàô ãðàôà Γ2, íàòÿíóòûé íà ìíîæå-

ñòâî âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ îðèåíòèðîâàííûì êîìáèíàòîðíûì ñôåðàì

ñ íå áîëåå, ÷åì l âåðøèíàìè. Êàæäûé öèêë â ãðàôå Γ2 êîíå÷íî æå ñîäåð-

æèòñÿ â íåêîòîðîì ïîäãðàôå Γ2,l.

Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî R3l, l > 12, òî÷êè êîòîðîãî áóäåì

ïðåäñòàâëÿòü êàê íàáîðû y = (y1, y2, . . . , yl), yj ∈ R3. Òî÷êè yj áóäåì íàçû-

âàòü êîîðäèíàòàìè òî÷êè y. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (y) âûïóêëóþ îáîëî÷êó

òî÷åê y1, y2, . . . . . . , yl. Óäàëèì èç íàáîðà òî÷åê y1, y2 . . . , yl âñå òî÷êè, ëå-

æàùèå âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà P (y). Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð

òî÷åê ÷åðåç V (y) (ýòîò íàáîð ìîæåò ñîäåðæàòü êðàòíûå òî÷êè). Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Θ3l ⊂ R3l ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê y òàêèõ, ÷òî

ìíîæåñòâî P (y) íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Θ3l
0 ⊂ Θ3l ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê y òàêèõ, ÷òî

íàáîð V (y) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ò. å. íå ñîäåðæèò ÷åòûðåõ òî-

÷åê, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ3l−1
1 ⊂ Θ3l\Θ3l

0 ìíî-

æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê y òàêèõ, ÷òî íàáîð V (y) ñîäåðæèò òîëü-
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êî îäíó ÷åòâåðêó òî÷åê, ëåæàùóþ â îäíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Θ3l−2
2,1 ⊂ Θ3l\

(
Θ3l

0 ∪Θ3l−1
1

)
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê y òàêèõ,

÷òî íàáîð V (y) ñîäåðæèò ðîâíî äâå ÷åòâåðêè òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ3l−2
2,2 ⊂ Θ3l\

(
Θ3l

0 ∪Θ3l−1
1

)
ìíî-

æåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê y òàêèõ, ÷òî íàáîð V (y) ñîäåðæèò òîëüêî

îäíó òðîéêó òî÷åê, ëåæàùóþ íà îäíîé ïðÿìîé, è ÷åòâåðêà òî÷åê èç V (y)

ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîäåðæèò ýòó

òðîéêó òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ3l−2
2,3 ⊂ Θ3l \

(
Θ3l ∪Θ3l−1

)
ìíîæåñòâî,

ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê y òàêèõ, ÷òî íàáîð V (y) ñîäåðæèò ðîâíî îäíó

ïÿòåðêó òî÷åê, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, è ÷åòâåðêà òî÷åê èç V (y) ëå-

æèò â îäíîé ïëîñêîñòè òîãäà, êîãäà îíà ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ïÿòåðêå òî÷åê.

Ïóñòü Θ3l−2
2 = Θ3l−2

2,1 ∪Θ3l−2
2,2 ∪Θ3l−2

2,3 . Ìíîæåñòâà Θ3l
0 , Θ3l−1

1 è Θ3l−2
2 ÿâëÿþòñÿ

âëîæåííûìè â R3l ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ðàçìåðíîñòåé 3l, 3l− 1 è 3l− 2 ñî-

îòâåòñòâåííî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ¾íà÷àëîì¿

ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà R3l ïî ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ êîíôèãóðàöèè

òî÷åê V (y) â R3. (Ïðîäîëæåíèå ýòîé ñòðàòèôèêàöèè íå áóäåò íàì íóæíî.)

Ïðè ýòîì

dim
(
R3l \

(
Θ3l

0 ∪Θ3l−1
1 ∪Θ3l−2

2

))
= 3l − 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Θ3l
0 ∪ Θ3l−1

1 ëèíåéíî ñâÿçíî è ãðóïïà

H1(Θ
3l
0 ∪Θ3l−1

1 ;Z) ïîðîæäàåòñÿ îáõîäàìè âîêðóã êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíî-

ãîîáðàçèÿ Θ3l−2
2 .

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sl äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Θ3l ïåðåñòàíîâêàìè

êîîðäèíàò yi; ïîäìíîæåñòâà Θ3l
0 , Θ3l−1

1 è Θ3l−2
2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

ýòîãî äåéñòâèÿ.

Êàæäîé òî÷êå y ∈ Θ3l
0 ñîïîñòàâèì âåðøèíó ãðàôà Γ2,l, ñîîòâåòñòâóþ-
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ùóþ êîìáèíàòîðíîìó òèïó ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà P (y). Ãëàäêàÿ êðèâàÿ

y : [0, 1] → Θ3l
0 ∪ Θ3l−1

1 , òðàíñâåðñàëüíàÿ ê ïîäìíîæåñòâó Θ3l−1
1 , çàäàåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü â

ãðàôå Γ2,l. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ äî êîððåêòíî

îïðåäåëåííîãî ãîìîìîðôèçìà

j : H1(Θ
3l
0 ∪Θ3l−1

1 ;Z)→ H1(Γ2,l;Z).

Èç óòâåðæäåíèé 1)�3) ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Ïóñòü γ � ïóòü â ãðàôå Γ2,l, íà÷àëî è êîíåö êîòî-

ðîãî ñîâïàäàþò ñ âåðøèíîé ãðàôà Γ2,l, îòâå÷àþùåé ãðàíèöå òåòðàýäðà.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ y : [0, 1] → Θ3l
0 ∪ Θ3l−1

1 , òðàíñâåðñàëü-

íàÿ ê ïîäìíîæåñòâó Θ3l−1
1 , ïðîõîä ïî êîòîðîé çàäàåò ïóòü γ â ãðàôå

Γ2,l. Êðèâóþ y ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî y(1) = νy(0) äëÿ íåêîòîðîé

ïåðåñòàíîâêè ν ∈ Sl.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.3. Ïóñòü y0, y1 ∈ Θ3l
0 � òî÷êè òàêèå, ÷òî P (y0) è

P (y1) � òåòðàýäðû è νy0 = y1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè ν ∈ Sl. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ y : [0, 1] → Θ3l
0 ∪ Θ3l−1

1 , òðàíñâåðñàëüíàÿ

ê ïîäìíîæåñòâó Θ3l−1
1 , òàêàÿ, ÷òî y(0) = y0, y(1) = y1 è ïðîõîä ïî

êðèâîé y çàäàåò â ãðàôå Γ2,l öèêë, ãîìîëîãè÷íûé íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå

êîîðäèíàòû òî÷åê y0 è y1, íå âõîäÿùèå â íàáîðû V (y0) è V (y1) ñîîòâåò-

ñòâåííî, ñîâïàäàþò ñ áàðèöåíòðîì òåòðàýäðà P (y0) = P (y1). Ïîñêîëüêó

l > 12, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ν îñòàâëÿåò íà ìåñòå õîòÿ áû

÷åòûðå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà y
1
2 ∈ Θ3l

0 òàêàÿ, ÷òî νy
1
2 = y

1
2 .
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Ðèñ. 2.5. Öèêë â ãðàôå Γ2,l, èíäóöèðîâàííûé îáõîäîì âîêðóã êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà Θ3l−2
2,2

Ïóñòü y :
[
0, 1

2

]
→ Θ3l

0 ∪Θ3l−1
1 � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òðàíñâåð-

ñàëüíàÿ ê ïîäìíîæåñòâó Θ3l−1
1 , òàêàÿ, ÷òî y(0) = y0, y

(
1
2

)
= y

1
2 . Ïîëîæèì

y(t) = νy(1 − t) äëÿ ëþáîãî t ∈
[

1
2 , 1
]
. Ñãëàäèâ êðèâóþ y â îêðåñòíîñòè

òî÷êè y
(

1
2

)
, ïîëó÷èì èñêîìóþ êðèâóþ.

Èç ïðåäëîæåíèé 2.2.2 è 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì j ÿâëÿåòñÿ ýïè-

ìîðôèçìîì. Ãðóïïà H1(Θ
3l
0 ∪ Θ3l−1

1 ;Z) ïîðîæäàåòñÿ îáõîäàìè ωX âîêðóã

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè X ìíîæåñòâà Θ3l−2
2 . Åñëè X �êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà Θ3l−2
2,1 , òî j(ωX)� ýëåìåíòàðíûé öèêë ïåðâîãî òèïà; åñëè X �

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Θ3l−2
2,3 , òî j(ωX)� ýëåìåíòàðíûé öèêë

âòîðîãî òèïà. Öèêë j(ωX) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X �êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà Θ3l−2
2,2 , èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 2.5. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî òàêîé öèêë

ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ. Åñëè âåðøèíû u è v íå

ñîåäèíåíû ðåáðîì, îí ñðàçó ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ýëåìåí-

òàðíûõ öèêëîâ èç ñåìåéñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.4, á. Ñëó÷àé, êîãäà

âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû ðåáðîì, òðåáóåò íåñêîëüêî áîëåå àêêóðàòíîãî

ðàññìîòðåíèÿ, íî âñ¼ ðàâíî ðàçáèðàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
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2.3 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëà â

ãðàôå Γ2 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàð-

íûõ öèêëîâ

Íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü

L � äâóìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà c k âåðøèíàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ñëîæíîñòü a(L) òðèàíãóëÿöèè L ðàâíà k, åñëè L ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó

âåðøèíó ñòåïåíè 3, ðàâíà k+ 1
3 , åñëè L íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3, íî

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 4, è ðàâíà k+ 2
3 , åñëè L íå ñîäåð-

æèò âåðøèí ñòåïåíè 3 è 4. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èç ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóåò,

÷òî L ñîäåðæèò õîòÿ áû 12 âåðøèí ñòåïåíè 5. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü

âåðøèíû ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå 1
3Z>0. Ïóñòü β � áèçâåçäíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äâóìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L1 â äâó-

ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L2. Ïîëîæèì, a(β) = max
(
a(L1), a(L2)

)
,

åñëè a(L1) 6= a(L2), è a(β) = a(L1) + 1
6 , åñëè a(L1) = a(L2). Òîãäà ñëîæ-

íîñòü a(β) áèçâåçäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ β ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæå-

ñòâå 1
6Z>0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γa2, a ∈ 1

6Z>0, ïîäãðàô ãðàôà Γ2, ñîñòîÿùèé

èç âñåõ âåðøèí è ðåáåð, ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò a.

Ïðåäúÿâèì òåïåðü àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëà â

ãðàôå Γ2 â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèê-

ëîâ. Íàì äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëà â ãðà-

ôå Γa2, a ∈ 1
6Z>0 â âèäå ñóììû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ

è íåêîòîðîãî öèêëà â ãðàôå Γ
a− 1

6
2 . Ìû ïðåäúÿâèì òàêîé àëãîðèòì îòäåëüíî

â êàæäîì èç ñëó÷àåâ a ∈ Z>0 + b
6 , b = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Îòìåòèì, ÷òî íàø àëãîðèòì áóäåò âåñüìà ãðîìîçäêèì äëÿ íàïèñàíèÿ,
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òàê êàê èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåëêèõ ñëó÷àåâ, òðåáóþùèõ îòäåëü-

íîãî ðàññìîòðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îí âåñüìà ýôôåêòèâåí ñ âû÷èñëèòåëüíîé

òî÷êè çðåíèÿ: àëãîðèòì äëÿ ñâåäåíèÿ öèêëà â ãðàôå Γa2 ê öèêëó â ãðà-

ôå Γ
a− 1

6
2 òðåáóåò îãðàíè÷åííîå (íåêîòîðîé íåáîëüøîé óíèâåðñàëüíîé êîí-

ñòàíòîé) ÷èñëî îïåðàöèé íà êàæäîå ðåáðî ñëîæíîñòè a â ðàññìàòðèâàåìîì

öèêëå; ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå äëèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ öèêëà â ãðàôå Γ
a− 1

6
2 ïî

ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé èñõîäíîãî öèêëà â ãðàôå Γa2 òàêæå ñîñòàâèò îãðà-

íè÷åííîå ÷èñëî ð¼áåð íà êàæäîå ðåáðî ñëîæíîñòè a â ðàññìàòðèâàåìîì

öèêëå.

Ñëó÷àé a = k + b
6 , k ∈ Z, b íå÷¼òíî. Òîãäà ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà-

ôîâ Γ
k+ b

6
2 è Γ

k+ b−1
6

2 ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó êàæäûé öèêë â ãðàôå Γ
k+ b

6
2 ÿâëÿ-

åòñÿ ñóììîé êëåòî÷íîé öåïè ãðàôà Γ
k+ b−1

6
2 è íåñêîëüêèõ ð¼áåð {β} òàêèõ,

÷òî β � ñóùåñòâåííîå áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå L1 â L2,

ãäå a(L1) = a(L2) = k + b−1
6 . Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü êàæäîå òàêîå ðåáðî {β} â âèäå ñóììû ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ è êëåòî÷íîé öåïè ãðàôà Γ
k+ b−1

6
2 . Èç òî-

ãî, ÷òî êîìáèíàòîðíûå ñôåðû L1 è L2 èìåþò îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü, ñðàçó

ñëåäóåò, ÷òî β �ôëèï, òî åñòü áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, àññîöèèðîâàí-

íîå ñ íåêîòîðûì ðåáðîì σ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L1. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî

ñëó÷àè b = 1, 3, 5.

Ñëó÷àé b = 1. Êàæäàÿ èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1 è L2 èìååò ïî k âåð-

øèí è ñîäåðæèò âåðøèíó ñòåïåíè 3. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ.

1. Èìååòñÿ âåðøèíà v ∈ V (L1) = V (L2), òàêàÿ ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû v â

êàæäîé èç òðèàíãóëÿöèé L1 è L2 ðàâíà 3. Òîãäà v /∈ U(β) è, ñëåäîâàòåëüíî,

êîððåêòíî îïðåäåëåí öèêë γ(L1, σ, v). Ïðè ýòîì öåïü {β}−γ(L1, σ, v) èìååò
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íîñèòåëü â ãðàôå Γk2.

2. Íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû v ∈ V (L1) = V (L2), òàêîé ÷òî ñòåïåíü âåð-

øèíû v â êàæäîé èç òðèàíãóëÿöèé L1 è L2 ðàâíà 3. Òîãäà ñóùåñòâóþò

äâå âåðøèíû v1, v2 ∈ U(β) òàêèå, ÷òî ñòåïåíè âåðøèíû v1 â òðèàíãóëÿ-

öèÿõ L1 è L2 ðàâíû 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, à âåðøèíû v2 � íàîáîðîò, 4

è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β óñòðîåíî òàê æå,

êàê áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 2.4, à âíèçó (èëè îá-

ðàòíîå åìó). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèáàâëÿÿ ê {β} èëè îòíèìàÿ îò {β} öèêë,

èçîáðàæåííûé íà ýòîì ðèñóíêå, ìû ïîëó÷èì öåïü ñ íîñèòåëåì â Γk2.

Ñëó÷àé b = 3. Êàæäàÿ èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1 è L2 èìååò ïî k âåð-

øèí, íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3 è ñîäåðæèò âåðøèíó ñòåïåíè 4. Ðàñ-

ñìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ.

1. Èìååòñÿ âåðøèíà v ∈ V (L1) = V (L2), òàêàÿ ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû v

â êàæäîé èç òðèàíãóëÿöèé L1 è L2 ðàâíà 4. Òîãäà v /∈ U(β). Ïóñòü u1, u2,

u3 è u4 � âåðøèíû ñîåäèí¼ííûå ð¼áðàìè ñ âåðøèíîé v (ïî ïîðÿäêó ïðè

êàêîì-íèáóäü îáõîäå âîêðóã âåðøèíû v), e1, e2, e3 è e4 �ð¼áðà, ñîåäèíÿ-

þùèå ýòè âåðøèíû ñ âåðøèíîé v. Â êàæäîé èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1

è L2 ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü íå áîëåå îäíîãî èç ð¼áåð u1u3 è u2u4. Äîêàæåì,

÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ð¼áåð îòñóòñòâóåò ñðàçó â îáåèõ êîìáèíàòîðíûõ

ñôåðàõ L1 è L2. Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåííîé àëüòåðíàòèâîé ýòîìó áûëà

áû ñèòóàöèÿ, êîãäà ðåáðî u1u3 ïðèñóòñòâóåò â îäíîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ

òðèàíãóëÿöèé (ñêàæåì, â L1), íî îòñóòñòâóåò â L2, à ðåáðî u2u4 îòñóòñòâóåò

â L1 è ïðèñóòñòâóåò â L2. Òîãäà β � áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, àññîöèèðî-

âàííîå ñ ðåáðîì u1u3 è â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L1 îáÿçàíû ïðèñóòñòâîâàòü

òðåóãîëüíèêè u1u2u3 è u1u3u4. Çíà÷èò, ñòåïåíè âåðøèí u2 è u4 â L1 ðàâíû 3,
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÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðî u2u4 ïðèñóòñòâóåò â

îáåèõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåðàõ L1 è L2. Òîãäà îïðåäåë¼í öèêë γ(L1, σ, vu1)

è öåïü {β} − γ(L1, σ, vu1) èìååò íîñèòåëü â ãðàôå Γ
k+ 1

3
2 .

2. Íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû v ∈ V (L1) = V (L2), òàêîé ÷òî ñòåïåíü âåð-

øèíû v â êàæäîé èç òðèàíãóëÿöèé L1 è L2 ðàâíà 4. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå

âåðøèíû v1, v2 ∈ U(β) òàêèå, ÷òî ñòåïåíè âåðøèíû v1 â òðèàíãóëÿöèÿõ L1

è L2 ðàâíû 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî, à âåðøèíû v2 � íàîáîðîò, 5 è 4 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β óñòðîåíî òàê, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ. 2.6 (âîçìîæíî, ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ).

Íè îäíà èç âåðøèí êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1 è L2 íå èìååò ñòåïåíè 3; êðî-

ìå òîãî, íè îäíà èç âåðøèí íå èìååò ñòåïåíè 4 â îáåèõ êîìáèíàòîðíûõ

ñôåðàõ L1 è L2 ñðàçó. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L1 èìååòñÿ

íå áîëåå 2 âåðøèí ñòåïåíè 4: êðîìå âåðøèíû v1 ñòåïåíü 4 ìîæåò èìåòü

òîëüêî âåðøèíà v3. Îòñþäà â ðåçóëüòàòå ïðîñòîãî ïîäñ÷¼òà ýéëåðîâîé õà-

ðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåì, ÷òî â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L1 èìååòñÿ íå ìåíåå 8

âåðøèí ñòåïåíè 5. Çíà÷èò, èìååòñÿ âåðøèíà w ñòåïåíè 5, îòëè÷íàÿ îò âåð-

øèí v1, v2, . . . , v7. Õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ðåáðà e, âûõîäÿùåãî èç âåðøèíû w,

îïðåäåëåíî áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, àññîöèèðîâàííîå ñ íèì. Ðàññìîò-

ðèì öèêë γ(L1, σ, e). Ýòîò öèêë ñîñòîèò èç ðåáðà {β} è åù¼ òð¼õ ð¼áåð

ñëîæíîñòè k + 1
2 . Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òð¼õ ð¼áåð

ñóùåñòâóåò âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà 4 è äî è ïîñëå áèçâ¼çäíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðè ïîìîùè óæå ðàññìîòðåííîãî ïîäñëó÷àÿ 1

ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü êàæäîå èç ýòèõ òð¼õ ð¼áåð â âèäå ñóììû ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ è êëåòî÷íîé öåïè ñ íîñèòåëåì â ãðà-

ôå Γ
k+ 1

3
2 . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òàêîå æå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåáðà {β}.
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Ðèñ. 2.6. Áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β â ïîäñëó÷àå 2 ñëó÷àÿ b = 3

Ñëó÷àé b = 5. Êàæäàÿ èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1 è L2 èìååò ïî k âåð-

øèí è íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3 è 4. Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L1 ñî-

äåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå 12 âåðøèí ñòåïåíè 5, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âåðøè-

íà v ñòåïåíè 5, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó U(β). Ïóñòü u1, u2, u3, u4

è u5 � âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå ð¼áðàìè ñ âåðøèíîé v ïî ïîðÿäêó ïðè êàêîì-

íèáóäü îáõîäå âîêðóã âåðøèíû v. Â êàæäîé èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1

è L2 ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü íå áîëåå äâóõ èç ïÿòè ð¼áåð u1u3, u2u4, u3u5,

u4u1 è u5u2. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ïÿòè ð¼áåð îòñóòñòâóåò â îáå-

èõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåðàõ L1 è L2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ðåáðî u5u2. Òîãäà îïðåäåë¼í öèêë γ(L1, σ, vu1) è íîñèòåëü

öåïè {β} − γ(L1, σ, vu1) ñîäåðæèòñÿ â ãðàôå Γ
k+ 2

3
2 .

Ñëó÷àé a = k+ b
6 , k ∈ Z, b ÷¼òíî. Ãðàô Γ

k+ b
6

2 ñîñòîèò èç ïîäãðàôà Γ
k+ b−1

6
2 ,

âåðøèí ñëîæíîñòè k + b
6 è ð¼áåð, âåäóùèõ èç âåðøèí ñëîæíîñòè k + b

6 â

âåðøèíû ìåíüøåé ñëîæíîñòè. Çíà÷èò, ëþáîé öèêë â ãðàôå Γ
k+ b

6
2 ÿâëÿ-

åòñÿ ñóììîé êëåòî÷íîé öåïè â ãðàôå Γ
k+ b−1

6
2 è íåñêîëüêèõ ðàçíîñòåé âèäà

{β1}−{β2}, ãäå β1 è β2 �íåýêâèâàëåíòíûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïå-

ðåâîäÿùèå êàêóþ-íèáóäü îðèåíòèðîâàííóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L ñëîæ-

íîñòè k + b
6 â êàêèå-íèáóäü êîìáèíàòîðíûå ñôåðû ìåíüøåé ñëîæíîñòè L1

è L2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò òàêèì îáðàçîì â òîì, ÷òîáû
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ïðåäñòàâèòü êàæäóþ òàêóþ ðàçíîñòü {β1} − {β2} â âèäå ñóììû ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ è êëåòî÷íîé öåïè ñ íîñèòåëåì â

ãðàôå Γ
k+ b−1

6
2 . Ïóñòü βi = βL,σi. Åñëè îïðåäåë¼í öèêë γ(L, σ1, σ2), òî öåïü

{β1} − {β2} − γ(L, σ1, σ2) èìååò íîñèòåëü â ãðàôå Γ
k+ b−1

6
2 è íàøà öåëü äî-

ñòèãíóòà. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî òå ñëó÷àè, êîãäà

öèêë γ(L, σ1, σ2) íå îïðåäåë¼í. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè b = 0, 2, 4.

Ñëó÷àé b = 0. Áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βi, i = 1, 2, óìåíüøàþò êîëè-

÷åñòâî âåðøèí êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L, çíà÷èò, σ1 è σ2 � âåðøèíû. Öèêë

γ(L, σ1, σ2) íå îïðåäåë¼í òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà êîìáèíàòîðíàÿ ñôå-

ðà L èçîìîðôíà íàäñòðîéêå íàä ãðàíèöåé òðåóãîëüíèêà è σ1 è σ2 � âåð-

øèíû íàäñòðîéêè. Íî â ýòîì ñëó÷àå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ β1 è β2

ýêâèâàëåíòíû.

Ñëó÷àé b = 2. Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíè 3,

íî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 4; σ1 è σ2 �ð¼áðà òðèàíãóëÿ-

öèè L, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñòåïåíè 4. Èìååòñÿ 3 ïîäñëó÷àÿ, â êîòîðûõ

öèêë γ(L, σ1, σ2) íå îïðåäåë¼í.

1. Ð¼áðà σ1 è σ2 ñîäåðæàòñÿ â êàêîì-íèáóäü îäíîì òðåóãîëüíèêå ∆ êîì-

áèíàòîðíîé ñôåðû L è îáùàÿ âåðøèíà ð¼áåð σ1 è σ2 èìååò ñòåïåíü áîëü-

øå 4. Ïóñòü v1 è v2 �êîíöû ð¼áåð σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî, îòëè÷íûå îò èõ

îáùåé âåðøèíû. Òîãäà âåðøèíû v1 è v2 èìåþò ñòåïåíè 4 è ñîåäèíåíû ðåá-

ðîì. Ïóñòü e�ðåáðî, âûõîäÿùåå èç âåðøèíû v1 íàïðîòèâ ðåáðà σ1. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíû ýëåìåíòàðíûå öèêëû γ(L, σ1, e) è γ(L, σ2, e) è

öåïü

{β1} − {β2} − γ(L, σ1, e) + γ(L, σ2, e)

èìååò íîñèòåëü â ãðàôå Γ
k+ 1

6
2 .
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Ðèñ. 2.7. Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L â ïîäñëó÷àå 3 ñëó÷àÿ b = 2

2. Ð¼áðà σ1 è σ2 ñîäåðæàòñÿ â êàêîì-íèáóäü îäíîì òðåóãîëüíèêå ∆ êîì-

áèíàòîðíîé ñôåðû L è îáùàÿ âåðøèíà ð¼áåð σ1 è σ2 èìååò ñòåïåíü 4. Â

ýòîì ñëó÷àå êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L ñîäåðæèò ôðàãìåíò, èçîáðàæ¼ííûé

íà ðèñ. 2.4, á ñïðàâà, òàêîé, ÷òî öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà ôðàãìåíòà ñîâïà-

äàåò ñ îáùåé âåðøèíîé ð¼áåð σ1 è σ2, ïðè÷¼ì îäíî èç ýòèõ ð¼áåð âåä¼ò èç

ýòîé âåðøèíû âëåâî-ââåðõ, à äðóãîå � âïðàâî-ââåðõ. Òîãäà ïðèáàâëÿÿ èëè

îòíèìàÿ îò ðàçíîñòè {β1} − {β2} ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé öèêë

âòîðîãî òèïà, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.4, á, ìû ïîëó÷èì öåïü ñ íîñèòåëåì

â ãðàôå Γ
k+ 1

6
2 .

3. Ð¼áðà σ1 è σ2 íå ñîäåðæàòñÿ âìåñòå íè â êàêîì òðåóãîëüíèêå òðèàíãó-

ëÿöèè L, íî äâå âåðøèíû, ïðîòèâîëåæàùèå ðåáðó σ1 â ñîäåðæàùèõ åãî òðå-

óãîëüíèêàõ, ñîâïàäàþò ñ äâóìÿ âåðøèíàìè, ïðîòèâîëåæàùèìè ðåáðó σ2 â

ñîäåðæàùèõ åãî òðåóãîëüíèêàõ. Òîãäà êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L ñîäåðæèò

ïîäêîìïëåêñ, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.7, à, åñëè ð¼áðà σ1 è σ2 íå èìåþò

îáùèõ âåðøèí, è ïîäêîìïëåêñ, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.7, á, åñëè ð¼áðà σ1

è σ2 èìåþò îáùóþ âåðøèíó; íà ðèñ. 2.7, à ÷åðåç v1 îáîçíà÷åíà òà èç âåð-

øèí ðåáðà σ1, êîòîðàÿ èìååò ñòåïåíü 4; âîçìîæíî, âåðøèíà w3 ñîâïàäàåò

ñ âåðøèíîé v2.
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Íà ðèñ. 2.7, à âåðøèíû u1 è w3 íå ñîåäèíåíû ðåáðîì, çíà÷èò, îïðåäå-

ëåíî áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β3 = βL,v1w1
. Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â

âèäå ñóììû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ è öåïåé ñ íîñè-

òåëÿìè â ãðàôå Γ
k+ 1

6
2 ðàçíîñòü {β1} − {β3} ñîãëàñíî óæå ðàññìîòðåííîìó

ïîäñëó÷àþ 2 è ðàçíîñòü {β2}−{β3}, òàê êàê îïðåäåë¼í ýëåìåíòàðíûé öèêë

γ(L, σ2, v1w1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.7, á. Åñëè âåðøè-

íû u1 è u2 íå ñîåäèíåíû ðåáðîì â L ìû ñîãëàñíî óæå ðàññìîòðåííîìó

ïîäñëó÷àþ 2 ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëå-

ìåíòàðíûõ öèêëîâ è öåïè ñ íîñèòåëåì â ãðàôå Γ
k+ 1

6
2 êàæäóþ èç ðàçíîñòåé

{β1} − {βL,vw1
} è {β2} − {βL,vw1

}, à çíà÷èò, è ðàçíîñòü {β1} − {β2}.

Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíû u1 è u2 ñîåäèíåíû

ðåáðîì. Ýòîò ñëó÷àé èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 2.8 ââåðõó ïîñåðåäèíå; íà ýòîì

ðèñóíêå âåðøèíà w2 ìîæåò ñîâïàäàòü ñ âåðøèíîé w3, à âåðøèíà w1 � ñ

âåðøèíîé w4. Ðàññìîòðèì áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçîáðàæ¼ííûå íà

ðèñ. 2.8. Äâà öèêëà, èçîáðàæ¼ííûå ñëåâà è ñïðàâà íà ýòîì ðèñóíêå ýëåìåí-

òàðíûå, à êðàéíèå ëåâîå è ïðàâîå âåðòèêàëüíûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ èìåþò ñëîæíîñòü k + 1
6 . Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñóììû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ è öåïè ñ íîñèòåëåì â

ãðàôå Γ
k+ 1

6
2 ðàçíîñòü {β̂1} − {β̂2}. Ýòî ìû óæå óìååì äåëàòü, òàê êàê âåð-

øèíû u1 è u2 íå ñîåäèíåíû ðåáðîì â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå, èçîáðàæ¼ííîé

íà ðèñ. 2.8 ñíèçó ïîñåðåäèíå.

Ñëó÷àé b = 4. Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L íå ñîäåðæèò âåðøèí ñòåïåíåé 3

è 4; σ1 è σ2 �ð¼áðà òðèàíãóëÿöèè L, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ñòåïåíè 5. Êîì-

áèíàòîðíàÿ ñôåðà L ñîäåðæèò íå ìåíåå 12 âåðøèí ñòåïåíè 5, êàæäîå èç
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Ðèñ. 2.8. Áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ β1, β2, β̂1 è β̂2

ìíîæåñòâ U(β1) è U(β2) ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ âåðøèí. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò

âåðøèíà v ñòåïåíè 5, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîìó èç ìíîæåñòâ U(β1)

è U(β2). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ïÿòè ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû v,

íàéäóòñÿ õîòÿ áû òðè, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè. Ïóñòü ýòî ð¼áðà e1, e2 è e3. Èç òîãî, ÷òî

v /∈ U(β1) ñëåäóåò, ÷òî íè äëÿ êàêîãî i íå ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêà êîìáè-

íàòîðíîé ñôåðû L, ñîäåðæàùåãî ð¼áðà σ1 è ei. Ïîýòîìó öèêë γ(L, σ1, ei)

ìîæåò áûòü íå îïðåäåë¼í òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâå âåðøèíû, ïðî-

òèâîëåæàùèå ðåáðó ei â äâóõ ñîäåðæàùèõ åãî òðåóãîëüíèêàõ, ñîâïàäàþò ñ

äâóìÿ âåðøèíàìè, ïðîòèâîëåæàùèìè ðåáðó σ1 â äâóõ ñîäåðæàùèõ åãî òðå-

óãîëüíèêàõ. Îäíàêî ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ êàêîãî-

íèáóäü îäíîãî èç ð¼áåð ei. Çíà÷èò, õîòÿ áû äâà èç òð¼õ öèêëîâ γ(L, σ1, ei),
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i = 1, 2, 3 îïðåäåëåíû. Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëåíû õîòÿ áû äâà èç òð¼õ öèê-

ëîâ γ(L, σ2, ei), i = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå i, äëÿ êîòîðîãî

îïðåäåëåíû îáà öèêëà γ(L, σ1, ei) è γ(L, σ2, ei). Òîãäà íîñèòåëü öåïè

{β1} − {β2} − γ(L, σ1, ei) + γ(L, σ2, ei)

ñîäåðæèòñÿ â ãðàôå Γ
k+ 1

2
2 .

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì àëãîðèòìå íàì íè ðàçó íå ïîíà-

äîáèëèñü ýëåìåíòàðíûå öèêëû èç ñåìåéñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.4. Â

ïðèíöèïå, íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûå öèêëû âòîðîãî òèïà âî-

îáùå íå íóæíû, òàê êàê îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ïåðâîãî òèïà. Òåì íå ìåíåå, íàì óäîáíî èñïîëüçîâàòü

ýëåìåíòàðíûå öèêëû îáîèõ òèïîâ èç-çà òîãî, ÷òî àëãîðèòì äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ðàçëîæåíèÿ çàäàííîãî öèêëà òîëüêî ïî ýëåìåíòàðíûì öèêëàì ïåðâîãî

òèïà áîëåå ñëîæåí.

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Ïðèêëåèâ ê ãðàôó Γ2 äâóìåðíûå êëåòêè âäîëü âñåõ

ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ, ìû ïîëó÷èì äâóìåðíûé êîìïëåêñ X. Ïðåäëîæå-

íèå 2.2.1 óòâåðæäàåò, ÷òî H1(X;Z) = 0. Íà ñàìîì äåëå íåñëîæíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò îäíîñâÿçíîñòü êîìïëåê-

ñà X.

2.4 Ôîðìóëà

Îïèøåì âíà÷àëå ãðóïïó

N = ker
[
δ∗ : H1

Z2
(Γ2;Q)→ H1

Z2
(Γ3;Q)

]
.
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Èç òîãî, ÷òî ãðóïïà H1(Γ2,Z) ïîðîæäåíà ýëåìåíòàðíûìè öèêëà-

ìè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êëàññ êîãîìîëîãèé

c ∈ H1
Z2

(Γ2,Q) îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ýëå-

ìåíòàðíûõ öèêëàõ. Îäíàêî ýëåìåíòàðíûå öèêëû êîíå÷íî æå íå ÿâëÿþòñÿ

íåçàâèñèìûìè ïîðîæäàþùèìè ãðóïïû H1(Γ2,Z), ïîýòîìó çíà÷åíèÿ êëàñ-

ñà êîãîìîëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ íå ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèç-

âîëüíî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ c0, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó ýëåìåíòàðíî-

ìó öèêëó ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî òàê, êàê óêàçàíî â òàáëèöå 2.1. Â ïðàâîì

ñòîëáöå ýòîé òàáëèöû âûïèñàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè c0 íà ýëåìåíòàðíûõ

öèêëàõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêàõ, íîìåðà êîòîðûõ âûïèñàíû â ëåâîì

ñòîëáöå. Ýòè çíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâ òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþ-

ùèõ ê èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêàõ âåðøèíàì âíóòðè óãëîâ, ïîìå÷åííûõ

äóãàìè íà ðèñóíêàõ. Ýòè êîëè÷åñòâà îáîçíà÷åíû áóêâàìè p, q, r, k, l, êîòî-

ðûå íàïèñàíû íà ðèñóíêàõ ðÿäîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äóãàìè. Ìû áóäåì

íàçûâàåòü ýòè êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàåìûõ

ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ. ×åðåç ρ è ω îáîçíà÷åíû ôóíêöèè

ρ(p, q) =
q − p

(p+ q + 2)(p+ q + 3)(p+ q + 4)
;

ω(p) =
1

(p+ 2)(p+ 3)

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ôóíêöèÿ c0 çàäà¼ò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé êëàññ

êîãîìîëîãèé c0 ∈ H1
Z2

(Γ2;Q). Ýòîò êëàññ êîãîìîëîãèé ïðèíàäëåæèò ïîä-

ãðóïïå N ⊂ H1
Z2

(Γ2;Q); ïîäãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q, ïîðîæä¼ííûì êëàññîì c0.

Çàìå÷àíèå 2.4.2. Èíòåðåñíî, ÷òî ôóíêöèÿ, î÷åíü ïîõîæàÿ íà ôóíêöèþ ρ,

âñòðå÷àëàñü ó Ì.Ý.Êàçàðÿíà [94] â âûðàæåíèè äëÿ êëàññà Ýéëåðà S1-
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Òàáëèöà 2.1. Çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé c0 íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ

2.3, à, ã, æ 0

2.3, á, ä, ç ρ(p, q)

2.3, â, è ρ(0, q)− ρ(0, p)

2.3, å ρ(0, q) + ρ(0, p)

2.4, à ω(p)− ω(q) + ω(r)− 1
12

2.4, á ω(p)− ω(q)− ω(r) + ω(k)

2.4, â ω(p) + ω(q) + ω(r) + ω(k) + ω(l)− 1
12

ðàññëîåíèÿ â òåðìèíàõ îñîáåííîñòåé îãðàíè÷åíèÿ ìîðñîâñêîé ôóíêöèè íà

òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå íà ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ÿâíî âñå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïåð-

âîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà.

Òåîðåìà 2.4.3. Èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó àôôèííûì

ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà

Ïîíòðÿãèíà è àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì âñåõ êîöèêëîâ h ∈ C1
Z2

(Γ2;Q),

ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññ êîãîìîëîãèé c0. Ýòîò èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâà-

åòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè îòîáðàæåíèÿìè s è d−1δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî îòìå÷åíî â êîíöå ðàçäåëà 2.1, èç òîãî, ÷òî

dimN = 1 ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì s îòîáðàæàåò ãðóïïó

Z0,4
δ = ker

[
δ : T 4(Q)→ T 5(Q)

]
= ker

[
δ : C0(Γ3;Q)→ C0(Γ4;Q)

]
èçîìîðôíî íà ïîäãðóïïó A3 ⊂ C1

Z2
(Γ2;Q) è èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

s∗ : H4(T∗(Q))→ N . Èç òåîðåìû 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïàH4(T∗(Q)) ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q, ïîðîæä¼ííûì

êëàññîì êîãîìîëîãèé ϕ òàêèì, ÷òî êîöèêëû f ∈ T 4(Q), ïðåäñòàâëÿþùèå
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êëàññ êîãîìîëîãèé ϕ, ñóòü â òî÷íîñòè âñå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïåð-

âîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà s∗(ϕ) = λc0 äëÿ íåêîòîðîé

íåíóëåâîé ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòû λ. Çíà÷èò, ãîìîìîðôèçì s îòîáðàæà-

åò àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî

êëàññà Ïîíòðÿãèíà èçîìîðôíî íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî êîöèêëîâ, ïðåä-

ñòàâëÿþùèõ êëàññ êîãîìîëîãèé λc0. Èç ðàâåíñòâà d = δs+ sδ ñëåäóåò, ÷òî

îãðàíè÷åíèå ãîìîìîðôèçìà δs íà ãðóïïó Z0,4
δ ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì

ãîìîìîðôèçìà d íà ýòó ãðóïïó. Çíà÷èò, îáðàòíûé ê s èçîìîðôèçì óêàçàí-

íûõ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ åñòü d−1δ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî êî-

öèêëà h ∈ C1
Z2

(Γ2;Q), ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé λc0, ýëåìåíò δh

ïîïàäàåò â îáðàç ìîíîìîðôèçìà d è ôóíêöèÿ f = d−1δh ∈ T 4(Q) ÿâëÿ-

åòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà.

×òîáû âû÷èñëèòü êîíñòàíòó λ, íàäî âû÷èñëèòü ñóììó
∑

v∈V (K) f
(
〈link v〉

)
äëÿ íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ÷åòûðåõìåðíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ K ñ íåíóëåâûì ïåðâûì ÷èñëîì Ïîíòðÿãèíà è ñðàâíèòü ýòó

ñóììó ñ ïåðâûì ÷èñëîì Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K. Ïðÿìîå âû÷èñ-

ëåíèå äëÿ 9-âåðøèííîé òðèàíãóëÿöèè CP2, ïîñòðîåííîé Â.Êþíåëåì è

Ò.Áàíõîôîì [96], äà¼ò λ = 1. Ýòî âû÷èñëåíèå áóäåò ïðîèçâåäåíî â ïðèëî-

æåíèè B.

Îïèøåì, êàê ïðîèçâîäèòü êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ äîêàçàí-

íîé òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî âûáðàòü ëîêàëüíóþ ôîðìóëó f ,

âû÷èñëÿþùóþ ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà, ÷òî ðàâíîñèëüíî âûáîðó êîöèê-

ëà h = s(f), ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé c0. Ïóñòü òåïåðü íàì

íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f(〈L〉), ãäå L� îðèåíòèðîâàííàÿ òð¼õìåðíàÿ

êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèçâåçäíûõ ïðåîáðà-
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çîâàíèé

L = L1
β1 L2

β2 . . .
βk−1 Lk

βk Lk+1
∼= ∂∆4,

ïåðåâîäÿùóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L â ãðàíèöó 4-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.

Ñëåäñòâèå 2.4.4. f(〈L〉) =
∑k

j=1

∑
v∈U(βj)

h({(βj)v}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì,

f(〈Lj+1〉)− f(〈Lj〉) = (df)({βj}) = (δh)({βj}) = −
∑

v∈U(βj)

h({(βj)v}).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî f(〈∂∆4〉) = 0, òàê êàê ãðàíèöà ñèìïëåêñà îáëàäàåò

àâòîìîðôèçìîì, îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ.

Êîöèêë h, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé c0 ìîæíî âûáðàòü êà-

íîíè÷åñêè, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óêàæåì ÿâíî äëÿ êàæäîé âåð-

øèíû {L} ãðàôà Γ2 öåïü ξ{L} ∈ C1(Γ2;Z), òàêóþ ÷òî ∂ξ{L} = {L}−{∂∆3}.

Ïîëîæèì ξ{∂∆3} = 0. Öåïü ξ{L} áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ÷åðåç òàêèå æå öåïè äëÿ

âåðøèí ìåíüøåé ñëîæíîñòè ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé ôîð-

ìóëû. Ïóñòü β1, β2, . . . , βr � âñå áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîíèæàþùèå

ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L (î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå áèçâåçäíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ âñåãäà åñòü); L1, L2, . . . , Lr � îðèåíòèðîâàííûå êîìáèíàòîð-

íûå äâóìåðíûå ñôåðû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîëîæèì

ξ{L} =
1

r

r∑
j=1

(
ξ{Lj} − {βj}

)
.

Êîöèêë h îïðåäåëÿåòñÿ òåïåðü ïî ôîðìóëå

h({β}) = c0

(
{β}+ ξ{L} − ξ{β(L)}

)
,

ãäå β � áèçâåçäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåíÿåìîå ê îðèåíòèðîâàííîé êîì-

áèíàòîðíîé ñôåðå L.
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Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ f
(
〈L〉
)
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

L = L1
β1 L2

β2 . . .
βk−1 Lk

βk Lk+1
∼= ∂∆4, (2.1)

ïåðåâîäÿùóþ òðåõìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L â ãðàíèöó 4-ìåðíîãî

ñèìïëåêñà.

2. Ïîëîæèì

η =
k∑
j=1

∑
v∈U(βj)

{(βj)v} ∈ C1(Γ2;Z).

3. Âû÷èñëèì ðåêóððåíòíî öåïè ξ{link v} äëÿ âñåõ v ∈ V (L). Òîãäà

ζ = η −
∑

v∈V (L) ξ{link v} � öèêë.

4. Ïðåäñòàâèì öèêë ζ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
∑l

i=1 niγi, ãäå ni ∈ Z,

γi � ýëåìåíòàðíûå öèêëû, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ðàçäå-

ëå 2.3.

5. Òîãäà

f
(
〈L〉
)

=
l∑

i=1

nic0(γi),

ãäå çíà÷åíèÿ c0(γi) áåðóòñÿ èç òàáëèöû 2.1.

Òåïåðü öèêë f](K), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé

ïåðâîìó ðàöèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà îðèåíòèðîâàííîãî êîìáèíà-

òîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óíèâåðñàëüíîé ëîêàëü-

íîé ôîðìóëû (1.3).

Â óêàçàííîì àëãîðèòìå íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿþò øàãè 1

è 3. Èç òåîðåìû Ïàõíåðà ñëåäóåò, ÷òî öåïî÷êà (2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþ-

áîé òðåõìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L. Îíà âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåíà,

åñëè ñîâåðøàòü ñ òðèàíãóëÿöèåé L âñåâîçìîæíûå áèçâåçäíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ. Îäíàêî òàêîé àëãîðèòì êîíå÷íî æå î÷åíü ñëîæåí. Îñíîâûâàÿñü
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íà íåêîòîðûõ ýìïèðè÷åñêèõ ïðàâèëàõ ïîèñêà óïðîùàþùèõ áèçâåçäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, À.Áüîðíåð è Ô.Ëóòö ñîçäàëè êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó

BISTELLAR (ñì. [55]), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â ÷àñòíîñòè äîñòàòî÷íî ýôôåê-

òèâíî íàõîäèòü öåïî÷êè âèäà (2.1) äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñî ñðàâíè-

òåëüíî íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí. Òåì íå ìåíåå íå èçâåñòíî íèêàêèõ

òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê íà ÷èñëî áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â öåïî÷êå (2.1)

äëÿ äàííîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L.

Ñëîæíîñòü øàãà 3 ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïèñàííûé ðåêóððåíòíûé ïðîöåññ

ìîæåò ñèëüíî âåòâèòüñÿ. Åñëè ñëîæíîñòü øàãà 1 íîñèò ïî-âèäèìîìó ïðèí-

öèïèàëüíûé õàðàêòåð, òî ñëîæíîñòü øàãà 3 ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìû õîòèì

ïîëó÷èòü îòâåò â âèäå óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû (1.3). Â ýòîì

ìåñòå àëãîðèòì ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåí, åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðå-

áîâàíèÿ ëîêàëüíîñòè. Îïèøåì òàêóþ óïðîùåííóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ

ñèìïëèöèàëüíîãî öèêëà Z, ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåí-

íûé ïî Ïóàíêàðå ïåðâîìó ðàöèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà m-ìåðíîãî

êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K.

1. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K êîðàçìåðíîñòè 3 èëè 4 íàéäåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

linkσ = L
(σ)
1

β
(σ)
1 L

(σ)
2

β
(σ)
2 . . .

β
(σ)
k(σ)

 L
(σ)
k(σ)+1

∼= ∂∆codimσ. (2.2)

2. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K êîðàçìåðíîñòè 4 âûáåðåì êàêóþ-

íèáóäü êîîðèåíòàöèþ; ñíàáäèì âñå ñèìïëåêñû τ ∈ K êîðàçìåðíîñòè 3,

ñîäåðæàùèå σ, òàêèìè êîîðèåíòàöèÿìè, ÷òîáû êîýôôèöèåíò èíöèäåíòíî-
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ñòè ñèìïëåêñîâ σ è τ áûë ðàâåí +1 è ïîëîæèì

ζσ =

k(σ)∑
j=1

∑
v∈U(β

(σ)
j )

{(
β

(σ)
j

)
v

}
−

∑
τ∈K, τ⊃σ,
codim τ=3

k(τ)∑
j=1

{
β

(τ)
j

}
.

Òîãäà ζσ � öèêë â ãðàôå Γ2.

3. Ïðåäñòàâèâ öèêë ζσ â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ, âû÷èñëèì

çíà÷åíèå rσ = c0(ζσ). Òîãäà èñêîìûé öèêë çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

Z =
∑

σ∈K, codimσ=4

rσσ.

Òåîðåìà 2.4.5. Öåïü Z, îïðåäåë¼ííàÿ ïðè ïîìîùè óêàçàííîé ïðîöåäó-

ðû, ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå

ïåðâîìó ðàöèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � îïèñàííàÿ âûøå êàíîíè÷åñêàÿ óíèâåðñàëü-

íàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî öåïü Z − f](K) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé öåïè

∑
τ∈K, codim τ=3

c0

ξ{link τ} −
k(τ)∑
j=1

{
β

(τ)
j

} τ.

Òàê êàê êëàññ ãîìîëîãèé öèêëà f](K) äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå ïåðâîìó ðà-

öèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K, îòñþäà âûòåêàåò óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû.

2.5 Ñòðîåíèå ãðóïïû N

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 2.5.1. Ïóñòü c�ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîãîìîëîãèé, ïðè-

íàäëåæàùèé ïîäãðóïïå N ⊂ H1
Z2

(Γ2;Q). Òîãäà çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìî-

ëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ â ãðàôå Γ2 ïîëó÷àþòñÿ èç çíà÷åíèé,

ïðèâåä¼ííûõ â òàáëèöå 2.1, óìíîæåíèåì íà íåêîòîðóþ (îäíó è òó æå)

ðàöèîíàëüíóþ êîíñòàíòó λ.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû äîêàæåì ýòî ïðåäëîæåíèå, ìû ïîëó÷èì äâå âîç-

ìîæíîñòè: ëèáî ãðóïïà N òðèâèàëüíà, ëèáî êëàññ êîãîìîëîãèé c, çíà÷å-

íèÿ êîòîðîãî íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ ïðèâåä¼íû â òàáëèöå 2.1, êîððåêòíî

îïðåäåë¼í è N � îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q, ïîðîæ-

ä¼ííîå ýòèì êëàññîì êîãîìîëîãèé. Ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ äâóõ âîçìîæíî-

ñòåé èñêëþ÷àåòñÿ, òàê êàê â ðàçäåëå 2.1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ãðóïïó N

ìîíîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ ãðóïïà H4(T ∗(Q)) ∼= Q. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæå-

íèÿ 2.5.1 ñðàçó ñëåäóåò ïðåäëîæåíèå 2.4.1.

Íàì áóäåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü L� îðèåí-

òèðîâàííàÿ (n − 1)-ìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà. Ðàññìîòðèì íåïðèâå-

ä¼ííóþ íàäñòðîéêó ΣL è îáîçíà÷èì ÷åðåç u òó èç å¼ äâóõ âåðøèí, ëèíê

êîòîðîé èçîìîðôåí êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.

Äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ∈ L ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ̃ ñèìïëåêñ íà

åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, íàòÿíóòûé íà ñèìïëåêñ σ è âåðøèíó u.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.2. Åñëè ýëåìåíòàðíûé öèêë ïåðâîãî òèïà γ(L, σ1, σ2)

îïðåäåë¼í, òî ýëåìåíòàðíûé öèêë γ(ΣL, σ̃1, σ̃2) òîæå îïðåäåë¼í.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü öèêë γ(ΣL, σ̃1, σ̃2) ÷åðåç γ̃(L, σ1, σ2) èëè ïðîñòî

÷åðåç γ̃. Âû÷èñëèì òåïåðü îáðàç öèêëà γ̃ ïðè ãîìîìîðôèçìå

∂ : H1(Γn,Z)→ H1(Γn−1,Z).
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Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî âûÿñíèòü, êàê èçìåíÿþòñÿ ëèíêè âåðøèí êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðû ΣL ïðè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ñîñòàâëÿþùèõ öèêë γ̃.

Âåðøèíû êîìáèíàòîðíîé ñôåðû ΣL ïî îòíîøåíèþ ê öèêëó γ̃ áûâàþò 4 âè-

äîâ:

1. Âåðøèíû, ëèíêè êîòîðûõ íå ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèÿ â õîäå áèçâ¼çä-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ öèêë γ̃; ê íèì îòíîñÿòñÿ âåðøè-

íû êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L, íå ëåæàùèå íè â îäíîé èç çâ¼çä starL(σ1)

è starL(σ2) è âåðøèíà íàäñòðîéêè ΣL, ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíå u.

Ýòè âåðøèíû äàþò íóëåâîé âêëàä â öèêë ∂γ̃.

2. Âåðøèíû èñ÷åçàþùèå è âíîâü ïîÿâëÿþùèåñÿ (èëè íàîáîðîò, ñíà÷à-

ëà ïîÿâëÿþùèåñÿ, à ïîòîì èñ÷åçàþùèå) â õîäå áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ öèêë γ̃. Ýòè âåðøèíû íå ëåæàò íè â îäíîì

èç ìíîæåñòâ U(β) äëÿ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé β, ñîñòàâëÿþùèõ

öèêë γ̃, ïîýòîìó îíè òàêæå äàþò íóëåâîé âêëàä â öèêë ∂γ̃.

3. Âåðøèíû, ëåæàùèå ðîâíî â îäíîé èç çâ¼çä starL(σ1) è starL(σ2) è

íå èñ÷åçàþùèå â õîäå áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ

öèêë γ̃. Ëèíêè òàêèõ âåðøèí ïðåòåðïåâàþò â õîäå áèçâ¼çäíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ öèêë γ̃, äâà âçàèìíî îáðàòíûõ áèçâ¼çäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîýòîìó òàêèå âåðøèíû òàêæå äàþò íóëåâîé âêëàä

â öèêë ∂γ̃.

4. Âåðøèíû, ëåæàùèå â ïåðåñå÷åíèè çâ¼çä starΣL(σ̃1) è starΣL(σ̃2);

ñþäà îòíîñèòñÿ âåðøèíà u è âåðøèíû, ëåæàùèå â ïåðåñå÷åíèè

çâ¼çä starL(σ1) è starL(σ2). Äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû v öèêë γ̃ èí-
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äóöèðóåò â å¼ ëèíêå ýëåìåíòàðíûé öèêë ïåðâîãî òèïà

γ(linkΣL(v), (σ̃1)v, (σ̃2)v),

ãäå ÷åðåç σv ìû îáîçíà÷àåì ñèìïëåêñ σ, åñëè v /∈ σ, è ãèïåðãðàíü

ñèìïëåêñà σ, ïðîòèâîëåæàùóþ âåðøèíå v, åñëè v ∈ σ. Èìååì,

γ(linkΣL(u), (σ̃1)u, (σ̃2)u) = γ(L, σ1, σ2),

γ(linkΣL(v), (σ̃1)v, (σ̃2)v) = −γ̃(linkL(v), (σ1)v, (σ2)v),

åñëè âåðøèíà v ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè çâ¼çä starL(σ1) è starL(σ2). (Çíàê

ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ëèíê âåðøèíû v â êîìáèíàòîð-

íîé ñôåðå L = linkΣL(u) è ëèíê âåðøèíû u â êîìáèíàòîðíîé ñôå-

ðå linkΣL(v) èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè.)

Òàêèì îáðàçîì,

∂γ̃(L, σ1, σ2) = γ(L, σ1, σ2)−
∑
v

γ̃(linkL(v), (σ1)v, (σ2)v),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì âåðøèíàì v, ëåæàùèì â ïåðåñå÷åíèè

çâ¼çä starL(σ1) è starL(σ2). Òàê êàê êëàññ êîãîìîëîãèé c ïðèíàäëåæèò

ãðóïïå N �ÿäðó ãîìîìîðôèçìà δ∗, åãî çíà÷åíèå íà ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åí-

íîãî ðàâåíñòâà ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò,

c
(
γ(L, σ1, σ2)

)
=
∑
v

c
(
γ̃(linkL(v), (σ1)v, (σ2)v)

)
, (2.3)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì âåðøèíàì v, ëåæàùèì â ïåðåñå÷å-

íèè çâ¼çä starL(σ1) è starL(σ2). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

çíà÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé c íà âñåõ öèêëàõ γ(L, σ1, σ2), äëÿ êîòîðûõ

starL(σ1) ∩ starL(σ2) = ∅, òî åñòü äëÿ âñåõ öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà

ðèñ. 2.3, à, ã, æ, ðàâíî íóëþ.
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Äëÿ ëþáûõ öåëûõ p, q > 0, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ñòðîãî áîëü-

øå íóëÿ, âîçüì¼ì íàäñòðîéêó íàä (p + q + 2)-âåðøèííîé òðèàíãóëÿöè-

åé îêðóæíîñòè, âûáåðåì â íåé äâà òðåóãîëüíèêà, ïðèìûêàþùèå ê îäíîé

âåðøèíå íàäñòðîéêè òàê, ÷òî ìåæäó íèìè ê ýòîé âåðøèíå ïðèìûêàþò ñ

îäíîé ñòîðîíû p, à ñ äðóãîé q òðåóãîëüíèêîâ, è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâó-

þùèé ýëåìåíòàðíûé öèêë γp,q â ãðàôå Γ2 (ñì. ðèñ. 2.9). Î÷åâèäíî, ÷òî

γq,p = −γp,q. Åñëè îáà ÷èñëà p è q ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, öèêë γp,q ïðèíàä-

ëåæèò ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, á ñ ïàðîé ïàðàìåòðîâ (p, q).

Öèêë γ0,q ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, â

ñ ïàðîé ïàðàìåòðîâ (2, q). Åñëè p, q > 0, ïîëîæèì ρ(p, q) = c(γp,q). Òî-

ãäà ρ(q, p) = −ρ(p, q). Íàì áóäåò óäîáíî ðàñïðîñòðàíèòü ôóíêöèþ ρ íà

ìíîæåñòâî âñåõ ïàð íåîòðèöàòåëüíûõ, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ öå-

ëûõ ÷èñåë òàê, ÷òî c(γ0,q) = ρ(0, q)−ρ(0, 2) è ρ(q, 0) = −ρ(0, q) äëÿ âñåõ íà-

òóðàëüíûõ q. Ýòèìè ðàâåíñòâàìè ôóíêöèÿ ρ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷-

íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî ïðèáàâëåíèÿ êàêîé-íèáóäü êîíñòàíòû êî âñåì

çíà÷åíèÿì ρ(0, q) è âû÷èòàíèÿ òîé æå êîíñòàíòû èç âñåõ çíà÷åíèé ρ(q, 0).

Òàêàÿ íîðìèðîâêà ôóíêöèè ρ áóäåò âûáðàíà ïîçæå.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.3. Çíà÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ëþáîì ýëåìåí-

òàðíîì öèêëå, ïðèíàäëåæàùåì îäíîìó èç ñåìåéñòâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà

ðèñ. 2.3, á, ä, ç ñ ïàðàìåòðàìè (p, q), ðàâíî ρ(p, q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ = γ(L, σ1, σ2)� ýëåìåíòàðíûé öèêë, ïðèíàäëå-

æàùèé îäíîìó èç ñåìåéñòâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.3, á, ä, ç ñ ïàðàìåòðà-

ìè (p, q). Çâ¼çäû ñèìïëåêñîâ σ1 è σ2, èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ âåðøèíó,

êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç x. Èìååì γ̃(linkL x, (σ1)x, (σ2)x) = γp,q. Ïî-

ýòîìó ðàâåíñòâî 2.3 ïðèíèìàåò âèä c(γ) = c(γp,q) = ρ(p, q).
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Ðèñ. 2.9. Öèêë γp,q

Ïðåäëîæåíèå 2.5.4. Çíà÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ëþáîì ýëåìåí-

òàðíîì öèêëå, ïðèíàäëåæàùåì ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, â

ñ ïàðàìåòðàìè (p, q), ðàâíî ρ(0, q)− ρ(0, p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ = γ(L,∆1,∆2)� ýëåìåíòàðíûé öèêë, ïðèíàä-

ëåæàùèé ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, â ñ ïàðàìåòðàìè (p, q).

Çâ¼çäû òðåóãîëüíèêîâ ∆1 è ∆2, òî åñòü ñàìè òðåóãîëüíèêè ∆1 è ∆2, èìå-

þò äâå îáùèå âåðøèíû, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 è x2. Ïðè ýòîì

öèêëû γ̃(linkL xi, (∆1)xi, (∆2)xi), i = 1, 2, ðàâíû öèêëàì γp,0 è γ0,q. Ïîýòîìó

ðàâåíñòâî (2.3) ïðèíèìàåò âèä c(γ) = ρ(0, q)− ρ(0, p).
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Ïðåäëîæåíèå 2.5.5. Ôóíêöèÿ ρ(p, q) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ρ(p, q + r + 2) + ρ(q, r + p+ 2) + ρ(r, p+ q + 2) =

= ρ(p, q + r + 1) + ρ(q, r + p+ 1) + ρ(r, p+ q + 1). (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü äâóìåðíóþ îðèåíòèðîâàí-

íóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó x, ê êîòîðîé ïðèìû-

êàåò p+ q + r + 3 òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêà-

þùèõ ê âåðøèíå x, òðè òðåóãîëüíèêà ∆0, ∆1 è ∆2 òàêèõ, ÷òî ïðè îáõîäå

âîêðóã âåðøèíû x ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ìû ïðîéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç

òðåóãîëüíèê ∆0, ÷åðåç r äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ, ÷åðåç òðåóãîëüíèê ∆1, ÷å-

ðåç p äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ, ÷åðåç òðåóãîëüíèê ∆2 è ÷åðåç q îñòàâøèõñÿ

òðåóãîëüíèêîâ. Îáîçíà÷èì Lj êîìïëåêñ, ïîëó÷àåìûé èç L ïðè áèçâåçäíîì

ïðåîáðàçîâàíèè, àññîöèèðîâàííîì ñ òðåóãîëüíèêîì ∆j. Òîãäà

2∑
j=0

γ(Lj,∆j+1,∆j+2) =
2∑
j=0

γ(L,∆j+1,∆j+2),

ãäå ñóììû èíäåêñîâ áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ 3. Âîçüìåì êëàññû ãîìîëîãèé îáå-

èõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðèìåíèì ê íèì îòîáðàæåíèå c. Ïîëó÷èì

òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

Ïðåäëîæåíèå 2.5.6. Åñëè ôóíêöèÿ

ρ : (Z>0 × Z>0) \ {(0, 0)} → Q

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ρ(q, p) = −ρ(p, q) è óðàâíåíèþ (2.4), òî ñóùå-

ñòâóþò ðàöèîíàëüíûå êîíñòàíòû b1 è λ òàêèå, ÷òî

ρ(p, q) =
λ(q − p)

(p+ q + 2)(p+ q + 3)(p+ q + 4)
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äëÿ ëþáûõ p, q > 0 è

ρ(0, q) = −ρ(q, 0) =
λq

(q + 2)(q + 3)(q + 4)
+ b1

äëÿ ëþáîãî q > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ b1, λ ∈ Q ôóíêöèÿ,

çàäàííàÿ ïðèâåä¼ííûìè ôîðìóëàìè, êîñîñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (2.4). Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êîñîñèì-

ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ρ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2.4), åñëè

èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ρ(0, 1) è ρ(1, 2). Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (2.4) çíà÷åíèÿ

p = q = r = 0 è p = 1, q = r = 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà ρ(0, 2) = ρ(0, 1)

è 2ρ(0, 3) + ρ(1, 2) = 2ρ(0, 2). Çíà÷èò, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ρ íà âñåõ ïàðàõ

(k, l) òàêèõ, ÷òî k + l 6 3, îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ρ(0, 1)

è ρ(1, 2).

Äîêàæåì, ÷òî ïðèm > 4 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ρ íà âñåõ ïàðàõ (k, l) òàêèõ,

÷òî k+ l = m, îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2.4) ÷åðåç çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ρ íà âñåõ ïàðàõ (k, l) òàêèõ, ÷òî k + l = m− 1. Ðàññìîòðèì âñå

óðàâíåíèÿ âèäà (2.4), äëÿ êîòîðûõ p + q + r + 2 = m. Çàìåíèì â ëåâîé

÷àñòè êàæäîãî èç íèõ âñå ñëàãàåìûå âèäà ρ(k, l), ãäå k > l, íà ñëàãàå-

ìûå −ρ(l, k), à âñå ñëàãàåìûå âèäà ρ(k, k) íà íóëè. Ñèñòåìó ïîëó÷åííûõ

óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ íåèç-

âåñòíûìè ρ(0,m), ρ(1,m − 1), . . . , ρ(n − 1, n + 1), åñëè m = 2n, è ñ íåèç-

âåñòíûìè ρ(0,m), ρ(1,m−1), . . . , ρ(n−1, n), åñëè m = 2n−1. Íåîáõîäèìî

äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïðè

ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, ò. å. ÷òî åå ðàíã ðàâåí n â êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ.

Âûäåëèì èç ýòîé ñèñòåìû n óðàâíåíèé òàêèõ, ÷òî ìàòðèöà ïîëó÷åííîé
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ïîäñèñòåìû íåâûðîæäåíà. Åñëè m = 2n, òî âûáåðåì óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå òðîéêàì (p, q, r) âèäà (m− 2− k, k, 0), k = 0, 1, . . . , n− 1. Åñëè

m = 2n−1, òî âûáåðåì óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òðîéêàì (p, q, r) âèäà

(m− 2− k, k, 0), k = 0, 1, . . . , n− 2, è äîáàâèì ê íèì óðàâíåíèå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå òðîéêå (m−4, 1, 1). Íåâûðîæäåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö

ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ρ áûëà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ

ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû êî âñåì çíà÷åíèÿì ρ(0, q) è îäíîâðåìåííîãî âû-

÷èòàíèÿ òîé æå êîíñòàíòû èç âñåõ çíà÷åíèé ρ(p, 0), ìû ìîæåì òåïåðü âû-

áðàòü íîðìèðîâêó ôóíêöèè ρ òàê, ÷òî

ρ(p, q) =
λ(q − p)

(p+ q + 2)(p+ q + 3)(p+ q + 4)

äëÿ âñåõ p, q > 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.7. Ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà b2 òàêàÿ,

÷òî çíà÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ëþáîì ýëåìåíòàðíîì öèêëå, ïðè-

íàäëåæàùåì ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, å ñ ïàðàìåòðà-

ìè (p, q), ðàâíî ρ(0, p) + ρ(0, q) + b2 (êîíñòàíòà b2 íå çàâèñèò îò p è q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ = γ(L,∆, e)� ýëåìåíòàðíûé öèêë, ïðèíàäëå-

æàùèé ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, å ñ ïàðàìåòðàìè (p, q). Òðå-

óãîëüíèê ∆ è çâåçäà ðåáðà e èìåþò äâå îáùèå âåðøèíû, êîòîðûå ìû

îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 è x2 òàê, ÷òî x1 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3, å íèæå,

÷åì x2. Èìååì, γ̃(linkL x1,∆x1, ex1) = γ0,p; öèêë γ̃(linkL x2,∆x2, ex2) ðàâåí

öèêëó γ′q, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.10. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2.3) ïðèíèìàåò

âèä c(γ) = ρ(0, p) + c(γ′q). Ïóñòü òåïåðü γ
∗�öèêë, ïîëó÷àþùèéñÿ èç öèê-

ëà γ, åñëè îäíîâðåìåííî îáðàòèòü îðèåíòàöèè âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è
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Ðèñ. 2.10. Öèêë γ′q

íàïðàâëåíèÿ âñåõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òîãäà c(γ∗) = c(γ). Îäíàêî

öèêë γ∗ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, â ñ ïàðàìåò-

ðàìè (q, p). Çíà÷èò, c(γ∗) = ρ(0, q)+c(γ′p). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ p, q > 0

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ρ(0, p) + c(γ′q) = ρ(0, q) + c(γ′p),

îòêóäà c(γ′q) = ρ(0, q) + b2 äëÿ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòû b2.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.8. Çíà÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ëþáîì ýëåìåí-

òàðíîì öèêëå, ïðèíàäëåæàùåì ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, è

ñ ïàðàìåòðàìè (p, q), ðàâíî ρ(0, q)− ρ(0, p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ = γ(L, e1, e2)� ýëåìåíòàðíûé öèêë, ïðèíàäëå-

æàùèé ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, è ñ ïàðàìåòðàìè (p, q). Çâ¼ç-

äû ð¼áåð e1 è e2 èìåþò äâå îáùèå âåðøèíû, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç x1 è x2 òàê, ÷òî x1 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3, è íèæå, ÷åì x2. Èìååì,
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γ̃(linkL x1, (e1)x1, (e2)x1) = −γ′p è γ̃(linkL x2, (e1)x2, (e2)x2) = γ′q. Ïîýòîìó ðà-

âåíñòâî (2.3) ïðèíèìàåò âèä c(γ) = c(γ′q)− c(γ′p) = ρ(0, q)− ρ(0, p).

Ìû ïðàêòè÷åñêè çàêîí÷èëè âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé êëàññà êîãîìîëîãèé c

íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ ïåðâîãî òèïà: îñòàëîñü òîëüêî íàéòè êîíñòàíòó b2.

Òåïåðü ìû çàéì¼ìñÿ ýëåìåíòàðíûìè öèêëàìè âòîðîãî òèïà.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K �

îðèåíòèðîâàííàÿ òð¼õìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà, ñîäåðæàùàÿ 6 âåðøèí

w1, w2, . . . , w6 òàêèõ, ÷òî ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ êîìïëåêñà K íàòÿíóòûé íà

ìíîæåñòâî âåðøèí {w1, w2, . . . , w6}, ñîñòîèò èç îðèåíòèðîâàííûõ òåòðà-

ýäðîâ w1w2w3w4, w2w3w4w5 è w3w4w5w6 è âñåõ èõ ãðàíåé. Ïðîèçâåä¼ì ñ

êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé K ñëåäóþùèå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) çàìåíèì òåòðàýäðû w1w2w3w4 è w2w3w4w5 íà òåòðàýäðû w1w2w3w5,

w1w3w4w5 è w1w4w2w5;

2) çàìåíèì òåòðàýäðû w1w3w4w5 è w3w4w5w6 íà òåòðàýäðû w1w3w4w6,

w1w4w5w6 è w1w5w3w6;

3) çàìåíèì òåòðàýäðû w1w2w3w5 è w1w5w3w6 íà òåòðàýäðû w2w3w1w6,

w2w1w5w6 è w2w5w3w6;

4) çàìåíèì òåòðàýäðû w1w4w2w5, w1w6w4w5 è w1w2w6w5 íà òåòðàýäðû

w1w2w6w4 è w2w6w4w5;

5) çàìåíèì òåòðàýäðû w1w2w3w6, w1w3w4w6 è w1w4w2w6 íà òåòðàýäðû

w1w2w3w4 è w2w3w4w6;

6) çàìåíèì òåòðàýäðû w2w3w4w6, w2w4w5w6 è w2w5w3w6 íà òåòðàýäðû

w2w3w4w5 è w3w4w5w6.

Â ðåçóëüòàòå ìû ñíîâà ïîëó÷èì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K. Ïîëó-

÷åííûé öèêë â ãðàôå Γ3 îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(K,w1, w2, w3, w4, w5, w6). Îáî-
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çíà÷èì ÷åðåç L1, L2, . . . , L6 ëèíêè âåðøèí w1, w2, . . . , w6 ñîîòâåòñòâåííî â

êîìáèíàòîðíîé ñôåðå K; îáîçíà÷èì ÷åðåç L∗1 è L
∗
6 êîìáèíàòîðíûå ñôåðû,

ïîëó÷åííûå èç ñôåð L1 è L6 ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïîìîùè çâ¼çäíûõ ïîä-

ðàçäåëåíèé òðåóãîëüíèêîâ w2w3w4 è w3w4w5 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà öèêëû

â ãðàôå Γ2, èíäóöèðîâàííûå öèêëîì γ(K,w1, w2, w3, w4, w5, w6) â ëèíêàõ

âåðøèí w1, w2, w3, w4, w5 è w6 ñóòü öèêëû

γ1 = −γ(L∗1, w3, w4, w2);

γ2 = −γ(L2, w3, w1, w4, w5);

γ3 = γ(L3, w4, w1, w2, w5, w6);

γ4 = −γ(L4, w3, w6, w5, w2, w1);

γ5 = γ(L5, w4, w6, w3, w2);

γ6 = γ(L∗6, w4, w3, w5)

ñîîòâåòñòâåííî. Ëèíêè îñòàëüíûõ âåðøèí êîìáèíàòîðíîé ñôåðû K íå

ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèé ïðè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ñîñòàâëÿþùèõ

öèêë γ(K,w1, w2, w3, w4, w5, w6). Çíà÷èò,

6∑
i=1

c(γi) = 0. (2.5)

Ïðåäëîæåíèå 2.5.9. Çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ

öèêëàõ âòîðîãî òèïà, ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâàì, èçîáðàæ¼ííûì íà

ðèñ. 2.4, à, á è â, çàâèñÿò ëèøü îò íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ (p, q, r), (p, q, r, k)

è (p, q, r, k, l) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ýëåìåíòàðíûé öèêë γ(L, x, y, z) èç

ñåìåéñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.4, à ñ òðîéêîé ïàðàìåòðîâ (p, q, r).

Î÷åâèäíî, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî p = q = r = 1, ëèáî p, q, r > 2.
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Ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ òðèâèàëåí, òàê êàê ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå åñòü òîëüêî îäèí öèêë, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî p, q, r > 2. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàìåíèòü òðè òðåóãîëü-

íèêà êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå, íà îäèí òðå-

óãîëüíèê xyz è ïðè ýòîì âíîâü ïîëó÷èì äâóìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôå-

ðó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L1. Ðàññìîòðèì êîíóñ coneL1, îáîçíà÷èì

âåðøèíó êîíóñà ÷åðåç w1 è ïåðåîáîçíà÷èì âåðøèíû x, y è z ÷åðåç w3,

w4 è w2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîáàâèì ê ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó coneL1

äâå äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû w5 è w6, òð¼õìåðíûå ñèìïëåêñû w2w3w4w5

è w3w4w5w6 è âñå èõ ãðàíè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàí-

íûé äâóìåðíûé êîìáèíàòîðíûé øàð; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç J ; ïóñòü K �

îðèåíòèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà, ïîëó÷åííàÿ èç êîì-

áèíàòîðíîãî øàðà J ïóò¼ì ïðèêëåèâàíèÿ êîíóñà íàä åãî ãðàíèöåé. Ïîä-

êîìïëåêñ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû K, ñîñòîÿùèé èç ñèìïëåêñîâ w1w2w3w4,

w2w3w4w5 è w3w4w5w6 è âñåõ èõ ãðàíåé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, çíà÷èò, îïðåäå-

ë¼í öèêë γ(K,w1, w2, w3, w4, w5, w6); ïðè ýòîì γ1 = −γ(L, x, y, z). Çàìåòèì

òåïåðü, ÷òî ëèíêè L2, L3, . . . , L6 âåðøèí w2, w3, . . . , w6 â êîìáèíàòîðíîé

ñôåðå K îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü òðîéêîé ïàðàìåòðîâ (p, q, r) è íå çàâèñÿò îò

ñòðîåíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L âäàëè îò âåðøèí x, y, z, çíà÷èò, öèêëû

γ2, γ3, . . . , γ6 çàâèñÿò ëèøü îò òðîéêè ïàðàìåòðîâ (p, q, r). Òåïåðü èç ðàâåí-

ñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå c(γ(L, x, y, z)) = −c(γ1) çàâèñèò ëèøü îò

òðîéêè ïàðàìåòðîâ (p, q, r).

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ ýëåìåíòàðíîãî öèêëà γ(L, x, y, z, u) (ñî-

îòâåòñòâåííî, γ(L, x, y, z, u, v)), ïðèíàäëåæàùåãî ñåìåéñòâó, èçîáðàæ¼í-

íîìó íà ðèñ. 2.4, á (ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 2.4, â), êîìáèíàòîðíóþ
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ñôåðó L ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ëèíêà âåðøèíû w2 (ñîîòâåòñòâåí-

íî, w3) êîìáèíàòîðíîé ñôåðû K òàêèì îáðàçîì, ÷òî γ2 = −γ(L, x, y, z, u)

(ñîîòâåòñòâåííî, γ3 = γ(L, x, y, z, u, v)), à âñå îñòàëüíûå öèêëû γi çà-

âèñÿò ëèøü îò ÷åòâ¼ðêè ïàðàìåòðîâ (p, q, r, k) (ñîîòâåòñòâåííî, îò ïÿ-

ò¼ðêè ïàðàìåòðîâ (p, q, r, k, l)). Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.5) áóäåò ñëåäî-

âàòü, ÷òî çíà÷åíèå c(γ(L, x, y, z, u)) çàâèñèò ëèøü îò ÷åòâ¼ðêè ïàðàìåò-

ðîâ (p, q, r, k), à çíà÷åíèå c(γ(L, x, y, z, u, v))�ëèøü îò ïÿò¼ðêè ïàðàìåò-

ðîâ (p, q, r, k, l).

Çíà÷åíèÿ êëàññà êîãîìîëîãèé c íà ýëåìåíòàðíûõ öèêëàõ, ïðèíàäëåæà-

ùèõ ñåìåéñòâàì, èçîáðàæ¼ííûì íà ðèñ. 2.4, à, á è â, ñ íàáîðàìè ïàðàìåò-

ðîâ (p, q, r), (p, q, r, k) è (p, q, r, k, l) ñîîòâåòñòâåííî, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

η(p, q, r), ζ(p, q, r, k) è θ(p, q, r, k, l) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíê-

öèÿ θ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ,

êðîìå òîãî,

η(r, q, p) = η(p, q, r);

ζ(k, r, q, p) = ζ(p, q, r, k);

θ(l, k, r, q, p) = θ(p, q, r, k, l).

Ïðåäëîæåíèå 2.5.10. Ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà b5 òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ p, q, r, k, l > 3 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

θ(p, q, r, k, l) =
λ

(p+ 2)(p+ 3)
+

λ

(q + 2)(q + 3)
+

λ

(r + 2)(r + 3)
+

+
λ

(k + 2)(k + 3)
+

λ

(l + 2)(l + 3)
+ b5. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé öèêë

γ(L, x, y, z, u, v) èç ñåìåéñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.4, â, ñ ïàðàìåò-
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ðàìè (p, q, r, k, l). Òàê êàê p > 3, ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ∆ ∈ L òàêîé,

÷òî x � âåðøèíà ∆, à y, z, u è v�íå âåðøèíû ∆. Ïóñòü ïðè îáõîäå

âîêðóã âåðøèíû x ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ìû ïðîõîäèì ïî ïîðÿäêó ÷åðåç

òðåóãîëüíèê ∆, ÷åðåç p′ > 0 äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ, ÷åðåç òðåóãîëüíèêè

xyz, xzu, xuv, ÷åðåç p′′ > 0 äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñëå ÷åãî ñíîâà ïî-

ïàäàåì â òðåóãîëüíèê ∆. Òîãäà p′ + p′′ = p − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lj,

j = 0, 1, 2, 3, 4, êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó, ïîëó÷åííóþ èç L ïîñëå j ïåðâûõ

áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé öèêëà γ(L, x, y, z, u, v) (â ÷àñòíîñòè, L0 = L).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L∗j êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó, ïîëó÷åííóþ èç Lj â ðåçóëüòàòå

áèçâåçäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ òðåóãîëüíèêîì ∆, ò. å.,

â ðåçóëüòàòå çâ¼çäíîãî ïîäðàçäåëåíèÿ òðåóãîëüíèêà ∆. Ðàññìîòðèì ãðàô

G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {L0, . . . , L4, L
∗
0, . . . , L

∗
4}: äëÿ ëþáîãî j ñîåäèíèì

âåðøèíû Lj è L
∗
j ðåáðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì áèçâåçäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ,

àññîöèèðîâàííîìó ñ òðåóãîëüíèêîì ∆, äëÿ ëþáîãî j ñîåäèíèì âåðøè-

íó Lj ñ âåðøèíîé Lj+1 (èëè L0, åñëè j = 4) ðåáðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì

(j + 1)-ìó áèçâåçäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ â öèêëå γ(L0, x, y, z, u, v), àíàëî-

ãè÷íî ñîåäèíèì ðåáðîì âåðøèíó L∗j ñ âåðøèíîé L
∗
j+1 (èëè L

∗
0, åñëè j = 4)

ðåáðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì (j+1)-ìó áèçâåçäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ â öèêëå

γ(L∗0, x, y, z, u, v). Ãðàô G åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîáðàæàåòñÿ â ãðàô Γ2

(íî ýòî îòîáðàæåíèå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì). Ïðè ýòîì ãðàô

G èçîìîðôåí 1-îñòîâó ïÿòèóãîëüíîé ïðèçìû. Îáõîä âîêðóã êàæäîé ãðàíè

ýòîé ïðèçìû äà¼ò ýëåìåíòàðíûé öèêë â ãðàôå Γ2. Òàêèì îáðàçîì ïîëó-

÷àþòñÿ öèêëû γ(L, x, y, z, u, v), −γ(L∗0, x, y, z, u, v), îòâå÷àþùèå îáõîäàì

âîêðóã îñíîâàíèé ïðèçìû, è öèêëû γ0 = γ(L0,∆, xz), γ1 = γ(L1,∆, ux),

γ2 = γ(L2,∆, yu), γ3 = γ(L3,∆, vy) è γ4 = γ(L4,∆, zv), îòâå÷àþùèå îáõî-
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äàì âîêðóã áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû. Ñóììà âñåõ ýòèõ öèêëîâ ðàâíà íóëþ.

Öèêë γ2 ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, ã;

öèêëû −γ0, −γ1, γ3 è γ4 ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííî-

ìó íà ðèñ. 2.3, ä, ñ ïàðàìåòðàìè (p′, p′′ + 1), (p′, p′′), (p′, p′′) è (p′ + 1, p′′)

ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

θ(p, q, r, k, l)− θ(p+ 1, q, r, k, l)− ρ(p′, p′′ + 1) + ρ(p′ + 1, p′′) = 0.

Çíà÷èò,

θ(p+ 1, q, r, k, l)− θ(p, q, r, k, l) = − 2λ

(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)
. (2.7)

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ θ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòà-

íîâîê ïåðåìåííûõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ îñòàëîñü çàìåòèòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî j âåðíî ðàâåíñòâî

j∑
i=1

1

i(i+ 1)(i+ 2)
=

1

4
− 1

2(j + 1)(j + 2)
.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.11. Êîíñòàíòà b2 èç ïðåäëîæåíèÿ 3.11 ðàâíà íóëþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.12. Ðàâåíñòâî (2.6) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ p, q, r,

k è l, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ,

èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.4, â, íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèÿ 2.5.11 è 2.5.12 îäíî-

âðåìåííî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé öèêë γ(L, x, y, z, u, v)

èç ñåìåéñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2.4, â, ñ ïàðàìåòðàìè (p, q, r, k, l).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ïðèìûêàþùèé ê ðåáðó xy òðåóãîëüíèê, îòëè÷íûé îò

òðåóãîëüíèêà xyz. Îïðåäåëèì ãðàô G è ýëåìåíòàðíûå öèêëû γ0, γ1, . . . , γ4
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òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.5.10. Öèêëû −γ2 è γ4 ïðè-

íàäëåæèò ñåìåéñòâó öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, ä, ñ ïàðàìåòðà-

ìè (q−1, 1) è (1, p−1) ñîîòâåòñòâåííî; öèêëû −γ0, −γ1, è γ3 ïðèíàäëåæàò

ñåìåéñòâó öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, å, ñ ïàðàìåòðàìè (p, q − 1),

(p−1, q), è (p−1, q−1) ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ðàâåíñòâà (2.7)

ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

θ(p+ 1, q + 1, r, k, l)− θ(p, q, r, k, l) =

= − 2λ

(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)
− 2λ

(q + 2)(q + 3)(q + 4)
− b2. (2.8)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ïðîèçâîëüíûå p, q, r, k, l > 3, ìû â ñèëó ôîð-

ìóëû (2.6) ïîëó÷èì, ÷òî b2 = 0. Òåïåðü èç ôîðìóëû (2.8) ñëåäóåò, ÷òî

ðàâåíñòâî (2.6) âåðíî íå òîëüêî ïðè p, q, r, k, l > 3, íî è ïðè âñåõ p, q, r, k, l

òàêèõ, ÷òî ñåìåéñòâî öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.4, â, íåïóñòî.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.13. Ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà b3 òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáûõ p, q, r, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ýëåìåí-

òàðíûõ öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.4, à, íåïóñòî, âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî

η(p, q, r) =
λ

(p+ 2)(p+ 3)
− λ

(q + 2)(q + 3)
+

λ

(r + 2)(r + 3)
+ b3.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.14. Ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà b4 òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáûõ p, q, r, k, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.4, á, íåïóñòî, âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî

ζ(p, q, r, k) =
λ

(p+ 2)(p+ 3)
− λ

(q + 2)(q + 3)
−

− λ

(r + 2)(r + 3)
+

λ

(k + 2)(k + 3)
+ b4.
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Ýòè äâà ïðåäëîæåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåäëîæå-

íèþ 2.5.12. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè η è ζ íå

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ, ïîýòî-

ìó àíàëîãè ôîðìóë (2.7) è (2.8) ïðèõîäèòñÿ ïèñàòü îòäåëüíî äëÿ ïðèðà-

ùåíèÿ êàæäîãî èç àðãóìåíòîâ p, q, r, k è êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ ïî öèê-

ëó àðãóìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Íàì îñòàëîñü âû÷èñëèòü êîíñòàíòû b3, b4

è b5. Ïðè p = q = r = 1 öèêë, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.4, à, íóëåâîé,

òàê êàê îí ñîñòîèò èç íåñóùåñòâåííûõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òî÷-

íî òàê æå, ïðè p = q = r = k = 2 öèêë, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.4, á,

ñîñòîèò èç íåñóùåñòâåííûõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è, çíà÷èò, ðàâåí

íóëþ. Çíà÷èò, η(1, 1, 1) = 0 è ζ(2, 2, 2, 2) = 0, îòêóäà b3 = − λ
12 è b4 = 0.

Ïðè p = q = r = 2 öèêë, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.4, à, ñîñòîèò èç äâóõ

íåñóùåñòâåííûõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îäíîãî ñóùåñòâåííîãî, êî-

òîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç β. Ïðè p = q = r = k = l = 2 öèêë, èçîá-

ðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.4, â, ñîñòîèò èç 5 áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êàæ-

äîå èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî áèçâ¼çäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ β−1. Çíà÷èò,

θ(2, 2, 2, 2, 2) = −5η(2, 2, 2) = λ
6 , îòêóäà b5 = − λ

12 . Ýòî âû÷èñëåíèå çàâåð-

øàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.5.1.

2.6 Çíàìåíàòåëè êîýôôèöèåíòîâ óíèâåðñàëüíûõ ëî-

êàëüíûõ ôîðìóë

Ôîðìóëà Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà [13] äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî

êëàññà Ïîíòðÿãèíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â ïîëó÷àåìîì öèêëå

çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòà ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå äåëèò ÷èñëî 48. Îä-
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íàêî ýòà ôîðìóëà ïðèìåíèìà òîëüêî äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé

ñ çàäàííûì ñãëàæèâàíèåì è íåëîêàëüíà. Ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ, ïðåäëî-

æåííàÿ â [14] äà¼ò ëîêàëüíóþ ôîðìóëó ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî çíàìåíàòåëè çíà÷åíèé óíèâåðñàëü-

íîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà íå ìîãóò áûòü

îãðàíè÷åííûìè íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà âñåõ îðèåíòèðîâàí-

íûõ òð¼õìåðíûõ ñôåð. (Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé

ôîðìóëû� ýòî â òî÷íîñòè êîýôôèöèåíòû ïðè ñèìïëåêñàõ â ïîëó÷àþùèõ-

ñÿ ñ ïîìîùüþ íå¼ öèêëàõ.) Áîëåå òî÷íî, ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

íà ðîñò çíàìåíàòåëåé çíà÷åíèé ëîêàëüíîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà

Ïîíòðÿãèíà.

Äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ T n(Q) Îáîçíà÷èì ÷åðåç denl(f) íàè-

ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé âñåõ çíà÷åíèé f(〈L〉), ãäå L ïðîáå-

ãàåò ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èçîìîðôèçìà (n−1)-ìåðíûõ

îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ íå áîëåå, ÷åì l âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü f ∈ T 4(Q)�ïðîèçâîëüíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëü-

íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà ÷èñëî

denl(f) äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , l − 3 äëÿ

ëþáîãî ÷åòíîãî l > 12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l = 2k, k > 5. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé (l − 5)-

óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè v1, . . . , vl−5. Ïóñòü L0 �ïðîèçâîëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ

ýòîãî (l − 5)-óãîëüíèêà, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì {v1, . . . , vl−5}. Äîáàâèì ê òðèàíãóëÿöèè L0 âåðøèíó v0 è òðåóãîëü-

íèêè v0v1v2, v0v2v3, . . . , v0vl−5v1. Ïîëó÷èì äâóìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôå-

ðó L. Îðèåíòèðóåì åå òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèê v0v1v2 áûë ïîëîæèòåëü-
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íî îðèåíòèðîâàííûì. Ïóñòü γ = γ(L, v0v1v2, v0vk−2vk−1). Òîãäà γ �öèêë â

ãðàôå Γ2, ïðèíàäëåæàùèé ñåìåéñòâó öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 2.3, á,

ñ ïàðàìåòðàìè (k − 4, k − 3). Çíà÷èò,

c0(γ) =
1

(l − 5)(l − 4)(l − 3)
.

Ïóñòü h = s(f), β1, β2, β3, β4 � áèçâåçäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîñòàâëÿþ-

ùèå öèêë γ. Òàê êàê êîöèêë h ïðåäñòàâëÿåò êëàññ êîãîìîëîãèé c0, ïîëó-

÷àåì
4∑
i=1

f(〈Lβi〉) = −
4∑
i=1

h({βi}) = −c0(γ).

Çíà÷èò, íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé ÷èñåë f(〈Lβi〉) äåëèòñÿ

íà (l − 5)(l − 4)(l − 3). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ èç êîìáèíàòîðíûõ

ñôåð Lβi èìååò íå áîëåå l âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî denl(f) äåëèòñÿ íà

(l−5)(l−4)(l−3) äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî l > 10. Î÷åâèäíî, ÷òî denl(f) äåëèòñÿ

íà denm(f) äëÿ ëþáîãî m < l. Çíà÷èò, denl(f) äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå

îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 2, 3, . . . , l − 3 äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî l > 12.

Ñëåäñòâèå 2.6.2. Äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû G ⊂ Q èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî H4(T ∗(G)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì 1.2.2 è 2.6.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ T 4(Q)�

êîöèêë, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîãðàíèöåé, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q

íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî denl(f) äåëèòñÿ íà q. Ñëåäî-

âàòåëüíî, åñëè f ∈ T 4(G) � ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà, òî f = δg äëÿ íåêî-

òîðîé ôóíêöèè g ∈ T 3(Q). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî g ∈ T 3(G). Èìååì

s(f) = dg ∈ C1
Z2

(Γ2;Q). Ïîñêîëüêó f ∈ T 4(G), çíà÷åíèå êîöåïè s(f) = dg

íà ëþáîì ðåáðå ãðàôà Γ2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî,

g ∈ T 3(G).
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Çàìå÷àíèå 2.6.3. Òåîðåìà Ëåâèòòà�Ðóðêà î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíûõ

êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìîâ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãè-

íà (ñì. òåîðåìó 1.2.1) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîé òåîðåìû î ñóùåñòâîâà-

íèè êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë, äîêàçàííîé â [98]: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà m öåëî÷èñëåííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà m-ìåðíûõ áëî÷íûõ

ðàññëîåíèé (ñì. ðàçäåë 3.3) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæ-

äîìó îðèåíòèðîâàííîìó m-ìåðíîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K ñ

óïîðÿäî÷åííûìè âåðøèíàìè öåëî÷èñëåííûé öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ

ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå èíòåðåñóþùåìó íàñ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîìó êëàññó êàñàòåëüíîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ K, òàêîé,

÷òî êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå â ýòîì öèêëå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü

êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì çâåçäû ýòîãî ñèìïëåêñà âìåñòå ñ óïîðÿäî÷å-

íèåì å¼ âåðøèí. Òåîðåìà 1.2.1 ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ ïîìîùüþ

óñðåäíåíèÿ ïî âñåì óïîðÿäî÷åíèÿì âåðøèí. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ Ëåâèòòà-

Ðóðêà ëåãêî èçâëåêàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà ðîñò çíàìåíàòåëåé

çíà÷åíèé óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë.

Ïðåäëîæåíèå 2.6.4. Ïóñòü ψ ∈ Hn(T ∗(Q))�ïðîèçâîëüíûé êëàññ êî-

ãîìîëîãèé. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîöèêë f ∈ T n(Q), ïðåäñòàâëÿþùèé

êëàññ ψ, è íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà b òàêèå, ÷òî ÷èñëî denl(f) äåëèò

÷èñëî b(l + 1)! äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l.
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Ãëàâà 3

Ôîðìóëû äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

ðàññëîåíèé â òåðìèíàõ òðèàíãóëÿöèé

èõ òîòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

Â ýòîé ãëàâå ìû âñ¼ âðåìÿ ðàáîòàåì â êóñî÷íî ëèíåéíîé êàòåãîðèè. Â òåð-

ìèíîëîãèè ìû â îñíîâíîì ñëåäóåì êíèãå [44]. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ, òðèàíãó-

ëÿöèè, âëîæåíèÿ è ò. ï. ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè; ìíîãîîáðàçèÿ

ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïàêòíûìè, íî, âîçìîæíî, ñ êðàåì.

3.1 Ïðîñòûå êëåòêè è ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïðîñòîé êëåòêîé ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ êóñî÷-

íî ëèíåéíûé øàð Q ðàçìåðíîñòè n, â êðàå êîòîðîãî âûäåëåíû ïîêðûâà-

þùèå åãî ñâÿçíûå çàìêíóòûå êóñî÷íî ëèíåéíûå ïîäìíîæåñòâà F1, . . . , Fm

òàêèå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ k èç ïîäìíîæåñòâ F1, . . . , Fm ëèáî ïóñòî,

ëèáî êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî (n − k)-ìåðíîìó øàðó (ïðè k > n�

îáÿçàòåëüíî ïóñòî). Ïîäìíîæåñòâà F1, . . . , Fm íàçûâàþòñÿ ãèïåðãðàíÿìè
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ïðîñòîé êëåòêè Q, à èõ íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ� ãðàíÿìè. (Ñàìà êëåòêà Q

òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ñâîåé ãðàíüþ.) Äâå ïðîñòûå êëåòêè íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êóñî÷íî ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì ïåðâîé êëåòêè íà

âòîðóþ, îòîáðàæàþùèé êàæäóþ ãèïåðãðàíü ïåðâîé êëåòêè íà íåêîòîðóþ

ãèïåðãðàíü âòîðîé.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ãðàíü ïðîñòîé êëåòêè

F = Fi1 ∩ . . . ∩ Fik ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êëåòêîé, ãèïåðãðàíÿìè êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäìíîæåñòâà F ∩ Fj òàêèå, ÷òî j íå ñîâïàäàåò íè ñ

îäíèì èç il è F ∩ Fj 6= ∅.

Îñíîâíûì ïðèìåðîì ïðîñòîé êëåòêè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé âûïóêëûé ìíî-

ãîãðàííèê. Òåì íå ìåíåå, êàê ìû óâèäèì ÷óòü íèæå, íå ëþáàÿ ïðîñòàÿ

êëåòêà èçîìîðôíà ïðîñòîìó ìíîãîãðàííèêó.

Èíîãäà íàì áóäåò óäîáíî ðàáîòàòü ñ íåñêîëüêî áîëåå îáùèì îïðåäåëå-

íèåì.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Êâàçèïðîñòîé êëåòêîé ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåò-

ñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûé øàð Q ðàçìåðíîñòè n, â êðàå êîòîðîãî âûäåëå-

íû ïîêðûâàþùèå åãî ñâÿçíûå çàìêíóòûå êóñî÷íî ëèíåéíûå ïîäìíîæå-

ñòâà F1, . . . , Fm òàêèå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ k èç ïîäìíîæåñòâ F1, . . . , Fm

ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíà (n−k)-ìåðíîìó øàðó (ïðè

k > n� îáÿçàòåëüíî ïóñòî). Ïîäìíîæåñòâà F1, . . . , Fm íàçûâàþòñÿ ãèïåð-

ãðàíÿìè êâàçèïðîñòîé êëåòêè Q, à êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èõ íåïóñòûõ ïå-

ðåñå÷åíèé� å¼ ãðàíÿìè. (Ñàìà êëåòêà Q òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ñâîåé ãðàíüþ.)

Èçîìîðôèçì êâàçèïðîñòûõ êëåòîê îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ïðî-

ñòûõ êëåòîê; ãðàíè êâàçèïðîñòîé êëåòêè ñàìè ÿâëÿþòñÿ êâàçèïðîñòûìè
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êëåòêàìè; êàæäàÿ ïðîñòàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîñòîé. Îòìåòèì, ÷òî èç

îïðåäåëåíèÿ êâàçèïðîñòîé êëåòêè ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíûå âíóò-

ðåííîñòè å¼ ãðàíåé íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò å¼.

Êîíñòðóêöèÿ 3.1.3. Ïóñòü L � (n− 1)-ìåðíàÿ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷-

íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà ñ m âåðøèíàìè v1, . . . , vm. Ðàññìîòðèì ñèìïëè-

öèàëüíûé êîìïëåêñ cone(L′) è îáîçíà÷èì åãî ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ

÷åðåç QL. Ïóñòü Fi� ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîäêîìïëåêñà starL′ vi.

Òîãäà QL åñòü n-ìåðíàÿ êâàçèïðîñòàÿ êëåòêà ñ ãèïåðãðàíÿìè F1, . . . , Fm.

Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðãðàíåé Fi1, . . . , Fik íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

â êîìïëåêñå L ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ τ ñ âåðøèíàìè vi1, . . . , vik ; ïðè êàæäî-

ìó òàêîìó ñèìïëåêñó τ ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Fτ ìíîæåñòâà

Fi1 ∩ . . . ∩ Fik , ÿâëÿþùàÿñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé êîìáèíàòîðíîãî

øàðà b(τ) ∗ linkL′ σ, ãäå σ�ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà L′, ñîäåð-

æàùèéñÿ â τ è òàêîé, ÷òî dimσ = dim τ (ñèìïëèöèàëüíàÿ êîìáèíàòîð-

íàÿ ñôåðà linkL′ σ íå çàâèñèò îò âûáîðà òàêîãî ñèìïëåêñà σ). Òàêèì îáðà-

çîì, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ãðàíåé êâàçèïðîñòîé êëåòêè QL

(âêëþ÷àÿ ñàìó êëåòêóQ) èçîìîðôíî ñ îáðàùåíèåì îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó ñèìïëåêñîâ ñèìïëèöèàüíî êëåòî÷íîé

êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî êâàçèïðîñòàÿ êëåò-

êà QL ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L� ñèìïëèöèàëüíàÿ

êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà. Êðîìå òîãî, êâàçèïðîñòûå êëåòêè QL1
è QL2

èçî-

ìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìáèíàòîðíûå ñôåðû L1 è L2 èçî-

ìîðôíû. Ïðîñòàÿ êëåòêà QL èçîìîðôíà íåêîòîðîìó ïðîñòîìó âûïóêëîìó

ìíîãîãðàííèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L ðåà-

ëèçóåòñÿ â âèäå ãðàíèöû âûïóêëîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà.
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Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ èñ÷åðïûâàåò âñå âîçìîæíûå

êâàçèïðîñòûå êëåòêè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.4. Äëÿ ëþáîé n-ìåðíîé êâàçèïðîñòîé êëåòêè Q ñó-

ùåñòâóåò (n−1)-ìåðíàÿ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôå-

ðà L òàêàÿ, ÷òî ïðîñòàÿ êëåòêà Q èçîìîðôíà ïðîñòîé êëåòêå QL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ êâàçèïðîñòîé êëåòêè ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî å¼ ãðàíåé ïîñëå îáðàùåíèÿ îòíîøå-

íèÿ ïîðÿäêà ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñèì-

ïëåêñîâ íåêîòîðîãî ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà L; îáîçíà÷èì

÷åðåç v1, . . . , vm âåðøèíû ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà L, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ãèïåðãðàíÿì F1, . . . , Fm êâàçèïðîñòîé êëåòêè Q.

Êàæäàÿ ãðàíü F ïðîñòîé êëåòêè Q ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì øàðîì

è, ñëåäîâàòåëüíî, êóñî÷íî ëèíåéíà ãîìåîìîðôíà êîíóñó íàä ñâîåé ãðàíè-

öåé. Ïîýòîìó, åñëè J �êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ãðàíèöû ãðàíè F ,

ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü å¼ äî êóñî÷íî ëèíåéíîé òðèàíãóëÿöèè ãðàíè F ,

èçîìîðôíîé cone(J). Ïîñëåäîâàòåëüíî òðèàíãóëèðóåì âñå ãðàíè êëåòêè Q,

íà÷èíàÿ ñ îäíîìåðíûõ è çàêàí÷èâàÿ ñàìîé êëåòêîé Q, êàê êîíóñû íàä óæå

ïîñòðîåííûìè êóñî÷íî ëèíåéíûìè òðèàíãóëÿöèÿìè èõ ãðàíèö. Â ðåçóëüòà-

òå ìû ïîëó÷èì êóñî÷íî ëèíåéíóþ òðèàíãóëÿöèþK êëåòêèQ, èçîìîðôíóþ

êîíóñó íàä áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íî-

ãî êîìïëåêñà L. Ãðàíèöà êîìïëåêñà Q êóñî÷íî ëèíåéíî òðèàíãóëèðîâà-

íà ïðè ïîìîùè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà L′. Çíà÷èò, ñèìïëèöèàëüíûé

êîìïëåêñ L′ ÿâëÿåòñÿ (n−1)-ìåðíîé ñèìïëèöèàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ñôå-

ðîé, ñëåäîâàòåëüíî, L ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíîé ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîé

êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé. Ïðè ýòîì ãèïåðãðàíè êëåòêè Q ÿâëÿþòñÿ ãåîìåò-
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ðè÷åñêèìè ðåàëèçàöèÿìè ïîäêîìïëåêñîâ êîìïëåêñà K, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîäêîìïëåêñàì starL′ vi ïðè èçîìîðôèçìå K ∼= cone(L′). Çíà÷èò, ïðîñòûå

êëåòêè Q è QL èçîìîðôíû.

Òðèàíãóëÿöèÿ K, ïîñòðîåííàÿ â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå, áóäåò íàçûâàòüñÿ

áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì êâàçèïðîñòîé êëåòêèQ è îáîçíà÷àòüñÿ

÷åðåç Q′.

Åñëè Q�ïðîñòàÿ êëåòêà, êîìïëåêñ L, ïîñòðîåííûé â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ 3.1.4, áóäåò ñèìïëèöèàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé. Òàêèì

îáðàçîì, êëàññû èçîìîðôèçìà n-ìåðíûõ êâàçèïðîñòûõ êëåòîê íàõîäÿòñÿ

âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè èçîìîðôèçìà (n − 1)-

ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, à êëàññû èçî-

ìîðôèçìà n-ìåðíûõ ïðîñòûõ êëåòîê � ñ êëàññàìè èçîìîðôèçìà (n − 1)-

ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð.

Íàì áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ

ñ óãëàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ

ñâÿçíîå n-ìåðíîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèåM , â êðàå êîòîðîãî âûäå-

ëåíû ïîêðûâàþùèå åãî ñâÿçíûå çàìêíóòûå êóñî÷íî ëèíåéíûå ïîäìíîæå-

ñòâà F1, . . . , Fm òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈M , ñîäåðæàùåéñÿ â k ïîä-

ìíîæåñòâàõ Fi1, . . . , Fik è íå ñîäåðæàùèéñÿ íè â êàêèõ äðóãèõ ïîäìíîæå-

ñòâàõ Fj, ñóùåñòâóþò å¼ çàìêíóòàÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ îêðåñòíîñòü U âM è

êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå h : U → Rk>×Rn−k òàêèå, ÷òî h(p) = (0, . . . , 0)

è ìíîæåñòâî h(Fil ∩ U) åñòü ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà h(U) ñ ïðÿìûì ïðî-

èçâåäåíèåì ïîäîðòàíòà â Rk>, çàäàâàåìîãî îáðàùåíèåì â íóëü l-îé êîîðäè-

íàòû, íà Rn−k äëÿ êàæäîãî l = 1, . . . , k. Ïîäìíîæåñòâà F1, . . . , Fm íàçû-
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âàþòñÿ ãèïåðãðàíÿìè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M , à êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

èõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé� åãî ãðàíÿìè. (Ñàìî ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè M

òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ñâîåé ãðàíüþ.) Íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü çàìêíóòûå êó-

ñî÷íî ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìè

(ïðè m = 0). Èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìè îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå,

êàê äëÿ ïðîñòûõ êëåòîê; ãðàíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèÿìè ñ óãëàìè.

Èç äàííûõ îïðåäåëåíèé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè, âñå

ãðàíè êîòîðîãî (âêëþ÷àÿ åãî ñàìî) êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû øà-

ðàì, ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîñòîé êëåòêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàçèïðîñòûå êëåòêè QL ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñ óã-

ëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.1.4, ëþáàÿ êâàçèïðîñòàÿ êëåòêà

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè. Òàêèì îáðàçîì, êâàçèïðîñòûå êëåòêè�

ýòî â òî÷íîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, âñå ãðàíè êîòîðûõ êóñî÷íî ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíû øàðàì.

3.2 Ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè è ìíîãîîáðàçèÿ ñ

óãëàìè

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Êîíå÷íûì êîìïëåêñîì, ñêëååíûì èç ìíîãîîáðàçèé

ñ óãëàìè, íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷-

íîãî êîëè÷åñòâà ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìè M1,M2, . . . ,Mq ïî îòíîøåíèþ ýê-

âèâàëåíòíîñòè ∼, òàêîìó ÷òî

1) ∼ íå îòîæäåñòâëÿåò íèêàêèå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè îäíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ ñ óãëàìè Mi;
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2) åñëè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ îòîæäåñòâëÿåò òî÷êó x1 ∈ Mi ñ

òî÷êîé x2 ∈ Mj, îíî îòîæäåñòâëÿåò íåêîòîðóþ ãðàíü F1 ìíîãîîáðàçèÿ ñ

óãëàìè Mi, ñîäåðæàùóþ òî÷êó x1, ñ íåêîòîðîé ãðàíüþ F2 ìíîãîîáðàçèÿ ñ

óãëàìè Mj, ñîäåðæàùåé òî÷êó x2, âäîëü íåêîòîðîãî èçîìîðôèçìà.

Îáðàçû ãðàíåé ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìè Mi ïðè òàêîé ôàêòîðèçàöèè

íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè ýòîãî êîìïëåêñà. Èçîìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ, ñêëå-

åííûõ èç ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìè, íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûé ãîìåî-

ìîðôèçì, îòîáðàæàþùèé êàæäóþ ãðàíü ïåðâîãî êîìïëåêñà íà íåêîòîðóþ

ãðàíü âòîðîãî.

Ðàçáèåíèåì ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íàçûâàåòñÿ êîì-

ïëåêñ Y , ñêëååííûé èç ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìè, ñ çàäàííûì êóñî÷íî ëèíåé-

íûì ãîìåîìîðôèçìîì Y → P (îáû÷íî ïîëèýäð P áóäåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ

ñ Y ). Äâà ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íàçûâàþòñÿ

èçîìîðôíûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íà èçîìîðôèçì êîìïëåêñà Y . Â äàëü-

íåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü èçîìîðôíûå ðàçáèåíèÿ.

Åñëè âñå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè Mi ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè (ñîîòâåòñòâåí-

íî, êâàçèïðîñòûìè) êëåòêàìè, ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñà, ñêëå-

åííîãî èç ïðîñòûõ (ñîîòâåòñòâåííî, êâàçèïðîñòûõ) êëåòîê, è ðàçáèåíèÿ íà

ïðîñòûå (ñîîòâåòñòâåííî, êâàçèïðîñòûå) êëåòêè.

Ïóñòü P � ïîëèýäð, Y � åãî ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè. Åñëè ïîäìíî-

æåñòâî R ⊂ P ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ êëåòîê ðàçáèåíèÿ Y , òî

ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå ïîëèýäðà R íà ïðîñòûå êëåòêè áóäåì íàçûâàòü

îãðàíè÷åíèåì ðàçáèåíèÿ Y íà ïîäìíîæåñòâî R.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Äâà ðàçáèåíèÿ Y0 è Y1 ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåò-

êè íàçûâàþòñÿ êîíêîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå X ïîëèýäðà
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P × [0, 1] íà ïðîñòûå êëåòêè, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ïîëèýäð P × 0 èçî-

ìîðôíî ðàçáèåíèþ Y0, à íà ïîëèýäð P × 1�ðàçáèåíèþ Y1. Ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç DSC(P ) ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåò-

êè, ÷åðåç DSC(P )�ìíîæåñòâî èõ êëàññîâ êîíêîðäàíòíîñòè. Êëàññ êîí-

êîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèé ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè áóäåì íàçûâàòü

DSC-ñòðóêòóðîé íà ïîëèýäðå P .

Åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè âåçäå ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ïðîñòûõ êëåòîê

êâàçèïðîñòûå êëåòêè èëè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ìû ïîëó÷èì îïðåäåëå-

íèÿ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèé íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è ðàçáèåíèé íà

ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè. Ìû áóäåì îáîíà÷àòü ÷åðåç DQSC(P ) è DMC(P )

ìíîæåñòâà ðàçáèåíèé ïîëèýäðà P íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è íà ìíîãîîá-

ðàçèÿ ñ óãëàìè ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç DQSC(P ) è DMC(P )� ñîîòâåòñòâó-

þùèå ìíîæåñòâà êëàññîâ êîíêîðäàíòíîñòè. Êëàññû êîíêîðäàíòíîñòè ðàç-

áèåíèé ïîëèýäðà P íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè

áóäåì íàçûâàòü DQSC-ñòðóêòóðàìè è DMC-ñòðóêòóðàìè íà ïîëèýäðå P

ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ ìîãëî áû îêàçàòüñÿ, ÷òî äâà ðàçáèåíèÿ

íà ïðîñòûå èëè êâàçèïðîñòûå êëåòêè íå êîíêîðäàíòíû êàê ðàçáèåíèÿ íà

(êâàçè)ïðîñòûå êëåòêè, íî ñòàíîâÿòñÿ êîíêîðäàíòíûìè, åñëè èõ ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ðàçáèåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè òà-

êîãî íå áûâàåò; ýòî áóäåò äîêàçàíî â ðàçäåëå 3.5.

Òàê êàê êàæäàÿ ïðîñòàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîñòîé, à êàæäàÿ êâàçè-

ïðîñòàÿ êëåòêà � ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè, ìû ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî êîì-

ïàêòíîãî ïîëèýäðà P åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ

DSC(P )→ DQSC(P )→ DMC(P ).
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Êàê ìû äîêàæåì â ðàçäåëå 3.5, ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè äëÿ

ëþáîãî P ; òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ DSC-, DQSC- è DMC-ñòðóêòóð íà ïî-

ëèýäðàõ ñîâïàäàþò. Ïîñëå òîãî, êàê ìû ýòî äîêàæåì, ìû áóäåì íàçûâàòü

èõ ïðîñòî D-ñòðóêòóðàìè è îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî D-ñòðóêòóð íà ïîëè-

ýäðå P ÷åðåç D(P ). Äëÿ ðàçíûõ öåëåé íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü

D-ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿìè íà ïðîñòûå èëè êâàçèïðîñòûå êëåòêè èëè íà

ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, íàïðèìåð, ÿçûê ïðîñòûõ êëåòîê íàèáîëåå óäî-

áåí äëÿ ââåäåíèÿ íà ìíîæåñòâå D(P ) ñòðóêòóðû ïîëóãðóïïû, à ðàçáèåíèÿ

íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè íàèáîëåå óäîáíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâîéñòâåííî-

ãî ðàçáèåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â çàäà÷å î

êîìáèíàòîðíîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ

ðàññëîåíèé.

Ïóñòü Y �ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, F �êàêàÿ-

íèáóäü ãðàíü ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-

æåñòâî B(F ), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãðàíè ðàçáèåíèÿ Y , ñîäåðæà-

ùèå ãðàíü F , óïîðÿäî÷åííûå ïî âêëþ÷åíèþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî B(F ) èçîìîðôíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó

ìíîæåñòâó ñèìïëåêñîâ (âêëþ÷àÿ ∅) íåêîòîðîãî ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷-

íîãî êîìïëåêñà, êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçûâàòü ëèíêîì ãðàíè F â ðàçáèå-

íèè Y è îáîçíà÷àòü ÷åðåç linkF èëè linkY F . Åñëè Y � òðèàíãóëÿöèÿ ïîëè-

ýäðà P , òàêîå îïðåäåëåíèå ëèíêà ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì. Åñëè P �ìíî-

ãîîáðàçèå, òî linkF åñòü (dimP−dimF−1)-ìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà,

êîãäà ãðàíü F íå ñîäåðæèòñÿ â êðàå ìíîãîîáðàçèÿ P , è (dimP−dimF−1)-

ìåðíûé êîìáèíàòîðíûé øàð, êîãäà F ñîäåðæèòñÿ â êðàå P . Ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ïîëèýäðà íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ÿâëÿåòñÿ õî-

162



ðîøèì, åñëè ëèíê ëþáîé åãî ãðàíè ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì

(à íå òîëüêî ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûì). Îòìåòèì, ÷òî åñëè âñå ãðàíè ðàç-

áèåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè, ìû ïðèõîäèì ê

ïîíÿòèþ (êóñî÷íî ëèíåéíîãî) ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïîëè-

ýäðà; åñëè ïðè ýòîì ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, ìû ïîëó÷àåì êóñî÷íî

ëèíåéíîå ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå, ò. å. òðèàíãóëÿöèþ.

3.3 Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î áëî÷íûõ ðàññëîåíèÿõ

Áëî÷íûå ðàññëîåíèÿ áûëè îïðåäåëåíû íåçàâèñèìî íåñêîëüêèìè àâòîðà-

ìè [115], [108], [92] â êîíöå 1960õ ãîäîâ. Ïî-âèäèìîìó, îíè ÿâëÿþòñÿ íàè-

áîëåå ïðàâèëüíûìè àíàëîãàìè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó-

÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ðàññëîåíèé êóñî÷íî ëèíåéíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé è êó-

ñî÷íî ëèíåéíîé òåîðèè òðàíñâåðñàëüíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âñÿêîå

ëîêàëüíî ïëîñêîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå êóñî÷íî ëèíåéíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòè äî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðìàëü-

íîå áëî÷íîå ðàññëîåíèÿ, à òàêæå ñ íàëè÷èåì êàê àáñîëþòíîé, òàê è îòíî-

ñèòåëüíîé òåîðåì òðàíñâåðñàëüíîñòè. Èçëîæèì çäåñü íåêîòîðûå íåîáõîäè-

ìûå íàì ñâåäåíèÿ î áëî÷íûõ ðàññëîåíèÿõ, ñëåäóÿ ñåðèè ðàáîò [117]�[119].

Ïóñòü Z �ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà çàìêíóòûå êëåòêè σk, k = 1, . . . , t,

òàêîå, ÷òî ãðàíèöà êàæäîé êëåòêè è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ êëåòîê ðàçáè-

åíèÿ Z ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè êëåòîê ðàçáèåíèÿ Z. Áëî÷íîå ðàññëîåíèå

ξq/Z ðàçìåðíîñòè q íàä ðàçáèåíèåì Z � ýòî ïîëèýäð E(ξ), ïîêðûòûé çà-

ìêíóòûìè øàðàìè βk, k = 1, 2, . . . , t, òàêîé, ÷òî P ⊂ E(ξ) è âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) βk � ýòî (dimσk + q)-ìåðíûé øàð, ñîäåðæàùèé êëåòêó σk, ïðè÷åì
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∂σk = σk ∩ ∂βk è (βk, σk) � íåçàóçëåííàÿ ïàðà øàðîâ; øàð βk íàçûâàåòñÿ

áëîêîì íàä êëåòêîé σk;

2) E(ξ)� îáúåäèíåíèå áëîêîâ βk;

3) îòíîñèòåëüíûå âíóòðåííîñòè áëîêîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ;

4) βk∩βl � îáúåäèíåíèå áëîêîâ íàä êëåòêàìè ïîäêîìïëåêñà σk∩σl ðàç-

áèåíèÿ Z.

Äâà áëî÷íûõ ðàññëîåíèÿ ξ1 è ξ2 íàä ðàçáèåíèåì Z íàçûâàþòñÿ èçî-

ìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òîæäåñòâåííûé íà P êóñî÷íî ëèíåéíûé ãî-

ìåîìîðôèçì h : E(ξ1)→ E(ξ2), ïåðåâîäÿùèé áëîêè ðàññëîåíèÿ ξ1 â áëîêè

ðàññëîåíèÿ ξ2. Êàæäîìó ïîäðàçäåëåíèþ Z1 ðàçáèåíèÿ Z ñîîòâåòñòâóåò ïîä-

ðàçäåëåíèå ξ1/Z1 áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ/Z, åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà (ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ñòðîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäðàçäåëåíèÿ

áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ; ñì. [117]). Ïóñòü Z1 è Z2 �äâà êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèÿ

ïîëèýäðà P ; áëî÷íûå ðàññëîåíèÿ ξ1/Z1 è ξ2/Z2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-

ìè, åñëè íåêîòîðûå èõ ïîäðàçäåëåíèÿ èçîìîðôíû. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ èíäóöèðîâàííîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷íûõ ðàñ-

ñëîåíèé, ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû Óèòíè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Òðèâèàëüíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè q íàä

ïîëèýäðîì P ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç εqP . Áëî÷íûå ðàññëîåíèÿ ξ1 è ξ2

íàä ïîëèýäðîì P íàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè áëî÷íûå

ðàññëîåíèÿ ξ1 ⊕ εq1P è ξ2 ⊕ εq2P ýêâèâàëåíòíû äëÿ íåêîòîðûõ q1 è q2. Äëÿ

ëþáîãî ïîëèýäðà P ìíîæåñòâî êëàññîâ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷-

íûõ ðàññëîåíèé íàä P ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðà-

öèè ñóììû Óèòíè; ìû áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ ÷åðåç I(P ). Ñòàáèëüíàÿ òåîðèÿ

áëî÷íûõ ðàññëîåíèé ñîâïàäàåò ñî ñòàáèëüíîé òåîðèåé ìèêðîðàññëîåíèé
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Ìèëíîðà (ñì. [106]); òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà I(P ) ñîâïàäàåò ñ ââåä¼ííîé

Ìèëíîðîì ãðóïïîé kPL(P ) êëàññîâ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìèêðî-

ðàññëîåíèé íàä ïîëèýäðîì P . Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì àáåëåâûõ

ãðóïï

I(P ) ∼= kPL(P ) ∼= [P,Z× BPL],

ãäå ÷åðåç [P,Q] îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïèè îòîáðàæåíèé,

ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà P â îòìå÷åííóþ òî÷êó ïðî-

ñòðàíñòâà Q. Íàì áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ ãðóïïîé I(P ), à ñ å¼ ôàêòîð-

ãðóïïîé Î(P ) ïî ïîäãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç êëàññîâ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíò-

íîñòè áëî÷íûõ ðàññëîåíèé, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ íà êàæäóþ èç êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè ïîëèýäðà P òðèâèàëüíû. Òîãäà Î(P ) ∼= [P,BPL].

Åñëè N ⊂ M � ëîêàëüíî ïëîñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå òàêîå, ÷òî

N ∩ ∂M = ∂N , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíî-

ñòè íîðìàëüíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ⊂M , ò. å. áëî÷íîå

ðàññëîåíèå ν íàä N òàêîå, ÷òî E(ν) ⊂M . Íîðìàëüíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå

äèàãîíàëè M ⊂ M ×M íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì áëî÷íûì ðàññëîåíèåì

ìíîãîîáðàçèÿ M .

Åñëè ξ � áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì M , òî E(ξ) � òîæå

ìíîãîîáðàçèå.

3.4 Ôîðìóëû äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàñ-

ñëîåíèé

Íàì õî÷åòñÿ ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ â òåðìèíàõ ïåðåñå÷åíèÿ áàçû áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ
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ñ òðèàíãóëÿöèåé òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü ξ � áëî÷íîå ðàññëîåíèå

íàä ðàçáèåíèåì Z ïîëèýäðà P . Íåñòðîãî ãîâîðÿ, èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî åñëè K �äîñòàòî÷íî ìåëêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïîëèýäðà E(ξ) ¾òðàíñâåð-

ñàëüíàÿ¿ ê P , òî áûëî áû åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ K

âûñåêàåò íà ïîëèýäðå P ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå (èëè êâàçèïðîñòûå) êëåò-

êè, êîòîðîå óæå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì îáúåêòîì è â òåðìèíàõ êîòîðî-

ãî ìîæíî ïûòàòüñÿ ïèñàòü ôîðìóëû äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿ-

ãèíà. (Ñëîâî ¾òðàíñâåðñàëüíà¿ âçÿòî â êàâû÷êè, òàê êàê òîòàëüíîå ïðî-

ñòðàíñòâà áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëèýäðîì êîíå÷íî æå

íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì è ïîýòîìó íàì íóæíî óòî÷íÿòü, ÷òî èìåííî

ìû ïîäðàçóìåâàåì ïîä òðàíñâåðñàëüíîñòüþ.) Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ãîðàç-

äî óäîáíåå íå ïîäáèðàòü ¾äîñòàòî÷íî õîðîøóþ¿ òðèàíãóëÿöèþ K, à âçÿòü

êàêóþ-íèáóäü òðèàíãóëÿöèþ K ïîëèýäðà E(ξ), ÿâëÿþùóþñÿ èçìåëü÷åíè-

åì ðàçáèåíèÿ íà áëîêè, è çàìåíèòü âëîæåíèå P ⊂ E(ξ) íà ãîìîòîïíîå åìó

êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå g : P → E(ξ), ðàñïîëîæåííîå ¾äîñòàòî÷-

íî õîðîøî¿ ïî îòíîøåíèþ ê òðèàíãóëÿöèè K. Ïðè ýòîì òðèàíãóëÿöèÿ K

íå îáÿçàíà áûòü ìåëêîé. Ñôîðìóëèðóåì òî÷íî, êàêèå èìåííî óñëîâèÿ ìû

õîòèì íàëîæèòü íà êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå g, ÷òîáû èìåòü âîç-

ìîæíîñòü íàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

1. Îáðàç g(σi) êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåì

åé áëîêå βi.

2. Îòîáðàæåíèå g òðàíññèìïëèöèàëüíî ê òðèàíãóëÿöèè K, ÷òî îçíà÷à-

åò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ P , âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

• Ïóñòü τ � ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè K, ñîäåðæàùèé òî÷êó g(p) â
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ñâîåé îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè, k = dim τ . Òîãäà ñóùåñòâóþò

çàìêíóòàÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè p â P , çàìêíó-

òàÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè g(p) â E(ξ) = |K|,

çàìêíóòàÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ îêðåñòíîñòü W âåðøèíû êîíóñà

â | cone link τ | è êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

U
g−−→ V

⊂−−→ | star τ | s−−→ | cone link τ |y y ∥∥∥
Dk−q ×W ⊂−−→ Dk ×W pr2−−→ W

⊂−−→ | cone link τ |,
â êîòîðîé âåðòèêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ëèíåé-

íûìè ãîìåîìîðôèçìàìè, (Dk, Dk−q)�íåçàóçëåííàÿ ïàðà øàðîâ

è s�ëèíåéíîå íà ñèìïëåêñàõ çâåçäû star τ îòîáðàæåíèå, ïåðåâî-

äÿùåå ñèìïëåêñ τ â âåðøèíó êîíóñà cone link τ è òîæäåñòâåííîå

íà ïîäêîìïëåêñå link τ ⊂ star τ .

Åñëè îòîáðàæåíèå g óäîâëåòâîðÿåò ñôîðìóëèðîâàííûì äâóì óñëîâè-

ÿì, ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðà-

çèÿ ñ óãëàìè, ãðàíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿ êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè ïðîîáðàçîâ îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè K ïðè îòîáðà-

æåíèè g. Ýòî ðàçáèåíèå íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç g!K. Òðåòüå óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà îòîáðàæåíèå g,

áóäåò ñëåäóþùèì:

3. Ðàçáèåíèå g!K ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè.

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå g ãîìîòîïíî òîæ-

äåñòâåííîìó âëîæåíèþ P ⊂ E(ξ).

Çàìå÷àíèå 3.4.1. Ïîíÿòèåòðàíññèìïëèöèàëüíîñòè ê òðèàíãóëÿöèè áû-

ëî ââåäåíî Ì. Àðìñòðîíãîì è Å. Çèìàíîì [51] äëÿ ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèé
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ìíîãîîáðàçèé. Â óñëîâèè 2 ìû äîñëîâíî ïîâòîðÿåì èõ îïðåäåëåíèå. Â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè, ìû ïî ñóòè íàõîäèìñÿ â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé,

òàê êàê ìû ìîæåì îòäåëüíî èçó÷àòü îòîáðàæåíèÿ σi → βi.

Íàì íóæíî îòâåòèòü íà äâà âîïðîñà:

• Êàê âû÷èñëÿòü ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íîãî ðàññëîå-

íèÿ ξ â òåðìèíàõ ðàçáèåíèÿ íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè g!K, ïîñòðîåí-

íîãî ïî êàêîìó-íèáóäü îòîáðàæåíèþ g, óäîâëåòâîðÿþùåìó ñôîðìó-

ëèðîâàííûì óñëîâèÿì 1�3?

• Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ äàííîé òðèàíãóëÿöèè K îòîáðàæåíèå g, óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1�3, è åñëè äà, êàê åãî ïîñòðîèòü?

Â ýòîì ðàçäåëå äàäèì îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. Â ðàçäåëå 3.8 ìû ïðèâå-

ä¼ì ÿâíóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèÿì 1�3 â ñëó÷àå, êîãäà K � òðèàíãóëÿöèÿ E(ξ) òàêàÿ, ÷òî êàæäûé

áëîê òðèàíãóëèðîâàí êàê êîíóñ íàä ñâîåé ãðàíèöåé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1.4 êàæäàÿ êâàçèïðîñòàÿ êëåò-

êà Q èçîìîðôíà êâàçèïðîñòîé êëåòêå QL äëÿ íåêîòîðîé ñèìïëèöèàëüíî

êëåòî÷íîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L; ïðè ýòîì L ëåãêî âîññòàíàâëèâàåò-

ñÿ ïî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó ãðàíåé êëåòêè Q. Ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó L ÷åðåç LQ.

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð îðèåíòàöèè êëåòêè Q èíäóöèðóåò âûáîð îðèåíòàöèè

êîìáèíàòîðíîé ñôåðû LQ.

Â ãðàäóèðîâàííîì êîëüöå Q[p1, p2, . . .] èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé àâòî-

ìîðôèçì w, ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ îáðàçóþùóþ pk â òàêîé ïîëèíîì
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p̃k ∈ Q[p1, p2, . . .], ÷òî

p̃k + p̃k−1p1 + p̃k−2p2 + . . .+ pk = 0

äëÿ âñåõ k. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç ïîëèíîìà F ïðè àâòîìîðôèçìå w

÷åðåç F̃ . Àâòîìîðôèçì w õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

F (p1(ξ), p2(ξ), . . .) = F̃ (p1(η), p2(η), . . .)

äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàññëîåíèé ξ è η ñ òðèâèàëüíîé ñóììîé Óèòíè ξ ⊕ η.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü ξ � q-ìåðíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷-

íûì ðàçáèåíèåì Z êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P , K �òðèàíãóëÿöèÿ òî-

òàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ íà

áëîêè, g : P → E(ξ)� êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå ñâîéñòâàì 1�3, è Y = g!K � âûñåêàåìîå

íà P ðàçáèåíèå íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè. Ïóñòü F ∈ Q[p1, p2, . . .]� îä-

íîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè 4k è f ∈ T 4k(Q)� óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ

ôîðìóëà äëÿ ïîëèíîìà F̃ = w(F ). Ðàññìîòðèì 4k-ìåðíóþ êëåòî÷íóþ êî-

öåïü f ](1)(Y ) ∈ C4k(Y ;Q), çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé 4k-ìåðíîé êëåò-

êå Q ðàçáèåíèÿ Y ðàâíî f(〈L′Q〉). Òîãäà f
]
(1)(Y )� êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé

êëàññ êîãîìîëîãèé F (p1(ξ), p2(ξ), . . .).

Çàìå÷àíèå 3.4.3. Åñëè áû ðàçáèåíèå g!K áûëî ðàçáèåíèåì íà ïðîñòûå

(à íå òîëüêî êâàçèïðîñòûå) êëåòêè, ìû ìîãëè áû âìåñòî êîöåïè f ](1)(Y )

âçÿòü êîöåïü f ](Y ), çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé 4k-ìåðíîé êëåòêå Q ðàç-

áèåíèÿ g!K ðàâíî f(〈LQ〉), à íå f(〈L′Q〉); ïîëó÷åííàÿ êîöåïü âñ¼ ðàâíî

ïðåäñòàâëÿëà áû òîò æå ïîëèíîì îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñèìïëè-

öèàëüíî êëåòî÷íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà LQ, â îòëè÷èå îò L
′
Q, íå îáÿçàíà
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áûòü ñèìïëèöèàëüíîé è, çíà÷èò, çíà÷åíèå f(〈LQ〉) ìîæåò áûòü íåîïðåäå-

ëåíî.

Çàìå÷àíèå 3.4.4. Â ýòîé ãëàâå ìû íå îáñóæäàåì âîïðîñà î ÿâíîì âû÷èñ-

ëåíèè çíà÷åíèé f(〈L〉). Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â ãëàâå 2 äëÿ ïåðâîãî

êëàññà Ïîíòðÿãèíà è â ðàçäåëå 4.7 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëèíîìîâ îò ðà-

öèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Òåîðåìà 3.4.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå íàøè

ðåçóëüòàòû î ÿâíûõ ôîðìóëàõ äëÿ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ

Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé; ïðè ýòîì ôîðìóëà äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîëèíîìà F îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîå-

íèé áóäåò íàñòîëüêî æå ÿâíîé è ýôôåêòèâíîé, íàñêîëüêî òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ

ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìà F̃ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿ-

ãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

3.5 Ñîâïàäåíèå ïîíÿòèé DSC-, DQSC- è DMC-ñòðóêòóð

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü M � n-

ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè ñ ãèïåðãðàíÿìè F1, . . . , Fm; Y �ðàçáèå-

íèå M íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè òàêîå, ÷òî âñå ãðàíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óã-

ëàìè M ÿâëÿþòñÿ ïîäêîìïëåêñàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ.

Çâ¼çäû âåðøèí v ðàçáèåíèÿ Y â åãî áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëå-

íèè Y ′ îáðàçóþò ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M çàìêíóòûìè êó-

ñî÷íî ëèíåéíûìè n-ìåðíûìè øàðàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðàçáèåíèå èìååò

åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè. Äëÿ êàæäîé

êëåòêè σ ðàçáèåíèÿ Y îáîçíà÷èì ÷åðåç Qσ ïîëíûé ïîäêîìïëåêñ òðèàíãó-
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ëÿöèè Y ′, íàòÿíóòûé íà ìíîæåñòâî áàðèöåíòðîâ âñåõ êëåòîê êîìïëåêñà Y ,

ñîäåðæàùèõ êëåòêó σ. Â ÷àñòíîñòè, Qv = starY ′ v, åñëè v� âåðøèíà ðàçáè-

åíèÿ Y . Òîãäà Qσ �êîìáèíàòîðíûé øàð ðàçìåðíîñòè n−dimσ. Ïóñòü òå-

ïåðü F �êàêàÿ-íèáóäü ãðàíü ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M . Åñëè êëåòêà σ íå

ñîäåðæèòñÿ â F , òî Qσ∩F = ∅. Åñëè σ ñîäåðæèòñÿ â F , òî Qσ∩F åñòü ïîë-

íûé ïîäêîìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè Y ′, íàòÿíóòûé íà ìíîæåñòâî áàðèöåíòðîâ

âñåõ êëåòîê êîìïëåêñà Y , ñîäåðæàùèõ êëåòêó σ è ñîäåðæàùèõñÿ â ãðàíè F .

Çíà÷èò, Qσ ∩ F �êîìáèíàòîðíûé øàð ðàçìåðíîñòè n − dimσ − codimF .

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç n-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ øàðîâQv èìååò åñòå-

ñòâåííóþ ñòðóêòóðó êâàçèïðîñòîé êëåòêè ñ ãèïåðãðàíÿìè Qe, ãäå e� âñå-

âîçìîæíûå âûõîäÿùèå èç v ð¼áðà ðàçáèåíèÿ Y , è Qv ∩Fi, ãäå Fi� âñåâîç-

ìîæíûå ãèïåðãðàíè ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîäåðæàùèå âåðøèíó v. Ãðàíÿìè

êâàçèïðîñòîé êëåòêè Qv ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå êëåòêè Qσ ∩ F , ãäå σ�

ãðàíü ðàçáèåíèÿ Y , ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó v è F � ãðàíü ìíîãîîáðàçèÿ ñ

óãëàìè M , ñîäåðæàùàÿ êëåòêó σ. Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ êâà-

çèïðîñòûõ êëåòîê Qv1 è Qv2 ÿâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì ãðàíèöû êàæäîé èç

íèõ, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êâàçèïðîñòûå êëåòêè Qσ ∩ F îáðàçóþò ðàçáèå-

íèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, êîòîðîå ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç Y ∗ è íàçûâàòü ðàçáèåíèåì, äâîéñòâåííûì ðàçáèåíèþ Y .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåä-

ëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1. Åñëè Y �õîðîøåå ðàçáèåíèå, òî Y ∗� ðàçáèåíèå íà

ïðîñòûå êëåòêè; åñëè Y � ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè, òî Y∗�õîðî-

øåå ðàçáèåíèå.

Ãðàíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M ÿâëÿþòñÿ ïîäêîìïëåêñàìè ðàçáèå-
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íèÿ Y ∗. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ðàçáèåíèÿ Y ∗ íà ãðàíü F ñîâïàäàåò ñ ðàç-

áèåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè F , äâîéñòâåííûì ê ðàçáèåíèþ Y |F . Ïóñòü

òåïåðü X �ðàçáèåíèå êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëà-

ìè è Y �ðàçáèåíèå P íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, ÿâëÿþùååñÿ èçìåëü÷åíèåì

ðàçáèåíèÿ X. Òîãäà äëÿ êàæäîé ãðàíè M ðàçáèåíèÿ X ìû ìîæåì âçÿòü

îãðàíè÷åíèå Y |M è ïåðåéòè ê äâîéñòâåííîìó ðàçáèåíèþ íà êâàçèïðîñòûå

êëåòêè, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ∗M . Òàêèå ðàçáèåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ãðà-

íåé M ñîãëàñîâàíû è âñå âìåñòå äàþò ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà êâàçèïðî-

ñòûå êëåòêè, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Y ∗X . Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.5.1

ñëåäóåò, ÷òî, åñëè Y �õîðîøåå ðàçáèåíèå, ðàçáèåíèå Y ∗X ÿâëÿåòñÿ ðàçáèå-

íèåì íà ïðîñòûå êëåòêè.

Íàñ áóäåò îñîáåííî èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà ðàçáèåíèå Y = K åñòü

òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M òàêàÿ, ÷òî âñå ãðàíè ìíîãîîáðà-

çèÿ M ÿâëÿþòñÿ ïîäêîìïëåêñàìè. Òàê êàê òðèàíãóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðî-

øèì ðàçáèåíèåì íà ïðîñòûå êëåòêè, ïðåäëîæåíèå 3.5.1 óòâåðæäàåò, ÷òî

K∗�õîðîøåå ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.2. Ïîëèýäð M × [0, 1] èìååò ñòðóêòóðó (n + 1)-

ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ñ ãèïåðãðàíÿìè M ×0, Fi× [0, 1], ãäå Fi�

ãèïåðãðàíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M , è Qv × 1, ãäå v� âåðøèíû òðèàí-

ãóëÿöèè K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈M × [0, 1],

ëåæàùåé ðîâíî â k èç óêàçàííûõ ãèïåðãðàíåé, ñóùåñòâóåò å¼ çàìêíóòàÿ

êóñî÷íî ëèíåéíàÿ îêðåñòíîñòü U â M × [0, 1] è êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæå-

íèå h : U ↪→ Rk> × Rn+1−k, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì, îïèñàííûì â

îïðåäåëåíèè 3.1.5. Åñëè p /∈ M × 1, ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç
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òîãî, ÷òî M �ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè. Ïóñòü p ∈M × 1. Ðàññìîòðèì êëåò-

êó (Qσ ∩F )× 1 ðàçáèåíèÿ K∗× 1, â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êîòîðîé

ëåæèò òî÷êà p. Ïóñòü σ� ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè v1, . . . , vl è F �êîìïî-

íåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà F1 ∩ . . . ∩ Fr, ãäå Fi�ðàçëè÷íûå ãèïåðãðàíè

ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìèM . Òîãäà òî÷êà p ëåæèò ðîâíî â k = l+r ãèïåðãðà-

íÿõ Qv1× 1, . . ., Qvl × 1, F1× [0, 1], . . ., Fr× [0, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ⊂ K ′

(n − l − r)-ìåðíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó, ÿâëÿþùóþñÿ ïîëíûì ïîäêîì-

ïëåêñîì, íàòÿíóòûì íà áàðèöåíòðû âñåõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè K|F ,

ñòðîãî ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñ σ (ìû áóäåì ïîìåùàòü òðèàíãóëÿöèþ J â

M × 1, ò. å. áóäåì îòîæäåñòâëÿòü J è J × [0, 1]). Òîãäà çàìêíóòàÿ îêðåñò-

íîñòü V òî÷êè p â F × [0, 1] ìîæåò áûòü òðèàíãóëèðîâàíà êàê p∗ q ∗J ∗∂σ,

ãäå q òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè p íà M × 0 âäîëü îòðåçêà [0, 1].

Ïîñòðîèì âëîæåíèå h1 : V ↪→ Rl>×Rn+1−l−r. Äëÿ ýòîãî îòîáðàçèì òî÷êó p

â íà÷àëî êîîðäèíàò, òî÷êè vj � â êîíöû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei îðòàíòà Rl>,

òî÷êó q� â êîíåö âåêòîðà e1 + . . .+el; îòîáðàçèì êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó J

ïðè ïîìîùè êàêîãî-íèáóäü êóñî÷íî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà íà ãðàíè-

öó êàêîãî-íèáóäü âûïóêëîãî ñèìïëåêñà ∆n+1−l−r ⊂ Rn+1−l−r è ïðîäîëæèì

îòîáðàæåíèå íà äæîéí ïî ëèíåéíîñòè. Âëîæåíèå h1 îòîáðàæàåò êàæäîå èç

ìíîæåñòâ ((Qvj∩F )×1)∩V íà ïåðåñå÷åíèå ïîäìíîæåñòâà h1(V ) ñ ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì îðòàíòà â Rl>, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà ei, i 6= j, íà Rn+1−l−r.

Òåïåðü èç òîãî, ÷òîM �ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè, ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äî-

ñòàòî÷íî ìàëåíüêîé çàìêíóòîé êóñî÷íî ëèíåéíîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p

âM× [0, 1] ñóùåñòâóåò êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå h2 : U ↪→ Rr>×V , ïåðå-

âîäÿùåå êàæäîå èç ìíîæåñòâ (Qvj×1)∩U íà ìíîæåñòâî ((Qvj∩F )×1)∩V

è êàæäîå èç ìíîæåñòâ Fi íà ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà h2(U) ñ ïðîèçâåäåíè-
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åì íà V ïîäîðòàíòà â Rr>, çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì íóëþ i-îé êîîðäèíàòû.

Òîãäà ñêâîçíîå âëîæåíèå

U
h2−→ Rr> × V

id×h1−−−→ Rr> × Rl> × Rn+1−l−r

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âëîæåíèåì h.

Ïîëèýäð M × [0, 1] ñ îïèñàííîé ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M̃K . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî M̃K �ïðî-

ñòàÿ êëåòêà, åñëè M �ïðîñòàÿ êëåòêà è M̃K �êâàçèïðîñòàÿ êëåòêà, åñ-

ëè M �êâàçèïðîñòàÿ êëåòêà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè F ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M ñòðóê-

òóðà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íà F × [0, 1] êàê íà ãðàíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ

óãëàìè M̃K ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè F̃K|F . Ïóñòü

òåïåðü X �ðàçáèåíèå êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè

è K � òðèàíãóëÿöèÿ ïîëèýäðà P , ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ X.

Äëÿ êàæäîé ãðàíèM ðàçáèåíèÿX íàäåëèìM×[0, 1] ñòðóêòóðîé ìíîãîîá-

ðàçèÿ ñ óãëàìè M̃K|M . Âñå âìåñòå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè M̃K|M îáðàçóþò

ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1] íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè; ìû îáîçíà÷èì

ýòî ðàçáèåíèå ÷åðåç X̃K . Îãðàíè÷åíèå ðàçáèåíèÿ X̃K íà P × 0 ñîâïàäàåò

ñ ðàçáèåíèåì X, à íà P × 1� ñ ðàçáèåíèåì íà ïðîñòûå êëåòêè K∗X . Åñëè

X �ðàçáèåíèå íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, òî X̃K � òîæå ðàçáèåíèå íà êâà-

çèïðîñòûå êëåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.3. Ëþáîå ðàçáèåíèå êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà íà ìíî-

ãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè êîíêîðäàíòíî ðàçáèåíèþ íà ïðîñòûå êëåòêè. Åñëè

èñõîäíîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, îíî

êîíêîðäàíòíî ðàçáèåíèþ íà ïðîñòûå êëåòêè â ñìûñëå êîíêîðäàíòíîñòè
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ðàçáèåíèé íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, îáà åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèÿ DSC(P ) → DQSC(P ) è

DQSC(P ) → DMC(P ) ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêöèÿìè. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îíè

ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.4. Äâà ðàçáèåíèÿ êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà íà ïðîñòûå

êëåòêè, êîíêîðäàíòíûå êàê ðàçáèåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, êîíêîð-

äàíòíû è êàê ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè. Äâà ðàçáèåíèÿ êîìïàêòíî-

ãî ïîëèýäðà íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, êîíêîðäàíòíûå êàê ðàçáèåíèÿ íà

ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, êîíêîðäàíòíû è êàê ðàçáèåíèÿ íà êâàçèïðîñòûå

êëåòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ïåðâîå èç òðåáóåìûõ óòâåðæäåíèé; äîêà-

çàòåëüñòâî âòîðîãî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü Y0 è Y1 �äâà ðàçáèåíèÿ

ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè; X �ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1] íà ìíî-

ãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà P × 0 è P × 1 ñóòü ðàçáè-

åíèÿ Y0 è Y1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü K �ïðîèçâîëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïî-

ëèýäðà P × [0, 1], ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ X; K0 è K1 � å¼

îãðàíè÷åíèÿ íà P ×0 è P ×1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà K∗X åñòü ðàçáèåíèå ïî-

ëèýäðà P× [0, 1] íà ïðîñòûå êëåòêè, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà P×0 è P×1

ñóòü ðàçáèåíèÿ (K0)
∗
Y0
è (K1)

∗
Y1
ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, ðàçáèåíèÿ (K0)

∗
Y0

è (K1)
∗
Y1
êîíêîðäàíòíû êàê ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè. Îñòàëîñü çàìå-

òèòü, ÷òî ðàçáèåíèå (̃Yi)Ki
∈ DSC(P × [0, 1]), i = 0, 1, îñóùåñòâëÿåò êîí-

êîðäàíòíîñòü ðàçáèåíèé Yi è (Ki)
∗
Yi
êàê ðàçáèåíèé íà ïðîñòûå êëåòêè.

Èòàê, DSC(P ) = DQSC(P ) = DMC(P ) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîëè-

ýäðà P . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî ïðîñòî ÷å-
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ðåç D(P ), íàçûâàòü åãî ýëåìåíòû D-ñòðóêòóðàìè íà P è èñïîëüçîâàòü ïî

íåîáõîäèìîñòè ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè, êâàçèïðîñòûå êëåòêè è ìíî-

ãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé D-ñòðóêòóð.

Îòìåòèì, ÷òî ïîïóòíî ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ïðåäñòàâèòåëåé

êàæäîé D-ñòðóêòóðû åñòü ñêîëü óãîäíî ìåëêèå ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå

êëåòêè.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.5. Ïóñòü Y ∈ D(P ) è K �òðèàíãóëÿöèÿ ïîëèýä-

ðà P . Òîãäà ñðåäè ðàçáèåíèé íà ïðîñòûå êëåòêè, ïðåäñòàâëÿþùèõ D-

ñòðóêòóðó Y, íàéä¼òñÿ òàêîå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì òðèàí-

ãóëÿöèè K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y �êàêîå-íèáóäü ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà ïðî-

ñòûå êëåòêè, ïðåäñòàâëÿþùåå D-ñòðóêòóðó P . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ

òðèàíãóëÿöèþ L ïîëèýäðà P , ÿâëÿþùóþñÿ îáùèì èçìåëü÷åíèåì òðèàíãó-

ëÿöèè K è ðàçáèåíèÿ Y . Òîãäà L∗Y �èñêîìîå ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåò-

êè.

3.6 Îïåðàöèè íàä D-ñòðóêòóðàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðàêòè÷åñêè âñ¼ âðåìÿ áóäåì ðàáîòàòü ñ ðàçáèåíèÿìè

íà ïðîñòûå êëåòêè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç dimx P ëîêàëüíóþ ðàçìåð-

íîñòü ïîëèýäðà P â òî÷êå x. Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëî-

æåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìû îòëîæèì äî ðàçäåëà 3.7.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.1. Ïóñòü P1, P2 � êîìïàêòíûå ïîëèýäðû òàêèå, ÷òî

dimy P2 > dimP1 äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ P2, R ⊂ P1 � çàìêíóòîå êóñî÷íî
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ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî, X è Y2 � ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè ïîëè-

ýäðîâ R è P2 ñîîòâòåòñòâåííî. Ïóñòü h : P1 → P2 �íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ X èçîìîðôíî íà íåêî-

òîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y2. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå Y1 ∈ DSC(P1)

è êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå g : P1 → P2 òàêèå, ÷òî:

1) ðàçáèåíèå X ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ðàçáèåíèÿ Y1;

2) îòîáðàæåíèå g ãîìîòîïíî h, ïðè ýòîì ãîìîòîïèÿ òîæäåñòâåííà

íà R;

3) g îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y1 èçîìîðôíî íà íåêîòî-

ðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y2.

Ïóñòü Y1 è Y2 �ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè ïîëèýäðîâ P1 è P2 ñîîò-

âåòñòâåííî. Íàçîâåì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ðàçáèåíèé Y1 è Y2 ðàçáèåíèå

Y1 × Y2 ∈ DSC(P1 × P2), êëåòêàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ êëå-

òîê ðàçáèåíèÿ Y1 íà êëåòêè ðàçáèåíèÿ Y2. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè çàìåíèòü

ðàçáèåíèÿ Y1 è Y2 íà êîíêîðäàíòíûå, òî ðàçáèåíèå Y1 × Y2 òîæå çàìåíèò-

ñÿ íà êîíêîðäàíòíîå. Çíà÷èò, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Y1 × Y2 ∈ D(P1 × P2) äâóõ D-ñòðóêòóð Y1 ∈ D(P1) è Y2 ∈ D(P2).

Ïóñòü h : P1 → P2 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì îòîáðàæå-

íèå èíäóöèðîâàíèÿ h∗ : D(P2) → D(P1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîò-

ðèì D-ñòðóêòóðó Y2 ∈ D(P2). Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî òàêîå, ÷òî dimy(P2 × ∆n) > dimP1 äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ P2 × ∆n.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè Y2 â êëàññå êîíêîð-

äàíòíîñòè Y2. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå

Y1 ∈ DSC(P1) è îòîáðàæåíèå g : P1 → P2 ×∆n, ãîìîòîïíîå îòîáðàæåíèþ

h×pt : P1 → P2×∆n, òàêèå, ÷òî g îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y1
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èçîìîðôíî íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y2×∆n. Îáîçíà÷èì êëàññ êîí-

êîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ Y1 ÷åðåç h
∗Y2 è íàçîâåì åãî D-ñòðóêòóðîé, èí-

äóöèðîâàííîé D-ñòðóêòóðîé Y2 ïðè îòîáðàæåíèè h.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.2. D-ñòðóêòóðà h∗Y2 çàâèñèò òîëüêî îò D-ñòðóê-

òóðû Y2 è ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà îòîáðàæåíèÿ h è íå çàâèñèò îò

âûáîðà ðàçáèåíèÿ Y2, ÷èñëà n è îòîáðàæåíèÿ g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, âûáèðàÿ âìåñòî ðàçáèåíèÿ Y2, ÷èñëà n è îòîá-

ðàæåíèÿ g ñîîòâåòñòâåííî ðàçáèåíèå Ỹ2, ÷èñëî ñ è îòîáðàæåíèå g̃, ìû

ïîëó÷èì ðàçáèåíèå Ỹ1 ∈ DSC(P1). Äîêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèÿ Y1 è Ỹ1 êîí-

êîðäàíòíû. Ïðåæäå âñåãî, âñåãäà ìîæíî âëîæèòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

ïîëèýäð P2×∆n â ïîëèýäð P2×∆m, ãäå m > n. Ïðè ýòîì ïîñòðîåííîå ðàç-

áèåíèå Y1 íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n = ñ > dimP1 + 1.

Ðàçáèåíèÿ Y2 è Ỹ2 ýêâèâàëåíòíû. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå X2 ïî-

ëèýäðà P2×∆n× [0, 1], îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà ïîäìíîæåñòâà P2×∆n×0

è P2 ×∆n × 1 èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâåííî ðàçáèåíèÿì Y2 ×∆n è Ỹ2 ×∆n.

Ïóñòü G : P1 × [0, 1] → P2 × ∆n � ãîìîòîïèÿ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè g è

g̃. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ĝ : P1 × [0, 1] → P2 × ∆n × [0, 1] ïî ôîðìóëå

Ĝ(x, t) = (G(x, t), t). Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî P1 × 0 ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ Y1

è ìíîæåñòâî P1×1 ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ Ỹ1. Ïðèìåíèâ ïðåäëîæåíèå 3.6.1

ê ïîëèýäðó P1× [0, 1], åãî ïîäìíîæåñòâó (P1× 0)∪ (P1× 1) è îòîáðàæåíèþ

Ĝ, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå X1 ∈ DSC(P1 × [0, 1]), îãðàíè÷å-

íèÿ êîòîðîãî íà ïîäìíîæåñòâà P1× 0 è P1× 1 èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâåííî

ðàçáèåíèÿì Y1 è Ỹ1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèåíèÿ Y1 è Ỹ1 ýêâèâàëåíòíû.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè h1 : P1 → P2 è h2 : P2 → P3 � íåïðåðûâíûå
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îòîáðàæåíèÿ, òî (h2 ◦ h1)
∗ = h∗1 ◦ h∗2.

Îïðåäåëèì ñóììó D-ñòðóêòóð Y1,Y2 ∈ D(P ) ïî ôîðìóëå

Y1 + Y2 = d∗(Y1 × Y2),

ãäå d : P ↪→ P × P �äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ

ñëîæåíèÿ êîììóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.3. Ïóñòü P1, P2, R1 è R2 �ïîëèýäðû, X è Y � D-

ñòðóêòóðû íà ïîëèýäðàõ P2 è R2 ñîîòâåòñòâåííî è g : P1 → P2 è

h : R1 → R2 �íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà

(g × h)∗(X × Y) = (g∗X )× (h∗Y).

Ñëåäñòâèå 3.6.4. Åñëè h : P1 → P2 �íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî

h∗ : D(P2)→ D(P1)� ãîìîìîðôèçì ïîëóãðóïï.

Ñëåäñòâèå 3.6.5. Ïîëóãðóïïà D(P ) ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðè-

àíòîì ïîëèýäðà P .

Òðèàíãóëÿöèÿ ïîëèýäðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàçáèåíèÿ íà ïðî-

ñòûå êëåòêè. Ëþáûå äâå òðèàíãóëÿöèè ïîëèýäðà P êîíêîðäàíòíû, òàê êàê

ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïîëèýäðà (P × 0) ∪ (P × 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî òðèàí-

ãóëÿöèè ïîëèýäðà P × [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, â ìíîæåñòâå D(P ) åñòü âûäå-

ëåííûé ýëåìåíò EP , îòâå÷àþùèé òðèàíãóëÿöèÿì ïîëèýäðà P . Î÷åâèäíî,

÷òî h∗EP2
= EP1

äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ h : P1 → P2.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.6. Ýëåìåíò EP ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ïîëóãðóïïû D(P ), òî

åñòü Y + EP = Y äëÿ ëþáîé D-ñòðóêòóðû Y ∈ D(P ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü pt� òî÷êà. Ïîëóãðóïïà D(pt) êîíå÷íî æå ñîñòî-

èò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà Ept. Ïóñòü h� îòîáðàæåíèå ïîëèýäðà P â

òî÷êó pt; òîãäà h∗Ept = EP , çíà÷èò, Y + EP = Y × Ept = Y .

Ìû áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè òðèâè-

àëüíûì, åñëè îíî êîíêîðäàíòíî òðèàíãóëÿöèè.

Ïóñòü òåïåðü M �ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè. Åñëè ðàçáèåíèÿ Y1 è Y2 ìíî-

ãîîáðàçèÿ M íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè êîíêîðäàíòíû ïîñðåäñòâîì ðàçáè-

åíèÿ X, òî ðàçáèåíèÿ Y ∗1 è Y ∗2 êîíêîðäàíòíû ïîñðåäñòâîì ðàçáèåíèÿ X∗.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå (íå ãî-

ìîìîðôèçì!) ∗ : D(M)→ D(M), Y 7→ Y∗.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.7. Îòîáðàæåíèå ∗ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé è íå çàâè-

ñèò îò ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íà ìíîãîîáðàçèè M .

Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèM � ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, òî Y ∗∗ = Y äëÿ ëþáîãî

ðàçáèåíèÿ Y ∈ DQSC(M) è óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíî. ÅñëèM �

ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, òî ¾âäàëè¿ îò êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ñòðîåíèå ðàç-

áèåíèÿ Y ∗ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íà M

è ðàçáèåíèÿ Y ∗∗ è Y ñîâïàäàþò. Ñëîâî ¾âäàëè¿ èìååò ñìûñë ¾âíå îáúåäè-

íåíèÿ êëåòîê ðàçáèåíèÿ Y , ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ M¿.

Âûáèðàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 3.5.5 â êà÷åñòâå Y äîñòàòî÷íî ìåëêîå

ðàçáèåíèå, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ðàçáèåíèå Y ∗ íå çàâèñåëî îò

âûáîðà ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íà M è ðàçáèåíèÿ Y ∗∗ è Y ñîâ-

ïàäàëè âíå ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé îêðåñòíîñòè U êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿM .

Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ òåïåðü ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èìååòñÿ îòîá-

ðàæåíèå h : M → M , ãîìîòîïíîå òîæäåñòâåííîìó, îáðàç êîòîðîãî ëåæèò
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âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðàÿ U , è, çíà÷èò, D-ñòðóêòóðà, ïðåäñòàâëÿ-

åìàÿ ðàçáèåíèåì â ãðóïïå D(M), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì

ýòîãî ðàçáèåíèÿ íà äîïîëíåíèå ê îêðåñòíîñòè U .

3.7 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.6.1

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé (P1, R) ∼= (Dn, Sn−1). Èç òîãî, ÷òî

dimy P2 > dimP1 äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ P2, ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå h

ìîæíî çàìåíèòü íà êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå h1 òàêîå, ÷òî:

1) h1 ãîìîòîïíî h, ïðè÷åì ãîìîòîïèÿ ïîñòîÿííà íà R;

2) h1(P1) ëåæèò â n-ìåðíîì îñòîâå ðàçáèåíèÿ Y2;

3) h1 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êóñî÷íî ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì ñ îáðà-

çîì íà îòêðûòîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ïîëèýäðà P1.

Âûáåðåì òðèàíãóëÿöèè J1 è J2 ïîëèýäðîâ P1 è P2 ñîîòâåòñòâåííî òàê,

÷òîáû îòîáðàæåíèå h1 áûëî ñèìïëèöèàëüíûì. Âûáåðåì òðèàíãóëÿöèþ K2

ïîëèýäðà P2, ÿâëÿþùóþñÿ îáùèì ïðÿìîëèíåéíûì ïîäðàçäåëåíèåì òðèàí-

ãóëÿöèé J2 è Y ′2 , òàêóþ, ÷òî åå îãðàíè÷åíèå íà êàæäóþ n-ìåðíóþ êëåò-

êó Q ðàçáèåíèÿ Y2 ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì KQ, èçîìîðô-

íûì íåêîòîðîìó ïðÿìîëèíåéíîìó ïîäðàçäåëåíèþ ñèìïëåêñà ∆n. Ïåðåéäåì

ê ïîäðàçäåëåíèþ K1 òðèàíãóëÿöèè J1 òàêîìó, ÷òîáû îòîáðàæåíèå h1 áû-

ëî ñèìïëèöèàëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå òðèàíãóëÿöèé (K1, K2). Òîãäà

h1 îòîáðàæàåò êàæäûé ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè K1 ëèíåéíî íà íåêîòîðûé

ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè K2 òîé æå ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ êàæäîé n-ìåðíîé êëåòêè Q ðàçáèåíèÿ Y2 îáîçíà÷èì (n−1)-ìåðíûé

îñòîâ êîìïëåêñà KQ ÷åðåç Kn−1
Q . Ðåàëèçóåì êëåòêó Q â âèäå âûïóêëî-

ãî ñèìïëåêñà ∆n ⊂ Rn òàê, ÷òî âñå ñèìïëåêñû òðèàíãóëÿöèè KQ áóäóò
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ðåàëèçîâàíû â âèäå âûïóêëûõ ñèìïëåêñîâ. Âûáåðåì òî÷êó o, ëåæàùóþ

âî âíóòðåííîñòè ñèìïëåêñà ∆n, òàêóþ, ÷òî o íå ëåæèò íè â îäíîé èç

ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñû òðèàíãóëÿöèè Kn−1
Q . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

π : |Kn−1
Q | → ∂∆n öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ èç òî÷êè o. Ïóñòü K̃n−1

Q � òàêîå

ïîäðàçäåëåíèå òðèàíãóëÿöèè Kn−1
Q , ÷òî îáðàç êàæäîãî ñèìïëåêñà òðèàí-

ãóëÿöèè K̃n−1
Q ïðè îòîáðàæåíèè π ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðãðàíè ñèìïëåê-

ñà ∆n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π̃ : |K̃n−1
Q | → ∂∆n ïñåâäîðàäèàëüíóþ ïðîåêöèþ

èç òî÷êè o (îïðåäåëåíèå ñì. â [44]). Òîãäà, â îòëè÷èå îò îòîáðàæåíèÿ π,

îòîáðàæåíèå π̃ áóäåò êóñî÷íî ëèíåéíûì.

Îïðåäåëèì êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå t : ∆n → ∆n òàêîå, ÷òî

t||Kn−1
Q | = π̃, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü τ0 � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ òðèàí-

ãóëÿöèè KQ, âî âíóòðåííîñòè êîòîðîãî ëåæèò òî÷êà o. Â êà÷åñòâå îãðàíè-

÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ t íà ñèìïëåêñ τ0 âîçüìåì êàêîå-íèáóäü ïðîäîëæåíèå

êóñî÷íî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà π̃|∂τ0 : ∂τ0 → ∂∆n äî êóñî÷íî ëèíåé-

íîãî ãîìåîìîðôèçìà τ0 → ∆n. Ïóñòü òåïåðü τ � ïðîèçâîëüíûé n-ìåðíûé

ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè KQ, îòëè÷íûé îò τ0. Òîãäà ãðàíèöà ñèìïëåêñà τ

äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè: (∂τ)− � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê x ∈ ∂τ

òàêèõ, ÷òî îòðåçîê ñ êîíöàìè x è o íå ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòè ñèìïëåê-

ñà τ , è (∂τ)+ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê x ∈ ∂τ òàêèõ, ÷òî îò-

ðåçîê ñ êîíöàìè x è o ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà τ . ×åòâåðêà

(∂τ, (∂τ)−, (∂τ)+, (∂τ)− ∩ (∂τ)+) êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíà ñòàíäàðò-

íîé ÷åòâåðêå (Sn−1, Dn−1
− , Dn−1

+ , Sn−2). Êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π̃

ïåðåâîäèò êàæäîå èç ìíîæåñòâ (∂τ)− è (∂τ)+ ãîìåîìîðôíî íà íåêîòîðûé

çàìêíóòûé øàð Bn ⊂ ∂∆n. Ïóñòü bτ � áàðèöåíòð ñèìïëåêñà τ . Îáîçíà÷èì

÷åðåç τ− è τ+ êîíóñû ñ âåðøèíîé bτ íàä ìíîæåñòâàìè (∂τ)− è (∂τ)+ ñîîò-
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âåòñòâåííî. Ïîëàãàåì τm = τ+∩τ−. Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ t

íà ïîäìíîæåñòâî τm âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî ëèíåéíûé ãîìåîìîð-

ôèçì τm → ∂∆n\B, ñîâïàäàþùèé ñ π̃ íà ∂τm = (∂τ)− ∩ (∂τ)+. Òîãäà

îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ t íà êàæäîå èç ìíîæåñòâ ∂τ− è ∂τ+ ÿâëÿåòñÿ

êóñî÷íî ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì ýòîãî ìíîæåñòâà íà ∂∆n. Âîçüìåì â

êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé îòîáðàæåíèÿ t íà ìíîæåñòâà τ− è τ+ ïðîèçâîëüíûå

ïðîäîëæåíèÿ ýòèõ ãîìåîìîðôèçìîâ äî êóñî÷íî ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèç-

ìîâ τ− → ∆n è τ+ → ∆n ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå t : Q→ Q,

òîæäåñòâåííîå íà ∂Q, êîòîðîå îòîáðàæàåò ñèìïëåêñ τ0, à òàêæå êàæäîå

èç ìíîæåñòâ τ− è τ+ (äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà τ ) ãîìåîìîðôíî íà âñþ êëåò-

êó Q. Ðàññìàòðèâàÿ òàêèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ âñåõ êëåòîê Q, ïîëó÷èì îòîá-

ðàæåíèå t : Skn Y2 → Skn Y2, ãîìîòîïíîå òîæäåñòâåííîìó è òîæäåñòâåííîå

íà (n− 1)-ìåðíîì îñòîâå ðàçáèåíèÿ Y2. Ïóñòü ρ � ïðîèçâîëüíûé n-ìåðíûé

ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöèè K1. Òîãäà h1 îòîáðàæàåò ñèìïëåêñ ρ íà íåêîòîðûé

n-ìåðíûé ñèìïëåêñ τ òðèàíãóëÿöèè K2, ëåæàùèé â íåêîòîðîé êëåòêå Q

ðàçáèåíèÿ Y2. Åñëè τ 6= τ0, òî ðàçáèåíèå ñèìïëåêñà τ íà äâå êëåòêè τ− è

τ+ èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå ñèìïëåêñà ρ íà äâå êëåòêè ρ− è ρ+. Ïðîèçâåäÿ

òàêîå ïîäðàçäåëåíèå äëÿ âñåõ ñèìïëåêñîâ ρ ∈ K1, ïîëó÷èì êëåòî÷íîå ðàç-

áèåíèå Y1 ïîëèýäðà P1. Êîìïîçèöèÿ g = t ◦ h1 îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó

ýòîãî ðàçáèåíèÿ ãîìåîìîðôíî íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y2. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàçáèåíèå Y1 ïîëó÷àåò ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå Y1 è îòîáðàæåíèå g óäîâëåòâîðÿþò âñåì

òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 3.6.1.

Åñëè (P1, R) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëèýäðàëüíàÿ ïàðà, òî ïðåäëîæåíèå ëåãêî
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äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî îñòîâàì ïîëèýäðà P1.

3.8 Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ áàçû, òðàíññèìïëèöè-

àëüíîãî ê òðèàíãóëÿöèè òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè îòîáðàæåíèÿ g, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî óñëîâèÿì 1�3, ñôîðìóëèðîâàííûì â íà÷àëå ðàçäåëà 3.4. Â ðàáî-

òå [51] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.8.1 (Ì. Àðìñòðîíã, Å. Çèìàí). Ïóñòü f : M ↪→ Q� êóñî÷íî

ëèíåéíîå âëîæåíèå çàìêíóòûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé è K �

òðèàíãóëÿöèÿ Q. Òîãäà ñóùåñâóåò ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ îáúåìëåìàÿ êóñî÷-

íî ëèíåéíàÿ èçîòîïèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ âëîæåíèå f â âëîæåíèå g, òðàíñ-

ñèìïëèöèàëüíîå ê òðèàíãóëÿöèè K.

Òàêæå â ðàáîòå [51] áûë äîêàçàí îòíîñèòåëüíûé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû

äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì, òðåáóþùèé îäíàêî ñïåöèàëüíîãî âûáîðà òðè-

àíãóëÿöèè K â çàâèñèìîñòè îò äàííîãî âëîæåíèÿ. Íåêîòîðûå äàëüíåéøèå

ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ì. Àðìñòðîíãîì [50].

Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ñìîæåì èñïîëüçîâàòü óêàçàííûå òåîðåìû Àðìñò-

ðîíãà�Çèìàíà è Àðìñòðîíãà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðà-

æåíèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 1�3. Äåëî â òîì, ÷òî, ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, íàì íóæíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê ìû õîòèì, ÷òîáû

ðàçáèåíèå g!K áûëî ðàçáèåíèåì íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, à íå òîëüêî íà

ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, � áîëåå ñëàáîå, òàê êàê íàì

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå g ïîëó÷àëîñü èç òîæäåñòâåííîãî âëîæå-
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íèÿ P ⊂ E(ξ) ïðè ïîìîùè ãîìîòîïèè, à íå îáúåìëåìîé èçîòîïèè, è ìû

ñîáèðàåìñÿ ðàáîòàòü òîëüêî ñ òðèàíãóëÿöèÿìè K äîâîëüíî ñïåöèàëüíîãî

âèäà.

Çàìå÷àíèå 3.8.2. Êàê óêàçàë àâòîðó Ñ.À. Ìåëèõîâ, èç ðåçóëüòàòîâ Ñ. Áó-

îíêðèñòèàíî, Ê. Ðóðêà è Á. Ñàíäåðñîíà [65] ìîæíî âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå

äëÿ ëþáîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ òðèàíãóëÿöèè K åãî òîòàëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâî, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå P ⊂ E(ξ)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì 1�3 èç ðàçäåëà 3.4. Ìû îäíàêî ïðåäïî÷èòà-

åì íå èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [65] â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,

ýòà ðàáîòà íå ñîäåðæèò ïîëíûõ äîêàçàòåëüñòâ (è àâòîðó íåèçâåñòíî, èìååò-

ñÿ ëè àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî ãäå-íèáóäü åù¼), à âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå

òåîðåìû Áóîíêðèñòèàíî�Ðóðêà�Ñàíäåðñîíà òðåáóåò ïåðåõîäà ê î÷åíü ìåë-

êîìó ïîäðàçäåëåíèþ èñõîäíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ áàçû, â òî âðåìÿ êàê

íèæå ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçáèåíèÿ g, óäîâëåòâîðÿ-

þùåãî óñëîâèÿì 1�3, äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèèK ïîëèýäðà E(ξ) òàêîé, ÷òî

êàæäûé áëîê òðèàíãóëèðîâàí êàê êîíóñ íàä ñâîåé ãðàíèöåé.

Íàì áóäåò óäîáíî çàìåíèòü óñëîâèÿ 1�3 óñëîâèÿìè, ôîðìóëèðóåìûìè

â áîëåå êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ.

Îïðåäåëåíèå 3.8.3. Ïóñòü P1 è P2 �ïîëèýäðû, Y �õîðîøåå ðàçáèåíèå

ïîëèýäðà P1 íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè èK � òðèàíãóëÿöèÿ ïîëèýäðà P2. Ìû

áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå g : P1 → P2 q-îòîáðàæåíèåì ïî îòíîøåíèþ

ê ïàðå ðàçáèåíèé (Y,K), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

• Áàðèöåíòð êàæäîé k-ìåðíîé êëåòêè ðàçáèåíèÿ Y ïåðåõîäèò ïðè îòîá-

ðàæåíèè g â áàðèöåíòð íåêîòîðîãî (k + q)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà òðèàí-
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ãóëÿöèè K.

• Åñëè Q1 è Q2 �äâå ðàçëè÷íûå ïåðåñåêàþùèåñÿ êëåòêè ðàçáèåíèÿ Y ,

òî îáðàçû áàðèöåíòðîâ êëåòîê Q1 è Q2 ïðè îòîáðàæåíèè g íå ñîâïà-

äàþò.

• Îòîáðàæåíèå g ëèíåéíî íà ñèìïëåêñàõ òðèàíãóëÿöèè Y ′.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âìåñòî îòîáðàæåíèé g,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1�3, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèÿ

g : P → E(ξ) òàêèå, ÷òî g(σi) ⊂ βi äëÿ êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z

è g ÿâëÿåòñÿ q-îòîáðàæåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê êàêîìó-íèáóäü õîðîøåìó

ðàçáèåíèþ Y ïîëèýäðà P íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è òðèàíãóëÿöèè K, ãäå

q�ðàçìåðíîñòü áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ.

Ïðåäëîæåíèå 3.8.4. Ïóñòü Y �õîðîøåå ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P íà

êâàçèïðîñòûå êëåòêè, ÿâëÿþùååñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ Z, è

g : P → E(ξ) � q-îòîáðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå ðàçáèåíèé (Y,K)

òàêîå, ÷òî g(σi) ⊂ βi äëÿ âñåõ êëåòîê σi ðàçáèåíèÿ Z. Òîãäà îòîáðàæå-

íèå g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�3 èç ðàçäåëà 3.4, è g!K = Y . Îáðàò-

íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî g : P → E(ξ)� îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì 1�3, è Y = g!K. Òîãäà ñóùåñòâóåò êóñî÷íî ëèíåéíàÿ ãîìîòî-

ïèÿ îòîáðàæåíèÿ g â íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå g1 òàêàÿ, ÷òî â ïðîöåññå

ãîìîòîïèè îáðàç êàæäîé òî÷êè ïîëèýäðà P âñ¼ âðåìÿ îñòà¼òñÿ â îòíî-

ñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè îäíîãî è òîãî æå ñèìïëåêñà òðèàíãóëÿöèè K

è ðåçóëüòèðóþùåå îòîáðàæåíèå g1 ÿâëÿåòñÿ q-îòîáðàæåíèåì ïî îò-

íîøåíèþ ê ïàðå (Y,K) òàêèì, ÷òî g1(σi) ⊂ βi äëÿ âñåõ êëåòîê σi è

g!
1K = Y .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g : P → E(ξ) � q-îòîáðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê

ïàðå ðàçáèåíèé (Y,K) òàêîå, ÷òî g(σi) ⊂ βi äëÿ âñåõ êëåòîê σi. Ïóñòü x�

áàðèöåíòð êàêîé-íèáóäü êëåòêè Q ðàçáèåíèÿ Y , k = dimQ. Òîãäà çâåçäà

starY ′ x ÿâëÿåòñÿ äæîéíîì Q′ ∗ L, ãäå L ⊂ Y ′�ïîäêîìïëåêñ, èçîìîðô-

íûé (linkY Q)′; ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà L ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì áà-

ðèöåíòðîâ êëåòîê, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ êëåòêó Q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Li ⊂ L

ïîäêîìïëåêñ, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîìïëåêñà L ñ êëåòêîé σi. (Íà-

ïîìíèì, ÷òî âñå êëåòêè σi ÿâëÿþòñÿ ïîäêîìïëåêñàìè ðàçáèåíèÿ Y è, çíà-

÷èò, ïîäêîìïëåêñàìè òðèàíãóëÿöèè Y ′.) Êîìïëåêñ Li èçîìîðôåí êîìïëåê-

ñó (linkY |σi Q)′, ïîýòîìó îí ïóñò, åñëè òî÷êà x íå ëåæèò â êëåòêå σi, îí

ÿâëÿåòñÿ (dimσi− k− 1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé, åñëè òî÷êà x ëå-

æèò â êëåòêå σi, íî íå â å¼ êðàå, è (dimσi−k−1)-ìåðíûì êîìáèíàòîðíûì

øàðîì, åñëè òî÷êà y ëåæèò â êðàå êëåòêè σi.

Ïóñòü g(x) = y � áàðèöåíòð ñèìïëåêñà τ òðèàíãóëÿöèè K; òîãäà

dim τ = k + q. Çâåçäà starK ′ y ÿâëÿåòñÿ äæîéíîì τ ′ ∗ J , ãäå J ⊂ K ′�ïîä-

êîìïëåêñ, èçîìîðôíûé (linkK τ)′; ìíîæåñòâî âåðøèí êîìïëåêñà J ñîâïàäà-

åò ñ ìíîæåñòâîì áàðèöåíòðîâ ñèìïëåêñîâ, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñ τ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ji ⊂ J ïîäêîìïëåêñ, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîìïëåê-

ñà J ñ áëîêîì βi. Êîìïëåêñ Ji èçîìîðôåí êîìïëåêñó (linkK|βi τ)′, ïîýòîìó

îí ïóñò, åñëè òî÷êà y íå ëåæèò â áëîêå βi, îí ÿâëÿåòñÿ (dim βi− k− q− 1)-

ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé, åñëè òî÷êà y ëåæèò â áëîêå βi, íî íå â åãî

êðàå, è (dim βi − k − q − 1)-ìåðíûì êîìáèíàòîðíûì øàðîì, åñëè òî÷êà y

ëåæèò â êðàå áëîêà βi. Îäíàêî dim βi = dimσi + q äëÿ âñåõ i. Çíà÷èò, åñëè

îáà êîìïëåêñà Li è Ji íåïóñòû, îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ q-îòîáðàæåíèåì, ëåãêî ñëåäóåò,
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÷òî îíî îòîáðàæàåò êîìïëåêñ L ñèìïëèöèàëüíî â êîìïëåêñ J . Ïðè ýòîì

îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ g íà êîìïëåêñ L ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, òàê êàê

îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè g áàðèöåíòðîâ äâóõ ðàçíûõ êëåòîê êîìïëåêñà Y ,

ñîäåðæàùèõ êëåòêó Q, íå ìîãóò ñîâïàäàòü. Êðîìå òîãî, g(σi) ⊂ βi, çíà÷èò,

g(Li) ⊂ Ji äëÿ âñåõ i. Òàê êàê êðàé êëåòêè σi ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

êëåòîê σs ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî g(∂Li) ⊂ ∂Ji.

Ïóñòü òåïåðü σj �êëåòêà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x â ñâîåé îòíîñèòåëüíîé

âíóòðåííîñòè; òîãäà Lj � ñôåðà. Ñôåðà íå ìîæåò èíúåêòèâíî îòîáðàæàòü-

ñÿ â øàð òîé æå ðàçìåðíîñòè. Çíà÷èò, Jj � òîæå ñôåðà, ñëåäîâàòåëüíî,

òî÷êà y ëåæèò â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè áëîêà βj. Çíà÷èò, òî÷êà x

ëåæèò â êëåòêå σi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà y ëåæèò â áëîêå βi;

ïðè ýòîì, åñëè i 6= j, òî÷êè x è y ëåæàò â êðàÿõ êëåòêè σi è áëîêà βi

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñ Li íåïóñò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà êîìïëåêñ Ji íåïóñò è ëèáî îáà êîìïëåêñà Li è Ji ÿâëÿþòñÿ ñôåðàìè

(ïðè i = j), ëèáî îáà îíè ÿâëÿþòñÿ øàðàìè (ïðè i 6= j). Çíà÷èò, g îòîá-

ðàæàåò êàæäûé êîìïëåêñ Li èçîìîðôíî íà êîìïëåêñ Ji è, ñëåäîâàòåëüíî,

êîìïëåêñ L èçîìîðôíî íà êîìïëåêñ J . Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå îòîá-

ðàæåíèÿ g íà çâåçäó starY ′ x = Q′ ∗L åñòü ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå â

çâåçäó starK ′ y = τ ′ ∗ J , îòîáðàæàþùåå ïîäêîìïëåêñ Q′ â ïîäêîìïëåêñ τ ′ è

ïîäêîìïëåêñ L èçîìîðôíî íà ïîäêîìïëåêñ J . Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

îòîáðàæåíèå g òðàíññèìïëèöèàëüíî òðèàíãóëÿöèè K âî âñåõ âíóòðåííèõ

òî÷êàõ êëåòêè Q. Òàê êàê âñ¼ âûøåèçëîæåííîå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

êëåòêè Q ðàçáèåíèÿ Y , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g òðàíññèìïëèöèàëüíî ê K.

Î÷åâèäíî, ÷òî g!K = Y .

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî g : P → E(ξ) � îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâî-
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ðÿþùåå óñëîâèÿì 1�3, è g!K = Y . Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå g1 ñëåäóþùèì

îáðàçîì: áàðèöåíòð b(Q) êàæäîé êëåòêè Q îòîáðàçèì â áàðèöåíòð òîãî

ñèìïëåêñà τ òðèàíãóëÿöèè K, â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êîòîðîãî ëå-

æèò òî÷êà g(b(Q)); òîãäà dim τ = dimQ + q. Èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå g

òðàíññèìïëèöèàëüíî ê K ñëåäóåò, ÷òî îíî ïåðåâîäèò îòíîñèòåëüíûå âíóò-

ðåííîñòè êëåòîê ðàçáèåíèÿ Y â îòíîñèòåëüíûå âíóòðåííîñòè ñèìïëåêñîâ

òðèàíãóëÿöèè K òàê, ÷òî èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñîâ linkY Q è linkK τ . Çíà÷èò, îòíîñè-

òåëüíûå âíóòðåííîñòè äâóõ ðàçíûõ êëåòîê ðàçáèåíèÿ Y , ñîäåðæàùèõ êëåò-

êó Q, îòîáðàæàþòñÿ â îòíîñèòåëüíûå âíóòðåííîñòè ðàçíûõ ñèìïëåêñîâ

òðèàíãóëÿöèè K, ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñ τ . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå g1

ÿâëÿåòñÿ q-îòîáðàæåíèåì òàêèì, ÷òî g1(σi) ⊂ βi äëÿ âñåõ i. Â êà÷åñòâå èñ-

êîìîé ãîìîòîïèè ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè g è g1 ìîæíî âçÿòü ëèíåéíóþ

èíòåðïîëÿöèþ.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè è ïðî-

äîëæåíèè q-îòîáðàæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.8.5. Ïóñòü ξ � q-ìåðíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä êëå-

òî÷íûì ðàçáèåíèåì Z ïîëèýäðà P , Z1 � ïîäêîìïëåêñ ðàçáèåíèÿ Z,

P1 = |Z1|, K � òðèàíãóëÿöèÿ òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ), ÿâëÿ-

þùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ íà áëîêè, òàêàÿ, ÷òî áëîê βi íàä êàæ-

äîé êëåòêîé σi ðàçáèåíèÿ Z, íå ëåæàùåé â ïîäêîìïëåêñå Z1, òðèàíãóëè-

ðîâàí êàê êîíóñ íàä òðèàíãóëÿöèåé ñâîåé ãðàíèöû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Y1 � õîðîøåå ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P1 íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè, ÿâëÿþùå-

åñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ Z1, è g1 : P1 → E(ξ|P1
) � q-îòîáðàæåíèå

ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå (Y1, K|E(ξ|P1)), òàêîå, ÷òî g1(σi) ⊂ βi äëÿ êàæäîé
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êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z1. Òîãäà ñóùåñòâóþò õîðîøåå ðàçáèåíèå Y ïîëè-

ýäðà P íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è q-îòîáðàæåíèå g : P → E(ξ) òàêèå,

÷òî Y |P1
= Y1, g|P1

= g1 è g(σi) ⊂ βi äëÿ êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî êëåòêàì ðàçáè-

åíèÿ Z èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.8.6. Ïóñòü J � òðèàíãóëÿöèÿ ñôåðû Sn+q−1 è

K = cone(J) � òðèàíãóëÿöèÿ øàðà Dn+q â âèäå êîíóñà, Y �õîðîøåå

ðàçáèåíèå ñôåðû Sn−1 íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è h : Sn−1 → Sn+q−1 �

q-îòîáðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå ðàçáèåíèé (Y, J). Òîãäà ñóùåñòâó-

þò õîðîøåå ðàçáèåíèå X øàðà Dn ñ êðàåì Sn−1 íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè

è q-îòîáðàæåíèå g : Dn → Dn+q ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå ðàçáèåíèé (X,K)

òàêèå, ÷òî X|Sn−1 = Y è g|Sn−1 = h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ K∗, J∗ è Y ∗ øàðà Dn+q, ñôå-

ðû Sn+q−1 è ñôåðû Sn−1 ñîîòâåòñòâåííî. (øàð Dn+q ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè ñ åäèíñòâåííîé ãèïåðãðàíüþ Sn+q−1.) ÐàçáèåíèÿK,

J è Y õîðîøèå, ïîýòîìó ðàçáèåíèÿ K∗, J∗ è Y ∗ ÿâëÿþòñÿ ðàçáèåíèÿ-

ìè íà ïðîñòûå êëåòêè. Ðàçáèåíèå J∗ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ãðàíèöåé ïðîñòîé êëåòêè QJ = starK ′ u, ãäå u� âåðøèíà êîíó-

ñà K = cone(J). Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå K∗ ïîëó÷àåòñÿ èç êëåòêè QJ ïðè-

êëåèâàíèåì ê å¼ ãðàíèöå öèëèíäðà Sn−1 × [0, 1], ðàçáèòîãî êàê J∗ × [0, 1].

(Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ê ãðàíèöå êëåòêè QJ ïðèêëåèâàåòñÿ îñíîâàíèå öèëèí-

äðà Sn−1 × 1.)

Îòîáðàæåíèå h : Sn−1 → Sn+q−1 ÿâëÿåòñÿ q-îòîáðàæåíèåì, çíà÷èò, îíî

ïåðåâîäèò áàðèöåíòð êàæäîé k-ìåðíîé êëåòêè ðàçáèåíèÿ Y â áàðèöåíòð
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êàêîãî-íèáóäü (k + q)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà òðèàíãóëÿöèè J . Çíà÷èò, îòîá-

ðàæåíèå h ïåðåâîäèò áàðèöåíòð êàæäîé l-ìåðíîé êëåòêè ðàçáèåíèÿ Y ∗ â

áàðèöåíòð íåêîòîðîé l-ìåðíîé êëåòêè ðàçáèåíèÿ J∗. Èç òîãî, ÷òî áàðèöåí-

òðû ïåðåñåêàþùèõñÿ êëåòîê ðàçáèåíèÿ Y ïåðåõîäÿò â áàðèöåíòðû ðàçíûõ

ñèìïëåêñîâ, ñëåäóåò, ÷òî áàðèöåíòðû âñåõ ãðàíåé êàæäîé êëåòêè ðàçáèå-

íèÿ Y ∗ ïåðåõîäÿò ïðè îòîáðàæåíèè h â áàðèöåíòðû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

êëåòîê ðàçáèåíèÿ J∗. Òàêèì îáðàçîì, h îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàç-

áèåíèÿ Y ∗ èçîìîðôíî íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ J∗.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.6.1 ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèå Z øàðà Dn íà ïðî-

ñòûå êëåòêè è êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : Dn → QJ òàêèå, ÷òî îãðà-

íè÷åíèÿ ðàçáèåíèÿ Z è îòîáðàæåíèÿ f íà ñôåðó Sn−1 ñîâïàäàþò ñ ðàçáèå-

íèåì Y ∗ è îòîáðàæåíèåì h× 1 : Sn−1 → Sn+q−1× 1 = ∂QJ ñîîòâåòñòâåííî

è îòîáðàæåíèå f îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Z èçîìîðôíî íà

íåêîòîðóþ ãðàíü êëåòêè QJ . Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííîå ðàçáèåíèå X = Z∗

øàðà Dn. Èìååì, X|Sn−1 = Y . Òàê êàê Dn�ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, â ðàç-

áèåíèè X = Z∗ åñòü êëåòêè äâóõ òèïîâ: êëåòêè Qτ , ãäå τ �êëåòêè ðàçáè-

åíèÿ Z, è êëåòêè Rτ = Qτ ∩ ∂Dn, ãäå τ �êëåòêè ðàçáèåíèÿ Z|∂Dn = Y ∗;

ïðè ýòîì Rτ åñòü â òî÷íîñòè êëåòêà ðàçáèåíèÿ Y , äâîéñòâåííàÿ êëåòêå τ

ðàçáèåíèÿ Y ∗. Èìååì, dimQτ = n− dim τ , dimRτ = n− dim τ − 1.

Îïðåäåëèì ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå g : X ′ → K ′, çàäàâ åãî íà

âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè X ′ (òî åñòü íà áàðèöåíòðàõ êëåòîê ðàçáèåíèÿ X)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ g íà ñôåðó Sn−1 ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì

h, òî åñòü g(b(Rτ)) = h(b(Rτ)) äëÿ âñåõ êëåòîê τ ðàçáèåíèÿ Y
∗.

• Áàðèöåíòð êàæäîé êëåòêè Qτ , ãäå τ �êëåòêà ðàçáèåíèÿ Z, ïåðåõîäèò
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â áàðèöåíòð êëåòêè f(τ).

Ïåðâîå, ÷òî íàì íóæíî ïðîâåðèòü � ÷òî áàðèöåíòðû âëîæåííûõ äðóã â

äðóãà êëåòîê ðàçáèåíèÿ X ïåðåõîäÿò â áàðèöåíòðû âëîæåííûõ äðóã â äðó-

ãà ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèèK � òîãäà ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå g áó-

äåò êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿ-

åòñÿ ïàðà êëåòîê Rτ ⊂ Qτ , ãäå τ �êëåòêà ðàçáèåíèÿ Y ∗. Â ýòîì ñëó÷àå

áàðèöåíòð êëåòêè Rτ ïåðåõîäèò ïðè îòîáðàæåíèè g â áàðèöåíòð íåêî-

òîðîãî ñèìïëåêñà η òðèàíãóëÿöèè J ; íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

áàðèöåíòð êëåòêè Qτ ïåðåõîäèò â áàðèöåíòð ñèìïëåêñà u ∗ η, ãäå u�

âåðøèíà êîíóñà K. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè g áàðèöåíòð

êàæäîé k-ìåðíîé êëåòêè ðàçáèåíèÿ X ïåðåõîäèò â áàðèöåíòð íåêîòîðîãî

(k+ q)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà òðèàíãóëÿöèè K. Èç òîãî, ÷òî áàðèöåíòðû ãðà-

íåé êàæäîé êëåòêè ðàçáèåíèÿ Z ïðè îòîáðàæåíèè f âñå ðàçëè÷íû, ëåãêî

ñëåäóåò, ÷òî áàðèöåíòðû ðàçëè÷íûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé ðàçáèåíèÿ X

ïðè îòîáðàæåíèè g âñå ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ

q-îòîáðàæåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå ðàçáèåíèé (X,K).

3.9 Ãîìîìîðôèçì X : Î(P )→ D(P )

Äëÿ áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä ïîëèýäðîì P ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [ξ]

ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ãðóïïû Î(P ).

Òåîðåìà 3.9.1. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P èìååòñÿ ãîìîìîð-

ôèçì ïîëóãðóïï X : Î(P )→ D(P ), åñòåñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê íåïðå-
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ðûâíûì îòîáðàæåíèÿì ïîëèýäðîâ, òî åñòü òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

Î(P2)
X−−→ D(P2)

h∗

y h∗

y
Î(P1)

X−−→ D(P1)

(3.1)

êîììóòàòèâíà äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ h : P1 → P2 êîì-

ïàêòíûõ ïîëèýäðîâ. Îòîáðàæåíèå X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïóñòü ξ � q-ìåðíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì Z

ïîëèýäðà P , K �òðèàíãóëÿöèÿ E(ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàç-

áèåíèÿ íà áëîêè, Y �õîðîøåå ðàçáèåíèå P íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè è

g : P → E(ξ) � q-îòîáðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïàðå ðàçáèåíèé (Y,K)

òàêîå, ÷òî îáðàç êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z ïðè îòîáðàæåíèè g ñî-

äåðæèòñÿ â áëîêå βi íàä íåé; òîãäà X ([ξ]) åñòü êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè

ðàçáèåíèÿ Y .

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü X (ξ)

âìåñòî X ([ξ]). Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî èç ïðåäëîæåíèÿ 3.8.5 ñëåäóåò, ÷òî

êîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ â òåîðåìå 3.9.1, çàäà¼ò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå

åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X : Iq(P )→ D(P ), ãäå Iq(P )�ìíîæåñòâî êëàñ-

ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè q-ìåðíûõ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä P . Ê ñîæàëåíèþ,

íàì íå óäàñòñÿ íàïðÿìóþ äîêàçàòü ôîðìóëó X (ξ1 × ξ2) = X (ξ1) × X (ξ2),

èç êîòîðîé ñëåäîâàëî áû, ÷òî îòîáðàæåíèå X ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ãðóï-

ïó Î(P ) è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîëóãðóïï. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðèàíãóëÿöèé íå ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû íàì ïðèä¼òñÿ ïîëó÷èòü äðóãîå, áîëåå óäîá-

íîå ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèå, îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ X â òåðìèíàõ

èíâîëþöèé ∗.
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Êîððåêòíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü è åñòåñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ X . Âî-ïåð-

âûõ, îòìåòèì, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3.8.5 äëÿ ëþáîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ

ñóùåñòâóþò òðèàíãóëÿöèÿ K, õîðîøåå ðàçáèåíèå íà êâàçèïðîñòûå êëåò-

êè Y è q-îòîáðàæåíèå g, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 3.9.1. Íàì

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ Y íå çàâèñèò îò

âûáîðà òàêîé òðîéêè (K,Y, g), è íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå áëî÷íîãî ðàññëîå-

íèÿ ξ íà ýêâèâàëåíòíîå. Ïóñòü ξ̃ � ýêâèâàëåíòíîå ξ áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä

êàêèì-íèáóäü êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì Z̃ ïîëèýäðà P è
(
K̃, Ỹ , g̃

)
� òðîéêà,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.9.1 äëÿ áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ̃. Èç

ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [117] ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå áëî÷íûå ðàñ-

ñëîåíèÿ ξ è ξ̃ êîíêîðäàíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò q-ìåðíîå áëî÷íîå ðàññëî-

åíèå η íàä êàêèì-íèáóäü êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì W ïîëèýäðà P × [0, 1]

òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ W è áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ η

íà ïîäïîëèýäð P × 0 ñóòü êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Z è áëî÷íîå ðàññëîåíèå ξ

ñîîòâåòñòâåííî, à íà ïîäïîëèýäð P × 1�êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Z̃ è áëî÷-

íîå ðàññëîåíèå ξ̃ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.8.5 ñóùåñòâóþò

òðèàíãóëÿöèÿ J ïîëèýäðà E(η), õîðîøåå ðàçáèåíèå íà êâàçèïðîñòûå êëåò-

êè X ïîëèýäðà P × [0, 1] è q-îòîáðàæåíèå f : P × [0, 1] → E(η) ïî îòíî-

øåíèþ ê ïàðå ðàçáèåíèé (X, J), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 3.9.1

äëÿ áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ η, òàêèå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ òðèàíãóëÿöèè J íà

E(ξ) è E
(
ξ̃
)
ñóòü òðèàíãóëÿöèè K è K̃ ñîîòâåòñòâåííî è îãðàíè÷åíèÿ ðàç-

áèåíèÿ X è îòîáðàæåíèÿ f íà P × 0 è P × 1 ñóòü ðàçáèåíèÿ Y è Ỹ è

îòîáðàæåíèÿ g è g̃ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçáèåíèå X îáåñïå÷èâàåò êîí-

êîðäàíòíîñòü ðàçáèåíèé Y è Ỹ . Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå X : Iq(P ) → D(P )

êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

194



Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû (3.1) î÷åâèäíà, åñëè h : P1 → P2 � êó-

ñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî h�êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà k îòîáðàæåíèå h ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

P1
h1−→ P2 ×Dk p−→ P2,

ãäå h1 �êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå è p�ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíî-

æèòåëü. Òàê êàê ìíîæåñòâà Iq(P ) è D(P ) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè

èíâàðèàíòàìè ïîëèýäðà P , îòîáðàæåíèå p∗ ÿâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç

äâóõ ôóíêòîðîâ Iq(·) è D(·) áèåêöèåé, îáðàòíîé ê îòîáðàæåíèþ i∗, ãäå

i : P2 → P2 × Dk � ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå. Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàì-

ìû (3.1) äëÿ îòîáðàæåíèÿ h ñëåäóåò èç å¼ êîììóòàòèâíîñòè äëÿ âëîæå-

íèé h1 è i.

Äàëåå íàì ïðèä¼òñÿ ðàáîòàòü ñ èíâîëþöèÿìè ∗ : D(M) → D(M) äëÿ

ðàçíûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèéM ; ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû, ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü îòîáðàæåíèå ∗ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ÷åðåç ∗M . (Íàïîì-

íèì, ÷òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.6.7, èíâîëþöèÿ ∗M íå çàâèñèò îò ñòðóêòóðû

ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè íà M .) Ïóñòü ξ � áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîá-

ðàçèåì M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç i : M → E(ξ) òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå, ÷åðåç

r : E(ξ)→M êàêóþ-íèáóäü ðåòðàêöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∗ξ èíâîëþöèþ

i∗ ∗E(ξ) r
∗ : D(M)→ D(M).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λξ îòîáðàæåíèå ∗M∗ξ : D(M)→ D(M).

Ïðåäëîæåíèå 3.9.2. Åñëè M � êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå è ξ �

áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä íèì, òî

X (ξ) = λξ(EM) = ∗M i∗ ∗E(ξ)

(
EE(ξ)

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g : M → E(ξ) � q-îòîáðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ

ê íåêîòîðîìó õîðîøåìó ðàçáèåíèþ Y ìíîãîîáðàçèÿ M íà êâàçèïðîñòûå

êëåòêè è íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè K òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ), ãäå

q = dim ξ. Òîãäà g îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåò-

êè Y ∗ èçîìîðôíî íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè K∗,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Åñëè Y1 è Y2 �ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé M1 è M2, òî (Y1 × Y2)
∗ = Y ∗1 × Y ∗2 . (Çäåñü, åñëè M1 è M2 �

ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàÿìè, ìíîãîîáðàçèå M1 ×M2 íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé

ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, ãèïåðãðàíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèé ∂M1×M2 è M1×∂M2). Ïîýòîìó åñëè ξ1

è ξ2 � áëî÷íûå ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðàçèÿìè M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî,

Y1 ∈ D(M1) è Y2 ∈ D(M2), òî

∗ξ1×ξ2(Y1 × Y2) = ∗ξ1(Y1)× ∗ξ2(Y2). (3.2)

Ïîñêîëüêó ξ⊕εnM = ξ×εnpt äëÿ ëþáîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä ìíîãîîá-

ðàçèåìM , èíâîëþöèÿ ∗ξ çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíò-

íîñòè áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå X : Iq(M) → D(M)

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ãðóïïó Î(M). Â ÷àñòíîñòè, X (εnM) = EM . Òàê êàê ëþ-

áîé êîìïàêòíûé ïîëèýäð ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì íåêîòîðî-

ãî êîìïàêòíîãî êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à ãðóïïû Î(P ) è ïîëó-

ãðóïïû D(P ) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, òå æå ðåçóëüòàòû

âåðíû è äëÿ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä ïðîèçâîëüíûì êîìïàêòíûì ïîëèýä-

ðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
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òåîðåìû 3.9.1.

Ïðåäëîæåíèå 3.9.3. Äëÿ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä êîìïàêòíûìè ïîëè-

ýäðàìè âåðíû ôîðìóëû

X (ξ1 × ξ2) = X (ξ1)×X (ξ2), X (ξ1 ⊕ ξ2) = X (ξ1) + X (ξ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ èç äîêàçûâàåìûõ ôîðìóë äëÿ áëî÷íûõ ðàññëîå-

íèé íàä êóñî÷íî ëèíåéíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì

ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (3.2). Òàê êàê ëþáîé êîìïàêòíûé ïîëèýäð ÿâëÿåòñÿ

äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî êóñî÷íî ëèíåéíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ, à ãðóïïû Î(P ) è ïîëóãðóïïû D(P ) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷å-

ñêèìè èíâàðèàíòàìè, ýòà ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áëî÷íûå ðàññëîå-

íèÿ íàä ïðîèçâîëüíûìè êîìïàêòíûìè ïîëèýäðàìè. Âòîðàÿ èç äîêàçûâà-

åìûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïåðâîé ôîðìóëû è

åñòåñòâåííîñòè îòîáðàæåíèÿ X .

Êàæäîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèåM ìîæåò áûòü êóñî÷íî ëèíåé-

íî ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåíî â êóñî÷íî ëèíåéíûé øàð Dq äîñòàòî÷íî áîëü-

øîé ðàçìåðíîñòè òàê, ÷òîáû åãî êðàé âêëàäûâàëñÿ â êðàé øàðà, à âíóò-

ðåííîñòü � âî âíóòðåííîñòü. Êàê äîêàçàëè Ê. Ðóðê è Á. Ñàíäåðñîí [117],

â òàêîé ñèòóàöèè âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íîðìàëüíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå ν ìíîãîîáðàçèÿ M â Dq, êëàññ

ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà q è âëî-

æåíèÿ è ðàâåí [ν] = −[τ ], ãäå τ �êàñàòåëüíîå áëî÷íîå ðàññëîåíèå ìíîãî-

îáðàçèÿ M .

Ïðåäëîæåíèå 3.9.4. X (ν) = E∗M .
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Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ýòî ïðåäëîæåíèå, ñôîðìóëèðóåì îäíî âñïîìî-

ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî

äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.6.7.

Ïðåäëîæåíèå 3.9.5. Ïóñòü M1,M2 � ìíîãîîáðàçèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåð-

íîñòè, i : M1 ↪→M2 � êóñî÷íî ëèíåéíîå âëîæåíèå. Òîãäà

i∗∗M2
= ∗M1

i∗.

Ñëåäñòâèå 3.9.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ

è ξ � áëî÷íîå ðàññëîåíèå íàä M2. Òîãäà

i∗∗ξ = ∗i∗ξi∗.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.9.4. Ïóñòü i : M ↪→ Dq �ëîêàëüíî ïëîñ-

êîå âëîæåíèå òàêîå, ÷òî i(M) ∩ ∂Dq = i(∂M). Âëîæåíèå i ðàçëàãàåòñÿ â

êîìïîçèöèþ äâóõ âëîæåíèé i1 : M ↪→ E(ν) è i2 : E(ν) ↪→ Dq. Çíà÷èò,

X (ν) = ∗M ∗ν EM = ∗M i∗1 ∗E(ν) EE(ν) = ∗M i∗ ∗Dq EDq = ∗M i∗EDq = E∗M .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî E∗Dq = EDq . Îíî âåðíî, òàê êàê øàð Dq ñòÿ-

ãèâàåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóãðóïïà D(Dq) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëå-

ìåíòà EDq .

3.10 Ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ðàçáèåíèé íà

ïðîñòûå êëåòêè

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè òåîðèþ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë

äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëÿòü ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà äëÿ òåõ îáú-

åêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòè êëàññû óæå áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå: äëÿ êîìáè-

íàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé è áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî
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òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ðàöèî-

íàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà äëÿ äîâîëüíî íåîæèäàííîãî êëàññà îáúåê-

òîâ � äëÿ ðàçáèåíèé íà ïðîñòûå êëåòêè. Åñòåñòâåííî, ìû õîòèì äàòü òàêîå

îïðåäåëåíèå, ÷òîáû ïîëó÷àåìûå êëàññû êîãîìîëîãèé áûëè èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèé íà ïðîñòûå êëåòêè, ôóíêòîðè-

àëüíû ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè èíäóöèðîâàíèÿD-ñòðóêòóð, óäîâëåòâîðÿ-

ëè ôîðìóëå Óèòíè îòíîñèòåëüíî ñóììû D-ñòðóêòóð è ïåðåõîäèëè â êëàñ-

ñû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèè X , òî

åñòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ áûëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

pi(X (ξ)) = pi(ξ). Èìåííî òàêîå îïðåäåëåíèå è áóäåò äàíî â ýòîì ðàçäåëå.

Ïóñòü f ∈ T n(Q) è Y �ðàçáèåíèå êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P íà ïðî-

ñòûå êëåòêè. Ðàññìîòðèì êëåòî÷íóþ êîöåïü f ](Y ) ∈ Cn(Y ;Q), çíà÷åíèå

êîòîðîé íà êàæäîé îðèåíòèðîâàííîé n-ìåðíîé êëåòêå Q ðàçáèåíèÿ Y ðàâ-

íî f(〈LQ〉).

Ïðåäëîæåíèå 3.10.1. Åñëè f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q), êîöåïü f ](Y )

ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì; êëàññ êîãîìîëîãèé êîöèêëà f ](Y ) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè

ïðèáàâëåíèè ê f êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ êëåòî÷íîé êîöåïè f ](Y ) ñðàçó ñëåäóåò,

÷òî

(δf)](Y ) = δ
(
f ](Y )

)
, (3.3)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà δ�äèôôåðåíöèàë êîìïëåêñà T ∗(Q)), à â ïðà-

âîé � äèôôåðåíöèàë êîöåïíîãî êîìïëåêñà C∗(Y ;Q). Óòâåðæäåíèå ïðåä-

ëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ýòîé ôîðìóëû.

Ïðåäëîæåíèå 3.10.2. Ïóñòü f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q), Y0 è Y1 �
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êîíêîðäàíòíûå ðàçáèåíèÿ êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè;

òîãäà êëàññû êîãîìîëîãèé êîöèêëîâ f ](Y0) è f
](Y1) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X �ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1] íà ïðîñòûå

êëåòêè, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà îñíîâàíèÿ P × 0 è P × 1 ñîâïàäàþò

ñ ðàçáèåíèÿìè Y0 è Y1 ñîîòâåòñòâåííî. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñðàçó

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîöèêëû f ](Y0) è f
](Y1) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè êî-

öèêëà f ](X) íà îñíîâàíèÿ P × 0 è P × 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü òåïåðü ψ ∈ Hn(T ∗(Q)) è Y ∈ D(P ). Èç ïðåäëîæåíèé 3.10.1

è 3.10.2 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ êîãîìîëîãèé êîöèêëà f ](Y ) íå çàâèñèò îò âû-

áîðà êîöèêëà f , ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ êîãîìîëîãèé ψ, è ðàçáèåíèÿ íà

ïðîñòûå êëåòêè Y , ïðåäñòàâëÿþùåãî D-ñòðóêòóðó Y ; ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ýòîò êëàññ êîãîìîëîãèé ÷åðåç ψ](Y).

Îïðåäåëèì òåïåðü ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð ïî

ôîðìóëå pi(Y) = ψ]i(Y), ãäå ψi�êëàññ êîãîìîëîãèé, ïðåäñòàâëÿåìûé óíè-

âåðñàëüíûìè ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ïîëèíîìà p̃i ∈ Q[p1, p2, . . .]. Îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð ñôîðìó-

ëèðîâàíû â ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 3.10.3. Ïóñòü ψ ∈ Hn(T ∗(Q)), h : P1 → P2 �íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíûõ ïîëèýäðîâ è Y ∈ D(P2). Òîãäà

ψ](h∗Y) = h∗ψ](Y); â ÷àñòíîñòè, pi(h
∗Y) = h∗pi(Y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ T ∗(Q)�êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êî-

ãîìîëîãèé ψ. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè

Y1 è Y2 �ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè ïîëèýäðîâ P1 è P2 ñîîòâåòñòâåííî

è h îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y1 íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáè-
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åíèÿ Y2, òî îáðàòíûé îáðàç êîöèêëà f ](Y2) ïðè îòîáðàæåíèè h ñîâïàäàåò

ñ êîöèêëîì f ](Y1).

Ïðåäëîæåíèå 3.10.4. Ïóñòü P � êîìïàêòíûé ïîëèýäð è Y ∈ D(P ).

Åñëè ψ1, ψ2, ψ ∈ H∗(T ∗(Q))� êëàññû êîãîìîëîãèé, ïðåäñòàâëÿåìûå óíè-

âåðñàëüíûìè ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ïîëèíîìîâ F1, F2 ∈ Q[p1, p2, . . .]

è èõ ïðîèçâåäåíèÿ F1F2 ñîîòâåòñòâåííî, òî ψ
]
1(Y)ψ]2(Y) = ψ](Y).

Ñëåäñòâèå 3.10.5. Åñëè ψ ∈ H∗(T ∗(Q))� êëàññ êîãîìîëîãèé, ïðåä-

ñòàâëÿåìûé óíèâåðñàëüíûìè ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ïîëèíîìà

F̃ ∈ Q[p1, p2, . . .], òî ψ
](Y) = F (p1(Y), p1(Y), . . .).

Ïðåäëîæåíèå 3.10.6. Ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð

óäîâëåòâîðÿþò ôîðìóëå Óèòíè, òî åñòü

pk(Y1 + Y2) =
k∑
i=0

pi(Y1)pk−i(Y2)

äëÿ ëþáûõ Y1,Y2 ∈ D(P ).

Ïðåäëîæåíèå 3.10.7. Äëÿ ëþáîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä ïîëèýä-

ðîì P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî pi(X (ξ)) = pi(ξ).

Äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 3.10.4�3.10.7 áóäóò äàíû â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå.

Åñëè Y �ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè èç êëàññà êîíêîðäàíòíîñòè Y ;

òîãäà êëàññ êîãîìîëîãèé ψ](Y) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîöèêëîì f ](Y ), ãäå f �

êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé ψ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 3.4.2 íàì íóæíî íàó÷èòüñÿ ïðåäúÿâëÿòü êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé

êëàññ êîãîìîëîãèé ψ](Y) ïî çàäàííîìó ðàçáèåíèþ íà êâàçèïðîñòûå êëåò-

êè èç êëàññà êîíêîðäàíòíîñòè Y .
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Ïðåäëîæåíèå 3.10.8. Ïóñòü f ∈ T n(Q)� êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèé êëàññ êîãîìîëîãèé ψ ∈ Hn(T ∗(Q)), Y ∈ D(P ) è Y � ðàçáèå-

íèå íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè èç êëàññà êîíêîðäàíòíîñòè Y. Ïóñòü

f ](1)(Y ) ∈ Cn(Y ;Q)� êëåòî÷íàÿ êîöåïü, çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé

n-ìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé êëåòêå Q ðàçáèåíèÿ Y ðàâíî f(〈L′Q〉). Òîãäà

êîöåïü f ](1)(Y ) ∈ Cn(Y ;Q) ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, ïðåäñòàâëÿþùèì êëàññ

êîãîìîëîãèé ψ](Y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (3.3) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(δf)](1)(Y ) = δ
(
f ](1)(Y )

)
.

(Çäåñü âàæíî, ÷òî ëèíêè âñåõ âåðøèí êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L′, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ áàðèöåíòðàìè ñèìïëåêñîâ ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðû L, îáëàäàþò îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìàìè.)

Òåïåðü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðäëîæåíèþ 3.10.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êî-

öåïü f ](1)(Y ) ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì è å¼ êëàññ êîãîìîëîãèé íå èçìåíÿåòñÿ ïðè

çàìåíå ðàçáèåíèÿ Y íà êîíêîðäàíòíîå. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.5.3 êëàññ

êîíêîðäàíòíîñòè êàæäîãî ðàçáèåíèÿ íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè ñîäåðæèò

ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Y �ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå êëåòêè. Â

ýòîì ñëó÷àå f ](1)(Y ) = (β∗f)](Y ), ãäå β∗ : T ∗(Q) → T ∗(Q)�öåïíîå îòîá-

ðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå îïåðàòîðîì áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ

(ñì. ðàçäåë 1.2). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.5 öåïíîå îòîá-

ðàæåíèå β∗ öåïíî ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, çíà÷èò, êîöèêëû f è β∗f

êîìïëåêñà T ∗(Q) êîãîìîëîãè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ êîãîìîëîãèé êî-

öèêëà (β∗f)](Y ) ðàâåí ψ](Y).
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3.11 Êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî Z

Íóìåðàöèåé âåðøèí ïðîñòîé êëåòêè Q áóäåì íàçûâàòü èíúåêöèþ èç ìíî-

æåñòâà âåðøèí êëåòêè Q â Z. Íóìåðàöèåé âåðøèí ðàçáèåíèÿ Y íà ïðî-

ñòûå êëåòêè áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà âåðøèí ðàçáèå-

íèÿ Y â Z, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà ìíîæåñòâî âåðøèí ëþáîé êëåòêè Q

ðàçáèåíèÿ Y ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Èçîìîðôèçìîì äâóõ ïðîñòûõ êëåòîê ñ

ïðîíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè áóäåì íàçûâàòü èõ èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿ-

þùèé íóìåðàöèþ âåðøèí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ èçîìîðôèçìà n-ìåðíûõ

ïðîñòûõ êëåòîê ñ ïðîíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè (çäåñü ïðîñòûå êëåòêè

íå ïðåäïîëàãàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè). Áóäåì ñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî Z

ïîñëåäîâàòåëüíî ïî îñòîâàì. Íóëüìåðíûé îñòîâ ïðîñòðàíñòâà Z � ìíî-

æåñòâî Z. Ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ êëåòîê ïðîñòðàíñòâà Z ñîâïàäàåò ñ ìíî-

æåñòâîì Pn. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ïðîñòàÿ êëåòêà Q ∈ Pn ïðèêëåèâàåòñÿ ê

(n − 1)-ìåðíîìó îñòîâó ïðîñòðàíñòâà Z òàê, ÷òî êàæäàÿ åå ãèïåðãðàíü

îòîáðàæàåòñÿ èçîìîðôíî íà ñîîòâåòñòâóþùóþ (n−1)-ìåðíóþ êëåòêó ïðî-

ñòðàíñòâà Z . Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Z íà ïðîñòûå êëåòêè

ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç Z .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè èíäóöèðîâàííîé D-ñòðóêòóðû â ðàçäå-

ëå 3.6 óñëîâèå, ÷òî P2 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîëèýäðîì, íåñóùåñòâåííî.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ h : P → Z êîððåêò-

íî îïðåäåëåíà D-ñòðóêòóðà h∗Z ∈ D(P ), íå ìåíÿþùàÿñÿ ïðè ãîìîòî-

ïèè îòîáðàæåíèÿ h. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

iP : [P,Z]→ D(P ).
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Òåîðåìà 3.11.1. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå iP ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ∈ DSC(P ) � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå. Ïðîíó-

ìåðóåì åãî âåðøèíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå ñ ïðî-

íóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç Y . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

gY : P → Z , ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Y èçîìîðôíî íà

ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà Z . Òîãäà g∗
Y
Z � êëàññ êîíêîð-

äàíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ðàçáèåíèå Y . Çíà÷èò, iP � ñþðúåêöèÿ.

Ïóñòü h0, h1 : P → Z � äâà îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî h∗0Z = h∗1Z = Y .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6.1 ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå êîíêîðäàíòíîñòè Y ñóùåñòâó-

þò ðàçáèåíèÿ Y 0 è Y 1 íà ïðîñòûå êëåòêè ñ ïðîíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè

òàêèå, ÷òî h0 ãîìîòîïíî gY 0
è h1 ãîìîòîïíî gY 1

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæå-

ñòâî íîìåðîâ âåðøèí ðàçáèåíèÿ Y 0 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì íîìåðîâ

âåðøèí ðàçáèåíèÿ Y 1. Ïóñòü X �ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1] íà ïðîñòûå

êëåòêè, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà îñíîâàíèÿ P ×0 è P ×1 èçîìîðôíû ðàç-

áèåíèÿì Y 0 è Y 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîíóìåðóåì âñå âåðøèíû ðàçáèåíèÿ X,

ëåæàùèå â îñíîâàíèÿõ P × 0 è P × 1, òàê æå, êàê îíè ïðîíóìåðîâàíû â

ðàçáèåíèÿõ Y 0 è Y 1; ïðîíóìåðóåì âåðøèíû ðàçáèåíèÿ X, íå ëåæàùèå â

îñíîâàíèÿõ P × 0 è P × 1 ïðîèçâîëüíûìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè íîìåðà-

ìè, íå ñîâïàäàþùèìè íè ñ îäíèì èç íîìåðîâ âåðøèí ðàçáèåíèé Y 0 è Y 1.

Îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå X ñ òàêîé íóìåðàöèåé âåðøèí ÷åðåç X. Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå gX : P × [0, 1] → Z ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè

gY 0
è gY 1

. Ïóñòü òåïåðü íîìåð êàêîé-íèáóäü âåðøèíû ðàçáèåíèÿ Y 0 ñîâ-

ïàäàåò ñ íîìåðîì êàêîé-íèáóäü âåðøèíû ðàçáèåíèÿ Y 1. Âûáåðåì äðóãóþ

íóìåðàöèþ âåðøèí ðàçáèåíèÿ Y 0 òàêóþ, ÷òî íîìåð êàæäîé âåðøèíû â

ýòîé íóìåðàöèè íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç íîìåðîâ âåðøèí ðàçáèåíèé Y 0
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è Y 1; îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå Y 0 ñ òàêîé èçìåí¼ííîé íóìåðàöèåé ÷åðåç Y 2.

Ñîãëàñíî óæå ðàçîáðàííîìó ñëó÷àþ óñòàíàâëèâàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå gY 2

ãîìîòîïíî êàæäîìó èç îòîáðàæåíèé gY 0
è gY 1

. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèÿ h0 è

h1 ãîìîòîïíû. Ñëåäîâàòåëüíî, iP �ìîíîìîðôèçì.

Äëÿ êàæäîé D-ñòðóêòóðû Y ∈ D(P ) îáîçíà÷èì ÷åðåç gY ïðîèçâîëüíîå

îòîáðàæåíèå èç ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà i−1
P (Y). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ïîëèýäðà P îòîáðàæåíèå gEP ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.

Ïóñòü κ ∈ H∗(Z;G). Êàæäîé D-ñòðóêòóðå Y ∈ D(P ) ñîïîñòàâèì êëàññ

êîãîìîëîãèé κ(Y) = g∗Y(κ) ∈ H∗(P ;G). Áóäåì íàçûâàòü êëàññû êîãîìî-

ëîãèé ïðîñòðàíñòâà Z óíèâåðñàëüíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êëàññàìè

ðàçáèåíèé íà ïðîñòûå êëåòêè. Êëàññû è κ(Y) ∈ H∗(P ;G) ìû áóäåì íàçû-

âàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êëàññàìè D-ñòðóêòóðû Y .

Ïóñòü χ : Z× Z→ Z � ïðîèçâîëüíàÿ èíúåêöèÿ; µ : Z ×Z → Z � îòîá-

ðàæåíèå, ïðè êîòîðîì íîìåðà âåðøèí ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

χ è êëåòêè ðàçáèåíèÿ Z ×Z îòîáðàæàþòñÿ èçîìîðôíî íà êëåòêè ðàçáèå-

íèÿ Z . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëàáûé ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæåíèÿ µ

íå çàâèñèò îò ôóíêöèè χ. (Ñëåäóÿ ðàáîòå Äæ.Ô. Àäàìñà [48], ìû ãîâîðèì,

÷òî äâà îòîáðàæåíèÿ g0, g1 : A → B êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ ñëàáî ãîìî-

òîïíû, åñëè îòîáðàæåíèÿ h ◦ g0 è h ◦ g1 ãîìîòîïíû äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî

êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà C è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ h : C → A.) Îòîáðàæå-

íèå µ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêè êîììóòàòèâíûì ñëàáî ãîìîòîïè÷å-

ñêè àññîöèàòèâíûì óìíîæåíèåì â ïðîñòðàíñòâå Z . Îòîáðàæåíèå Z → Z ,

ïåðåâîäÿùåå âñ¼ ïðîñòðàíñòâî Z â îäíó òî÷êó, ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé ãîìîòî-

ïè÷åñêîé åäèíèöåé. Îäíàêî àâòîðó íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ýòîãî

óìíîæåíèÿ ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ, òî åñòü ìîæåò ëè
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ââåä¼ííîå ãîìîòîïè÷åñêîå óìíîæåíèå áûòü ïðîäîëæåíî äî ñòðóêòóðû ñëà-

áîãî H-ïðîñòðàíñòâà íà Z . Ââåä¼ííîå ãîìîòîïè÷åñêîå óìíîæåíèå â ïðî-

ñòðàíñòâå Z ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî [P,Z] â àáåëåâó ïîëóãðóïïó ñ íóë¼ì,

à êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(Z;Q)� â àëãåáðó Õîïôà ñ êîàññîöèàòèâíûì êî-

êîììóòàòèâíûì êîóìíîæåíèåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Y1 ∈ D(P1) è Y2 ∈ D(P2), òî

gY1×Y2 ' µ ◦ (gY1 × gY2).

Çíà÷èò, åñëè Y1,Y2 ∈ D(P ), òî

gY1+Y2 ' µ ◦ (gY1 × gY2) ◦ d,

ãäå d : P → P×P �äèàãîíàëü. Òàêèì îáðàçîì, áèåêöèÿ iP : [P,Z]→ D(P )

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîëóãðóïï.

Îòîáðàæåíèå X ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêòîðà

Î( · ) â ôóíêòîð D( · ), ò. å. ôóíêòîðà [ · ,BPL] â ôóíêòîð [ · ,Z]. (Âñå

ýòè ôóíêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà êàòåãîðèè êîìïàêòíûõ ïîëèýäðîâ.)

Ïî âàðèàíòó Àäàìñà [48] òåîðåìû ðåàëèçóåìîñòè Áðàóíà [57], ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàáîé ãîìîòîïèè íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå X : BPL → Z , èíäóöèðóþùåå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå X . Èç

òîãî, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X : Î(P ) → D(P ) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-

ôèçìîì ïîëóãðóïï, ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå X : BPL → Z ñëàáî ãîìî-

òîïè÷åñêè êîììóòèðóåò ñî ñëàáî ãîìîòîïè÷åñêèìè óìíîæåíèÿìè â ïðî-

ñòðàíñòâàõ BPL è Z . Ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå êîëåö

êîãîìîëîãèé

X ∗ : H∗(Z;Q)→ H∗(BPL;Q)
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ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà. Íàïîìíèì, ÷òî

H∗(BPL;Q) ∼= Q[p1, p2, . . .]

åñòü àëãåáðà Õîïôà ñ êîóìíîæåíèåì, îïðåäåëÿåìûì íà îáðàçóþùèõ ïî

ôîðìóëå

∆(pk) =
k∑
i=0

pi ⊗ pk−i.

Î÷åâèäíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.10.1 óñëîâèå, ÷òî Y �

ðàçáèåíèå êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà, íåñóùåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþ-

áîãî êëàññà êîãîìîëîãèé ψ ∈ Hn(T ∗(Q)) êîððåêòíî îïðåäåë¼í êëàññ êîãî-

ìîëîãèé ψ](Z) ∈ Hn(Z;Q). Ñîîòâåòñòâèå ψ 7→ ψ](Z) çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì

ãðàäóèðîâàííûõ ãðóïï

κ : H∗(T ∗(Q))→ H∗(Z;Q).

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå 1.2 áûë ïîñòðîåí èçîìîðôèçì êîàëãåáð

δ∗ : H∗(T ∗(Q))
∼=−→ Q[p1, p2, . . .] ∼= H∗(BPL;Q).

Ïðåäëîæåíèå 3.11.2. Äèàãðàììà

H∗(T ∗(Q))
κ−−→ H∗(Z;Q)

δ∗

y∼= X ∗
y

Q[p1, p2, . . .]
w−−→∼= Q[p1, p2, . . .]

(3.4)

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M �ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, τ � åãî êàñàòåëüíîå

áëî÷íîå ðàññëîåíèå,K � òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîîáðàçèÿM , ψ ∈ Hn(T ∗(Q)) �

êëàññ êîãîìîëîãèé, f �ïðåäñòàâëÿþùèé åãî êîöèêë. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9.4

ñëåäóåò, ÷òî

X ∗(κ(ψ))(−[τ ]) = κ(ψ)(E∗M).
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Ïîýòîìó êëàññ êîãîìîëîãèé X ∗(κ(ψ))(−[τ ]) ∈ Hn(M ;Q) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí êîöèêëîì c, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà ëþáîé îðèåíòèðîâàííîé n-

ìåðíîé ïðîñòîé êëåòêå Q ðàçáèåíèÿ K∗ ðàâíî f(〈LQ〉). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé êëàññó êîãîìîëîãèé δ∗(ψ)(τ), ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ êîîðèåíòèðîâàííûì öèêëîì f](K), çíà÷åíèå êîòîðîãî íà êàæäîì

êîîðèåíòèðîâàííîì ñèìïëåêñå σ ∈ K êîðàçìåðíîñòè n, ðàâíî f(〈linkσ〉).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êëåòêà ðàçáèåíèÿ K∗, äâîéñòâåííàÿ ñèìïëåêñó σ èçî-

ìîðôíà ïðîñòîé êëåòêå Qlinkσ. Çíà÷èò, êëàññ êîãîìîëîãèé δ
∗(ψ)(τ) ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ òîé æå êîöåïüþ c. Ñëåäîâàòåëüíî, δ∗(ψ)(τ) = X ∗(κ(ψ))(−[τ ]),

òî åñòü δ∗(ψ)(τ) = w(X ∗(κ(ψ)))(τ). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîëèíîì îò

ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà-

÷åíèÿìè íà êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ê çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèÿì.

Ïðåäëîæåíèå 3.11.3. Ãîìîìîðôèçìû κ è X ∗ ÿâëÿþòñÿ èçîìîð-

ôèçìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.11.2 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî X ∗ ◦ κ �èçî-

ìîðôèçì, çíà÷èò, κ �ìîíîìîðôèçì è X ∗� ýïèìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî κ � ýïèìîðôèçì.

Ðàçëîæåíèåì êëåòêè Q ∈ Pn íàçîâåì åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

Q = Q1 × ∆k, ãäå Q1 � ïðîñòàÿ êëåòêà ðàçìåðíîñòè n − k. Îáîçíà÷èì

÷åðåç P̂n ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ èçîìîðôèçìà n-ìåðíûõ ïðîñòûõ êëåòîê

ñ ôèêñèðîâàííûìè íóìåðàöèåé âåðøèí è ðàçëîæåíèåì, ãäå ïîä èçîìîð-

ôèçìîì ïîíèìàåòñÿ èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé íóìåðàöèþ âåðøèí è ðàç-

ëîæåíèå. Ðàíãîì êëåòêè Q ∈ P̂n íàçîâåì ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé

êëåòêè Q1. Òàê æå, êàê ïî ìíîæåñòâó P∗ áûëî ïîñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî Z ,

ïî ìíîæåñòâó P̂∗ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî Ẑ . Ïðè ýòîì ñóùåñòâó-
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þò âëîæåíèå i : Z ↪→ Ẑ , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé êëåòêå Q ðàçëîæåíèå

Q = Q×∆0, è ðåòðàêöèÿ r : Ẑ → Z , ñîñòîÿùàÿ â çàáûâàíèè ðàçëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zp îáúåäèíåíèå âñåõ êëåòîê Q ∈ P̂∗, ðàíãè êîòîðûõ íå

ïðåâîñõîäÿò p. Ìíîæåñòâà Zp çàäàþò ôèëüòðàöèþ ïðîñòðàíñòâà Ẑ . Ïóñòü

E∗,∗∗ � êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîé ôèëüòðà-

öèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q.

Ìíîæåñòâî Zp\Zp−1 íå ñîäåðæèò êëåòîê ðàçìåðíîñòè ìåíüøå, ÷åì p.

Ïîýòîìó Ep,q
1 = 0 ïðè q < 0. Ìíîæåñòâî p-ìåðíûõ êëåòîê ìíîæåñòâà

Zp\Zp−1 ñîñòîèò èç âñåõ êëåòîê Q ∈ P̂p ñ ðàçëîæåíèåì Q = Q × ∆0.

Êàæäàÿ òàêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êëåòêà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì öèêëîì

â C∗(Z
p, Zp−1;Z). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äâà òàêèå öèêëà ïðåäñòàâëÿþò îäè-

íàêîâûé êëàññ ãîìîëîãèé â ãðóïïå H∗(Z
p, Zp−1;Z) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè èçîìîðôíû ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè, íî,

âîçìîæíî, ñ èçìåíåíèåì íóìåðàöèè âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì Ep,0
1 = T p(Q). Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàë d1 ñïåê-

òðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè E∗,∗∗ ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì δ êîì-

ïëåêñà T ∗(Q). Çíà÷èò, Ep,0
2 = Hp(T ∗(Q)).

Ïóñòü α ∈ Cp+q(Zp, Zp−1;Z), q > 0 � îòíîñèòåëüíûé öèêë. Äîêàæåì,

÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëîm 6= 0 òàêîå, ÷òîmα � îòíîñèòåëüíàÿ ãðàíèöà.

Öèêë α ïðåäñòàâèì â âèäå

α =
n∑
j=1

lj(Qj ×∆q
j),

ãäå lj ∈ Z, Qj ×∆q
j � îðèåíòèðîâàííûå êëåòêè ïðîñòðàíñòâà Ẑ , èìåþùèå

ðàíã p. Åñëè ìû âûáåðåì â ýòîé ñóììå âñå ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ êëåòêè

Qj èìåþò îäèíàêîâûé êîìáèíàòîðíûé òèï, òî ïîëó÷åííàÿ öåïü òîæå áóäåò
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îòíîñèòåëüíûì öèêëîì. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êëåòêè Qj èìåþò

îäèíàêîâûé êîìáèíàòîðíûé òèï. Ïóñòü Q = Q×∆0 � êàêàÿ-íèáóäü êëåòêà

ïðîñòðàíñòâà Ẑ ñ òåì æå êîìáèíàòîðíûì òèïîì, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ

íè ñ îäíîé èç êëåòîê Qj×∆q
j . Ïóñòüm � ïîðÿäîê ãðóïïû âñåõ (â òîì ÷èñëå

èçìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ è íóìåðàöèþ âåðøèí) àâòîìîðôèçìîâ êëåòêè Q.

Êàæäîìó èçîìîðôèçìó h : Qj
∼= Q ñîîòâåòñòâóåò ñïîñîá íàòÿíóòü íà êëåò-

êè Qj × ∆q
j è Q êëåòêó Q̃j,h

∼= Q × ∆q+1 ðàíãà p. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ

êëåòêè Q̃j,h âûáðàíà òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò èíöèäåíòíîñòè êëåòîê Q̃j,h

è Qj × ∆q
j áûë ðàâåí +1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ∈ Cp+q+1(Z

p, Zp−1;Z) öåïü,

çàäàâàåìóþ ïî ôîðìóëå

γ =
n∑
j=1

∑
h

ljQ̃j,h,

ãäå âíóòðåííÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì èçîìîðôèçìàì h : Qj
∼= Q. Ëåã-

êî ïðîâåðèòü, ÷òî ∂γ = mα. Òàêèì îáðàçîì, Hp+q(Z
p, Zp−1;Z)� ãðóïïà

êðó÷åíèÿ ïðè q > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá óíèâåðñàëüíûõ êîýô-

ôèöèåíòàõ, Ep,q
1 = Hp+q(Zp, Zp−1;Q) = 0 ïðè q > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E∗,∗∗ ñòàáèëèçèðóåòñÿ

âî âòîðîì ÷ëåíå. Çíà÷èò, H∗(Ẑ;Q) ∼= H∗(T ∗(Q)). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ

H∗(T ∗(Q))
κ−−→ H∗(Z;Q)

r∗−−→ H∗(Ẑ;Q)
i∗−−→ H∗(Z;Q).

Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî r∗◦κ � èçîìîðôèçì. Îñòàëîñü çàìåòèòü,

÷òî i∗ ◦ r∗ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Çàìå÷àíèå 3.11.4. Ïóñòü Q � ïðîñòàÿ êëåòêà. Åñëè òî÷êà x ∈ Q ëåæèò âî

âíóòðåííîñòè ñèìïëåêñà òðèàíãóëÿöèè Q′, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
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áàðèöåíòðû êëåòîê Q1 ⊂ Q2 ⊂ · · · ⊂ Qk, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x

èìååò îñîáåííîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìáèíàòîðíîìó òèïó êëåòêè Q1.

Çàäàäèì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Ẑ íà ñòðàòû: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà

(x, y) ∈ Q × ∆l èìååò òîò æå òèï îñîáåííîñòè, ÷òî è òî÷êà x ∈ Q. Ëåã-

êî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòðàò, ñîîòâåòñòâóþùèé êîìáèíàòîðíîìó òèïó ïðîñòîé

êëåòêè Q, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ïðîñòðàíñòâó K(Sym(Q), 1), ãäå

Sym(Q) � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êëåòêè Q. Îáû÷íî â òåîðèè îñîáåííî-

ñòåé ïðîñòðàíñòâî, ñêëååííîå èç ïðîñòðàíñòâ K(G, 1), ãäå G � ãðóïïû ñèì-

ìåòðèé îñîáåííîñòåé, ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåé êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [28], [29]). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû ïðîñòðàíñòâî Z ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì íå äëÿ âñåõ

ïðîñòðàíñòâ, ðàçáèòûõ íà ñòðàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìáèíàòîðíûì òè-

ïàì ïðîñòûõ êëåòîê, à òîëüêî äëÿ òåõ èç íèõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç

ðàçáèåíèé íà ïðîñòûå êëåòêè. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî îíî íåìíîãî

îòëè÷àåòñÿ îò ïðîñòðàíñòâà Ẑ .

Èçíà÷àëüíî ãîìîìîðôèçì κ áûë ïîñòðîåí ëèøü êàê èçîìîðôèçì ãðà-

äóèðîâàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Îäíàêî ãîìîìîðôèçìû X ∗, δ∗ è w ÿâëÿþò-

ñÿ èçîìîðôèçìàìè àëãåáð Õîïôà, çíà÷èò, κ � òîæå èçîìîðôèçì àëãåáð

Õîïôà. Ïðåäëîæåíèå 3.10.4 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî κ � ãîìîìîðôèçì àëãåáð;

ïðåäëîæåíèå 3.10.6 � èç òîãî, ÷òî κ � ãîìîìîðôèçì êîàëãåáð; ïðåäëîæå-

íèå 3.10.7 ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.2. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè åñòåñòâåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ X ðàçáèåíèå Y = g!K ïðèíàäëåæèò êëàññó êîíêîðäàíò-

íîñòè X (ξ). Ïóñòü ψ ∈ H4k(T ∗(Q))�êëàññ êîãîìîëîãèé êîöèêëà f . Òî-

ãäà δ∗(ψ) = F̃ . Çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.11.2, κ(ψ) = X ∗(F ). Ñëåäîâà-
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òåëüíî, ψ](X (ξ)) = F (p1(ξ), p2(ξ), . . .). Òåïåðü äîêàçûâàåìîé óòâåðæäåíèå

ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.10.8.

Ïðåäëîæåíèå 3.11.5. Êëåòî÷íûé êîìïëåêñ Z äâóñâÿçåí, òî åñòü ãðóï-

ïû π1(Z) è π2(Z) òðèâèàëüíû.

Ñëåäñòâèå 3.11.6. D(P ) = 0, åñëè dimP 6 2.

Ðàññìîòðèì íåìíîãî ïîäðîáíåå ñëó÷àé P = S1. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñòà-

áèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàä îêðóæíîñòüþ èìååòñÿ äâà áëî÷íûõ ðàñ-

ñëîåíèÿ: îðèåíòèðóåìîå è íåîðèåíòèðóåìîå (äëÿ îäíîìåðíûõ ïîëèýäðîâ

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðíûõ ðàññëî-

åíèé). Çíà÷èò, Î(S1) ∼= Z2, ïðè÷¼ì èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòüñÿ ïåð-

âûì êëàññîì Øòèôåëÿ�Óèòíè. Îäíàêî D(S1) = 0 è, çíà÷èò, ãîìîìîð-

ôèçì X : Î(S1) → D(S1) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì,

ìû âèäèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ïåðâûé

êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè w1 : Î(P ) → H1(P ;Z2) íå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ïî-

ëóãðóïïó D(P ).

Êîìïëåêñ Z ñîäåðæèò ñòÿãèâàåìûé ñèìïëèöèàëüíûé ïîäêîìïëåêñ, ÿâ-

ëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, íàòÿíóòûõ íà

ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Z. Îäíîñâÿçíîñòü êîìïëåêñà Z ñðàçó ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî åãî îäíîìåðíûé îñòîâ ëåæèò â ýòîì ñòÿãèâàåìîì ïîäêîìïëåêñå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äâóñâÿçíîñòè êîìïëåêñà Z íàì äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.11.7. H2(Z;Z) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

γ =
k∑
i=1

liQi, li ∈ Z, (3.5)

äâóìåðíûé êëåòî÷íûé öèêë êîìïëåêñà Z . Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî öèêë γ ãîìîëîãè÷åí íóëþ.

Äëÿ ëþáîãî m > 6 ñóùåñòâóåò òð¼õìåðíûé ïðîñòîé âûïóêëûé ìíî-

ãîãðàííèê Pm, ñðåäè ãðàíåé êîòîðîãî åñòü ðîâíî îäíà m-óãîëüíàÿ, à âñå

îñòàëüíûå èìåþò ñòðîãî ìåíüøåå ÷èñëî ñòîðîí. Äëÿ ëþáîé íóìåðàöèè âåð-

øèí ýòîãî ìíîãîãðàííèêà â êîìïëåêñå Z èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òð¼õ-

ìåðíàÿ êëåòêà. Ïðèáàâëÿÿ ãðàíèöû òàêèõ êëåòîê ê öèêëó γ, ìû ìîæåì

ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî öèêë γ ãîìîëîãè÷åí öèêëó, ÿâëÿþùåìóñÿ ñóììîé

òîëüêî 3-, 4- è 5-óãîëüíûõ êëåòîê êîìïëåêñà Z.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñóììå (3.5) âñå êëåòêè Qi

ÿâëÿþòñÿ 3-, 4- èëè 5-óãîëüíèêàìè. Äëÿ êàæäîé êëåòêè Qi, ÿâëÿþùåé-

ñÿ 5-óãîëüíèêîì ñ íîìåðàìè âåðøèí a1, a2, . . . , a5 (ïî ïîðÿäêó), âûáåðåì

êàêèå-íèáóäü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò ÷èñåë a1, a2, . . . , a5 öåëûå

÷èñëà b1, b2, . . . , b5 è äîáàâèì ê öèêëó γ ðàçíîñòü ãðàíèö äâóõ òð¼õìåð-

íûõ êëåòîê êîìïëåêñà Z , èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 3.1, óìíîæåííóþ íà êî-

ýôôèöèåíò li. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì öèêë, ãîìîëîãè÷íûé öèêëó γ è

ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé òîëüêî 3- è 4-óãîëüíûõ êëåòîê êîìïëåêñà Z.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñóììå (3.5) âñå êëåòêè Qi ÿâ-

ëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè èëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêàìè. Äîáàâèâ, åñëè íóæíî,

ê öèêëó γ ãðàíèöó êàêîé-íèáóäü êëåòêè, èçîìîðôíîé òðåóãîëüíîé ïðèç-

ìå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà âñåõ êîýôôèöèåíòîâ li ïðè ÷åòûð¼õ-

óãîëüíûõ êëåòêàõ ÷¼òíà. Òàê êàê ìû ìîæåì çàìåíèòü ëþáóþ êëåòêó Q
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Ðèñ. 3.1. Óíè÷òîæåíèå ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé â öèêëå γ

íà êëåòêó Q ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé è êîýôôèöèåíòîì −1, ìû ìîæåì

â äåéñòâèòåëüíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà âñåõ êîýôôèöèåíòîâ li ïðè ÷åòû-

ð¼õóãîëüíûõ êëåòêàõ â ñóììå (3.5) ðàâíà íóëþ. Ïóñòü b1, b2, b3, b4 �êàêèå-

íèáóäü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, íå âñòðå÷àþùèåñÿ ñðåäè íîìå-

ðîâ âåðøèí êëåòîê Qi. Ïóñòü Q�÷åòûð¼õóãîëüíàÿ êëåòêà êîìïëåêñà Q

ñ íîìåðàìè âåðøèí b1, b2, b3, b4 (ïî ïîðÿäêó). Äëÿ ëþáîé ÷åòûð¼õóãîëü-

íîé êëåòêè Qi ñ íîìåðàìè âåðøèí a1, a2, a3, a4 (ïî ïîðÿäêó) ïðèáàâèì ê

öèêëó γ ñ êîýôôèöèåíòîì li ðàçíîñòü ìåæäó ãðàíèöåé êóáà ñ âåðøèíà-

ìè a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, b4 è ñóììîé ãðàíèö òðåóãîëüíûõ ïðèçì ñ âåðøè-

íàìè a1, a2, a3, b1, b2, b3 è a1, a3, a4, b1, b2, b4. (Âåçäå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî áîêîâûå

ð¼áðà êóáà è ïðèçì èìåþò âèä ajbj.) Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì öèêë, â

êîòîðûé íå âõîäèò íè îäíà ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ êëåòêà, êðîìå êëåòêè Q, à

êîýôôèöèåíò ïðè êëåòêå Q ðàâåí ñóììå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ li ïðè ÷åòû-

ð¼õóãîëüíûõ êëåòêàõ Qi â ñóììå (3.5), òî åñòü òîæå íóëþ.

Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîé äâóìåðíûé öèêë â êîìïëåêñå Z ãîìîëîãè-

÷åí öèêëó, ÿâëÿþùåìóñÿ ñóììîé òîëüêî òðåóãîëüíûõ êëåòîê êîìïëåêñà Z .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âñÿêèé òàêîé öèêë ãîìîëîãè÷åí íóëþ, òàê êàê îí

ëåæèò â ñòÿãèâàåìîì ïîäêîìïëåêñå êîìïëåêñà Z , ñîñòîÿùåì èç âñåõ ñèì-

ïëåêñîâ, íàòÿíóòûõ íà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Z.
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3.12 Íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî äîêàçàíî, ÷òî D(P ) = 0 äëÿ ëþáîãî äâó-

ìåðíîãî êîìïëåêñà P . Ê ñîæàëåíèþ, àâòîðó íåèçâåñòíî, êàê âû÷èñëÿòü

ïîëóãðóïïó D(P ) õîòÿ áû äëÿ êàêîãî-íèáóäü ïîëèýäðà, íå ãîìîòîïè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíîãî äâóìåðíîìó. Ìû çíàåì, ÷òî ïîëóãðóïïàD(S4) íåòðèâèàëü-

íà, òàê êàê èìååòñÿ íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì D(S4)→ Q, çàäàâàåìûé

ïåðâûì êëàññîì Ïîíòðÿãèíà.

Âîïðîñ 3.12.1. ßâëÿåòñÿ ëè êîìïëåêñ Z òð¼õñâÿçíûì, òî åñòü âåðíî ëè,

÷òî π3(Z) = D(S3) = 0? Âåðíî ëè, ÷òî D(S4) ∼= Z?

Îáñóäèì ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ.

Âîïðîñ 3.12.2. Âåðíî ëè, ÷òî ïîëóãðóïïà D(P ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äëÿ

ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P ?

Àáåëåâà ïîëóãðóïïà D(P ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò Y ∈ D(P ) îáðàòèì. Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê

Î(P )� ãðóïïà, ëþáàÿ D-ñòðóêòóðà âèäà X (ξ), ãäå ξ � áëî÷íîå ðàññëîåíèå

íàä ïîëèýäðîì P , îáðàòèìà â ïîëóãðóïïå D(P ). Ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíûé

îòâåò íà âîïðîñ 3.12.2 ñëåäîâàë áû èç ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ñëåäóþ-

ùèé âîïðîñ.

Âîïðîñ 3.12.3. Âåðíî ëè, ÷òî ãîìîìîðôèçì X : Î(P ) → D(P ) ÿâëÿåòñÿ

ýïèìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P ?

Îòâåòû íà âîïðîñû 3.12.2 è 3.12.3 äîñòàòî÷íî íàéòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

P = M �ìíîãîîáðàçèå, òàê êàê ïîëóãðóïïà D(P )� ãîìîòîïè÷åñêèé èí-

âàðèàíò. Ïóñòü M �ìíîãîîáðàçèå è Y ∈ D(M). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
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êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè (Y ⊕Y∗)∗ ñîäåðæèò êóáè÷åñêîå ðàçáèåíèå, êëåòêà-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ êëåòîê ðàçáèåíèÿ Y ∈ Y ñ êëåòêàìè

ðàçáèåíèÿ Y ∗. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Âîïðîñ 3.12.4. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå êóáè÷åñêîå ðàçáèåíèå òðèâèàëüíî?

Åñëè îòâåò íà âîïðîñ 3.12.4 óòâåðäèòåëüíûé, òî Y⊕Y∗⊕X (τ) = EM äëÿ

ëþáîé D-ñòðóêòóðû Y ∈ D(M) è, ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò íà âîïðîñ 3.12.2

òàêæå óòâåðäèòåëüíûé.
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Ãëàâà 4

Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè

òðèàíãóëèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ

çàäàííûì íàáîðîì ëèíêîâ âåðøèí

È ýòîé è ñëåäóþùåé ãëàâàõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âåðøèí êëå-

òî÷íîãî êîìïëåêñà X ÷åðåç Vert(X), à íå ÷åðåç V (X), òàê êàê áóêâîé V

íàì áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü äðóãîé îáúåêò; òàê æå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîì-

áèíàòîðíûõ ñôåð ìû òåïåðü êàê ïðàâèëî áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó Y

âìåñòî L, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ñ îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ L-ïîëèíîìîâ

Õèðöåáðóõà.

4.1 Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå L, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó

îðèåíòèðîâàííîìó (ñèìïëèöèàëüíîìó èëè êóáè÷åñêîìó) êîìáèíàòîðíîìó

ìíîãîîáðàçèþ K íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòè-

ðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð� ëèíêîâ âåðøèí ìíîãîîáðàçèÿ K, è çàäà-

÷ó î åãî îáðàùåíèè:
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Âîïðîñ 4.1.1. Äëÿ êàêèõ íàáîðîâ Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñóùåñòâóåò ñèìïëèöèàëüíîå (êóáè÷åñêîå)

îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, íàáîð ëèíêîâ

âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, Y2, . . . , Yk?

Ââèäó íàëè÷èÿ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû â ìíîæåñòâå Tn íàì áóäåò èíî-

ãäà óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ ïðåîáðàçîâàíèå L, à ñ ïðåîáðàçîâàíèåì LT ,

ñîïîñòàâëÿþùèì êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó n-ìåðíîìó êîìáèíàòîðíîìó

ìíîãîîáðàçèþ ñóììó ëèíêîâ åãî âåðøèí â ãðóïïå Tn. Çàäà÷à îá îáðàùåíèè

ïðåîáðàçîâàíèÿ LT ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó âîïðîñó:

Âîïðîñ 4.1.2. Äëÿ êàêèõ íàáîðîâ Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñóùåñòâóåò ñèìïëèöèàëüíîå (êóáè÷åñêîå)

îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, íàáîð ëèíêîâ

âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, Y2, . . . , Yk, Z1, Z2 . . . , Zl,−Z1,−Z2 . . . ,−Zl

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà Z1, Z2, . . . , Zl îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-ìåðíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ ñôåð?

×àñòî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü âåðñèè âîïðîñîâ 4.1.1 è 4.1.2, â êîòîðûõ

âìåñòî ñèìïëèöèàëüíûõ è êóáè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûå è êóáè÷åñêè êëåòî÷íûå.

Ïðåîáðàçîâàíèå LT åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äèôôåðåíöèàë ∂ öåïíîãî êîì-

ïëåêñà T̃∗ (ñì. îïðåäåëåíèå â ðàçäåëå 1.1). Èç ðàâåíñòâà ∂2 = 0 ñëåäóåò,

÷òî LT (K)�öèêë êîìïëåêñà T∗. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

íåîáõîäèìîå óñëîâèå.
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå 4.1.3. Îòâåò íà âîïðîñ 4.1.2 (è, òåì áîëåå,

íà âîïðîñ 4.1.1) ìîæåò áûòü óòâåðäèòåëüíûì, òîëüêî åñëè ýëåìåíò

〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåïíîãî êîìïëåêñà T∗, òî åñòü

åñëè âåðøèíû êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y = Y1 tY2 t . . .tYk ìîãóò

áûòü ðàçáèòû íà ïàðû òàê, ÷òî ëèíêè âåðøèí â êàæäîé ïàðå èçîìîðôíû

ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè.

Íàøèìè îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè áóäóò ñëåäóþùèå ÷àñòè÷íûå ïîëîæè-

òåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî âîïðîñàìè 4.1.1 è 4.1.2.

Òåîðåìà 4.1.4. Ïóñòü Y1, Y2, . . . , Yk �íàáîð îðèåíòèðîâàííûõ (n − 1)-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð òàêîé, ÷òî ýëåìåíò 〈Y1〉+ 〈Y2〉+ . . .+ 〈Yk〉

ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåïíîãî êîìïëåêñà T∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðèåíòèðî-

âàííîå n-ìåðíîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå Q,

íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

ñ íàáîðîì

Y ′1 , . . . , Y
′

1︸ ︷︷ ︸
q

, Y ′2 , . . . , Y
′

2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Y ′k , . . . , Y
′
k︸ ︷︷ ︸

q

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q.

Òåîðåìà 4.1.5. Ïóñòü Y1, Y2, . . . , Yk �íàáîð îðèåíòèðîâàííûõ (n − 1)-

ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð òàêîé, ÷òî ýëåìåíò 〈Y1〉+ 〈Y2〉+ . . .+ 〈Yk〉

ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåïíîãî êîìïëåêñà T∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðèåíòèðî-

âàííîå n-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K, íàáîð

ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáî-

ðîì

Y1, . . . , Y1︸ ︷︷ ︸
q

, Y2, . . . , Y2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Yk, . . . , Yk︸ ︷︷ ︸
q

, Z1, Z2, . . . , Zl,−Z1,−Z2, . . . ,−Zl
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äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q è íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ

(n− 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Z1, Z2, . . . , Zl.

Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè òåîðåì 4.1.4 è 4.1.5 äëÿ íîðìàëüíûõ ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèé è ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè â ñìûñëå ðàçäåëà 1.4.

Òåîðåìà 4.1.6. Ïóñòü Y1, Y2, . . . , Yk �íàáîð îðèåíòèðîâàííûõ ñâÿçíûõ

(n− 1)-ìåðíûõ íîðìàëüíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé òàêîé,

÷òî ýëåìåíò 〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåïíîãî êîìïëåê-

ñà T NPM
∗ . Òîãäà ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå íîðìàëüíîå êó-

áè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî

ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y ′1 , . . . , Y
′

1︸ ︷︷ ︸
q

, Y ′2 , . . . , Y
′

2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Y ′k , . . . , Y
′
k︸ ︷︷ ︸

q

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q.

Òåîðåìà 4.1.7. Ïóñòü C� êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì I�IV è ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå NPM.

Ïóñòü Y1, Y2, . . . , Yk �íàáîð îðèåíòèðîâàííûõ (n − 1)-ìåðíûõ ñèì-

ïëèöèàëüíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé èç êëàññà C òàêîé, ÷òî ýëåìåíò

〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåïíîãî êîìïëåêñà T C
∗ . Òîãäà

ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå K

ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, . . . , Y1︸ ︷︷ ︸
q

, Y2, . . . , Y2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Yk, . . . , Yk︸ ︷︷ ︸
q

, Z1, Z2, . . . , Zl,−Z1,−Z2, . . . ,−Zl

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q è íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ
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(n − 1)-ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé Z1, Z2, . . . , Zl èç

êëàññà C.

Ìû ìîãëè áû ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã òåîðåì 4.1.4 è 4.1.6 äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé C, îäíàêî ýòî íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà,

òàê êàê âñå òàêèå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 4.1.6.

Ñîâñåì èíàÿ ñèòóàöèÿ ñ òåîðåìàìè âèäà 4.1.7: ýòè òåîðåìû äëÿ ðàçíûõ

êëàññîâ C íå âûòåêàþò äðóã èç äðóãà. Äåëî â òîì, ÷òî ÷åì ìåíüøå êëàññ C,

òåì áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ Z1, Z2, . . . , Zl.

Íàøà ãëàâíàÿ çàäà÷à â ýòîì ïàðàãðàôå� äàòü ÿâíûå êîíñòðóêöèè ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèéQ èK, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì òåîðåì 4.1.6 è 4.1.7

ñîîòâåòñòâåííî. ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q áóäåò äàíà â

ðàçäåëå 4.5. Â ðàçäåëå 4.6 áóäåò äàíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïî äàí-

íîìó ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Q ñòðîèò ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K. Îòìåòèì, ÷òî

îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü çàêëþ÷åíà â ïîñòðîåíèè êîìïëåêñà Q; êîìïëåêñ K

ñòðîèòñÿ ïî êîìïëåêñó Q äîâîëüíî ëåãêî.

Ïóñòü X � ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîå èëè êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

L(X) =
⊔

x∈Vert(X)

linkx.

Âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ L(X) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ X. Îïå-

ðàöèÿ èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ðåáðà çàäàåò èíâîëþöèþ λX : z 7→ z̃ íà

ìíîæåñòâå âåðøèí ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ L(X) è íàáîð îáðàùàþùèõ îðèåí-
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òàöèþ èçîìîðôèçìîâ

χX,z : star z → star z̃, z ∈ Vert(L(X))

òàêîé, ÷òî χX,z̃ = χ−1
X,z.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü Y1, Y2, . . . , Yk �íàáîð (n − 1)-ìåðíûõ ñâÿç-

íûõ íîðìàëüíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé òàêîé, ÷òî ýëåìåíò

〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåïíîãî êîìïëåêñà T NPM
∗ . Òîãäà

âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Y = Y1 t Y2 t . . . t Yk ìîãóò áûòü ðàçáèòû

íà ïàðû òàê, ÷òî çâ¼çäû âåðøèí â êàæäîé ïàðå èçîìîðôíû ñ îáðàùåíè-

åì îðèåíòàöèè. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ λ : y 7→ ỹ íà ìíîæåñòâå

Vert(Y ) è íàáîð îáðàùàþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìîâ

χy : star y → star ỹ, y ∈ Vert(Y )

òàêîé, ÷òî χỹ = χ−1
y . Î÷åâèäíî, ÷òî èíâîëþöèÿ λ è èçîìîðôèçìû χy ìîãóò

áûòü îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü âûáîð èíâîëþ-

öèè λ è èçîìîðôèçìîâ χy. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèÿ Y ′. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Vert(Y ′) =
n⊔
j=1

Wj(Y ),

ãäåWj(Y ) � ìíîæåñòâî áàðèöåíòðîâ (j−1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà

Y (â ÷àñòíîñòè, W1(Y ) = Vert(Y )).

Êîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 4.5, äàñò íàì áîëåå ñèëüíîå óòâåð-

æäåíèå, ÷åì òåîðåìà 4.1.6: â ïîñòðîåííîì ïñåâäîìíîãîîáðàçèè Q èíâîëþ-

öèÿ λQ è íàáîð èçîìîðôèçìîâ χQ,z áóäóò ñîãëàñîâàíû ñ èíâîëþöèåé λ è

íàáîðîì èçîìîðôèçìîâ χy. Áîëåå òî÷íî, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.
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Òåîðåìà 4.1.8. Ïóñòü Y � îðèåíòèðîâàííîå (n− 1)-ìåðíîå íîðìàëüíîå

ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, λ : y 7→ ỹ � èíâîëþöèÿ íà ìíîæå-

ñòâå Vert(Y ), χy : star y → star ỹ � îáðàùàþùèå îðèåíòàöèþ èçîìîðôèç-

ìû òàêèå, ÷òî χỹ = χ−1
y . Òîãäà ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå

íîðìàëüíîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q è ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì L(Q) ∼= Y ′ × S, ãäå S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

òàêèå, ÷òî

1 ) ïîäìíîæåñòâà Wj(Y )×S ⊂ Vert(Y ′)×S = Vert(L(Q)) èíâàðèàíò-

íû îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè λQ;

2 ) åñëè y ∈ Vert(Y ), s ∈ S, òî λQ(y, s) = (λ(y), s1) äëÿ íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà s1 ∈ S (çàâèñÿùåãî îò y è s);

3 ) åñëè y ∈ Vert(Y ), s ∈ S, òî èçîìîðôèçì

χQ,(y,s) : starY ′×S(y, s)→ starY ′×S(λ(y), s1)

èíäóöèðîâàí èçîìîðôèçìîì χy : starY y → starY λ(y).

Çàìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé, äàæå åñëè âñå êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Y èçîìîðôíû ãðàíèöå n-ìåðíîãî

ñèìïëåêñà. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå îíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ãëàâå 5.

Â ðàçäåëå 4.2 ìû èçëàãàåì íà óäîáíîì íàì ÿçûêå êîíñòðóêöèþ

Ïåööàíà�Ôåððè, óñòàíàâëèâàþùóþ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïñåâäîìíîîãîîá-

ðàçèÿìè ñ ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè âåðøèí è îäíîðîäíûìè ãðàôàìè ñ

ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè ð¼áåð. Â ðàçäåëàõ 4.3 è 4.4 ìû îáîáùàåì ýòó

êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àé ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, ñêëååííûõ èç ïðîèçâîëüíûõ

ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Êîíñòðóêöèÿ Ïåööàíà�Ôåððè è ýòî å¼ îáîáùå-

íèå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êîíñòðóêöèè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q.
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Â êîíöå ðàçäåëà 4.6 ìû äîêàæåì òåîðåìó 1.4.3, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòî-

ðîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.1.7.

Â ðàçäåëå 4.7 ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q äëÿ

òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ÿâíî âñå óíèâåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ L-

ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Âìåñòå ñ

ðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 1.5 ýòî äà¼ò ÿâíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ

ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Â äàëüíåéøåì â ýòîé ãëàâå ìû âñåãäà ðàáîòàåì òîëüêî ñ íîðìàëüíûìè

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿìè, êàê ïðàâèëî íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî.

4.2 Êîíñòðóêöèÿ Ïåööàíà-Ôåððè

Ïîä ãðàôîì ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íûé ãðàô ñ íåîðèåíòèðîâàííûìè

ð¼áðàìè, êîòîðûé ìîæåò ñîäåðæàòü êðàòíûå ðåáðà, íî íå ñîäåðæèò ïå-

òåëü. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí îäèíà-

êîâû. Ïóñòü Γ� îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ð¼á-

ðà ãðàôà Γ ðàñêðàøåíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç íåêîòîðîãî m-

ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A, åñëè êàæäîìó ðåáðó ãðàôà Γ ïîñòàâëåí â ñî-

îòâåòñòâèå öâåò � ýëåìåíò ìíîæåñòâà A� òàê, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû

âûõîäèò m ð¼áåð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.

Ïóñòü V �ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γ. Êàæäîìó öâåòó a ∈ A ïîñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå îòîáðàæåíèå Φa : V → V , ïåðåâîäÿùåå âåðøèíó v ∈ V â

âåðøèíó, ñîåäèíåííóþ ñ v ðåáðîì öâåòà a. Òîãäà Φa�èíâîëþöèÿ áåç íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê. Îáðàòíî, åñëè íàì çàäàíî ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî V è íàáîð èíâîëþöèé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê Φa : V → V, a ∈ A,

òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îäíîðîäíûé ãðàô Γ íà ìíîæåñòâå âåðøèí V ñ
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ð¼áðàìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç ìíîæåñòâà A.

Äëÿ ýòîãî íóæíî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V è ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A

ñîåäèíèòü âåðøèíû v è Φa(v) ðåáðîì öâåòà a.

Ïóñòü K åñòü n-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå.

Ðàñêðàñêà âåðøèí ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K â öâåòà èç (n + 1)-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè âåðøèíû êàæäîãî ñèìïëåêñà

ðàñêðàøåíû â ïîïàðíî ðàçëè÷íûå öâåòà. Åñòü îäèí âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà

âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K ìîãóò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-

êðàøåíû â n+ 1 öâåò. Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K ÿâëÿåòñÿ

áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì íåêîòîðîãî ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ L. Ðàñêðàñêà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøè-

íó, ÿâëÿþùóþñÿ áàðèöåíòðîì j-ìåðíîãî ñèìïëåêñà êîìïëåêñà L, êðàñèì

â öâåò j + 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî n-ìåðíûå íîðìàëüíûå ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûå

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ ñ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé âåðøèí íàõîäÿòñÿ âî âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îäíîðîäíûìè ãðàôàìè ñòåïåíè n + 1 ñ

ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé ð¼áåð. Êîíñòðóêöèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ ýòî ñîîò-

âåòñòâèå, ïðèíàäëåæèò Ì.Ïåööàíà [113] â ðàçìåðíîñòè 3 è Ì.Ôåððè [79]

â îáùåì ñëó÷àå (ñì. òàêæå [80]). (Ì.Ïåööàíà è Ì.Ôåððè íå ðàññìàòðèâàëè

óñëîâèå íîðìàëüíîñòè, ïîýòîìó ó íèõ ñîîòâåòñòâèå íå áûëî âçàèìíî îäíî-

çíà÷íûì.) Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ìû èçëîæèì â óäîáíîì äëÿ

íàñ âèäå ðåçóëüòàòû Ì.Ïåööàíà è Ì.Ôåððè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A = [n+ 1].

Ïîñòðîåíèå ãðàôà ïî ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ. Ïóñòü K åñòü n-ìåðíîå ñèì-

ïëèöèàëüíî êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ñ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé âåð-
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øèí. Êàæäîìó n-ìåðíîìó ñèìïëåêñó σ êîìïëåêñà K ïîñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå âåðøèíó vσ. Êàæäîìó (n − 1)-ìåðíîìó ñèìïëåêñó τ êîìïëåêñà K

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåáðî eτ , ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû vσ1 è vσ2, ãäå σ1

è σ2 �äâà n-ìåðíûõ ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñ τ . Ïîêðàñèì ðåáðî

eτ â öâåò j, åñëè ñèìïëåêñ τ íå ñîäåðæèò âåðøèíû öâåòà j.

Ïîñòðîåíèå ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ ïî ãðàôó. Ïóñòü V �ìíîæåñòâî âåð-

øèí ãðàôà Γ è Φ1,Φ2, . . . ,Φn+1 � ñîîòâåòñòâóþùèå èíâîëþöèè. Ïóñòü

∆n = {(t1, t2, . . . , tn+1) ∈ Rn+1 | t1 + t2 + · · ·+ tn+1 = 1,

tj > 0, j = 1, 2, . . . , n}

ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Ïîëîæèì,

K(Γ) = (V ×∆n)/ ∼,

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî îòîæäåñòâëåíèÿìè

(v, t1, t2, . . . , tn+1) ≡ (Φj(v), t1, t2, . . . , tn+1), åñëè tj = 0. (4.1)

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Ôðàçà ¾îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäåíî îòîæ-

äåñòâëåíèÿìè¿ çäåñü è äàëåå â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ ïîíèìàåòñÿ â ñëå-

äóþùåì ñìûñëå. Îòîæäåñòâëåíèÿ (4.1) çàäàþò íà ìíîæåñòâå V ×∆n ñèì-

ìåòðè÷íîå îòíîøåíèå ≡, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îäíàêî íè ðåôëåêñèâíûì, íè

òðàíçèòèâíûì. Îòíîøåíèå ∼ åñòü ñëàáåéøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,

ñîäåðæàùåå îòíîøåíèå ≡, òî åñòü òàêîå, ÷òî (v, x) ∼ (v′, x′) âñÿêèé ðàç,

êîãäà (v, x) ≡ (v′, x′).

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî K(Γ)�íîðìàëüíîå ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèå. Ðàñêðàñêà âåðøèí êîìïëåêñà K(Γ) èíäóöèðóåòñÿ ñòàíäàðòíîé ðàñ-

êðàñêîé âåðøèí ñèìïëåêñà ∆n. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå êîí-

ñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.
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×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K(Γ).

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ [n + 1] îáîçíà÷èì ÷åðåç ΓB ãðàô, ïîëó-

÷àåìûé èç Γ ïðè óäàëåíèè âñåõ ð¼áåð, öâåòà êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó B. Òîãäà ΓB � îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó

ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(Γ) ìíîæåñòâî, ýëåìåíòà-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñèìâîë ∅ è âñåâîçìîæíûå ïàðû (B,Υ), ãäå B �

ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà [n + 1], B 6= [n + 1], Υ�êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ãðàôà ΓB. Ââåä¼ì óïîðÿäî÷åíèå â ìíîæåñòâå K(Γ), ïîëîæèâ ∅ < (B,Υ)

è (B1,Υ1) 6 (B2,Υ2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B2 ⊂ B1 è Υ2 ⊂ Υ1.

×åðåç ∆v ìû áóäåì îáîçíà÷àòü n-ìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K(Γ),

ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå v ∈ V ; ÷åðåç ∆e ìû áóäåì îáîçíà÷àòü (n − 1)-

ìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K(Γ), ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó e ãðàôà Γ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.2. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ

êîìïëåêñà K(Γ) èçîìîðôíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó K(Γ).

Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå êàæäîìó ñèìïëåêñó σ êîìïëåêñà K(Γ) ñîîòâåò-

ñòâóåò ïàðà (B,Υ), ãäå B ⊂ [n+ 1]�ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

öâåòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ öâåòàìè âåðøèí ñèìïëåêñà σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà B  [n + 1] îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç ∆B,v ãðàíü ñèìïëåêñà ∆v, íàòÿíóòóþ íà ìíîæåñòâî âåðøèí, öâåòà êîòî-

ðûõ íå ïðèíàäëåæàò ïîäìíîæåñòâó B. Òîãäà ∆B,v � ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè

n−k, ãäå k�êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå B. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé

ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K(Γ) èìååò âèä ∆B,v äëÿ íåêîòîðûõ B è v. Ðàññìàò-

ðèâàÿ îòîæäåñòâëåíèÿ, ïðîèçâîäèìûå ïðè ñêëåéêå êîìïëåêñà K(Γ), ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî ∆B,v1 = ∆B,v2, åñëè âåðøèíû v1 è v2 ñîåäèíåíû ðåáðîì, öâåò

êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B. Çíà÷èò, ∆B,v1 = ∆B,v2, åñëè âåðøèíû
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v1 è v2 ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà ΓB. Íåñëîæíî òàêæå

ïðîâåðèòü, ÷òî ñèìïëåêñû ∆B,v1 è ∆B,v2 ðàçëè÷íû, åñëè âåðøèíû v1 è v2

ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ãðàôà ΓB.

Ñèìïëåêñ êîìïëåêñàK(Γ), ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðå (B,Υ), ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç ∆B,Υ. Â ÷àñòíîñòè, ∆∅,v = ∆v è ∆{j},e = ∆e, ãäå e�ðåáðî

öâåòà j.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.3. Ëèíê ñèìïëåêñà ∆B,Υ â ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîì

êîìïëåêñå K(Γ) èçîìîðôåí ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîìó êîìïëåêñó K(Υ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-

æåñòâî K(Υ) èçîìîðôíî ïîëóèíòåðâàëó

[(B,Υ),+∞) = {ξ ∈ K(Γ) | ξ > (B,Υ)} .

Çíà÷èò, îíî èçîìîðôíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó ñèìïëåêñîâ

êîìïëåêñà K(Γ), ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñ ∆B,Υ. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñàK(Υ) èçîìîðôíî ÷àñòè÷-

íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà link ∆B,Υ.

Îðèåíòàöèÿ. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K(Γ) ÿâ-

ëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Γ íå ñîäåðæèò

öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V+

è V−, òàêîå ÷òî ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó ðàç-

áèåíèþ. Åñëè v ∈ V+, çàäàäèì íà ñèìïëåêñå ∆v îðèåíòàöèþ, èíäóöèðîâàí-

íóþ êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèåé ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ∆n ⊂ Rn+1. Åñëè

v ∈ V−, çàäàäèì íà ñèìïëåêñå ∆v îðèåíòàöèþ, ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòà-

öèè, èíäóöèðîâàííîé êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèåé ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà
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∆n ⊂ Rn+1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííûå îðèåíòàöèè íà ñèìïëåêñàõ

∆v ñîãëàñîâàííû. Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèå V = V+ t V− çàäàåò îðèåíòà-

öèþ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K(Γ). Îáðàòíî, îðèåíòàöèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ

K(Γ) çàäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ãðàô Γ ÿâëÿ-

åòñÿ äâóäîëüíûì.

4.3 Ïîñòðîåíèå ïî ãðàôàì ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, ñêëå-

åííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì êîíñòðóêöèþ Ïåööàíà�Ôåððè íà ñëó÷àé ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèé, ñêëååííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Íàñ áóäåò èíòå-

ðåñîâàòü òîëüêî òà ÷àñòü êîíñòðóêöèè Ïåööàíà�Ôåððè, êîòîðàÿ ñîïîñòàâ-

ëÿåò ïñåâäîìíîãîîáðàçèå êàæäîìó îäíîðîäíîìó ãðàôó. Ìû áóäåì ñêëå-

èâàòü ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ èç îäèíàêîâûõ êëåòîê, òî åñòü èç íåñêîëüêèõ

ýêçåìïëÿðîâ íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P n. Ïðè ýòîì êàæäóþ

ãèïåðãðàíü ìíîãîãðàííèêà P n ìû áóäåì ñêëåèâàòü âäîëü òîæäåñòâåííî-

ãî èçîìîðôèçìà ñ òîé æå ãèïåðãðàíüþ êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî ýêçåìïëÿðà

ìíîãîãðàííèêà P n. Äàäèì òåïåðü ñòðîãîå îïèñàíèå êîíñòðóêöèè.

Ïóñòü P n�ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n, F �ìíîæåñòâî åãî

ãèïåðãðàíåé, m = |F|. Ïóñòü Γ�êîíå÷íûé îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè m ñ

ð¼áðàìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç ìíîæåñòâà F , è

V �ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γ. Ïóñòü ΦF : V → V , F ∈ F , � èíâîëþöèè,

çàäàþùèå ãðàô Γ.

Ïîëîæèì

Mn(P n,Γ) = (V × P n)/ ∼,
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ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî îòîæäåñòâëåíèÿìè

(v, x) ≡ (ΦF (v), x), åñëè x ∈ F.

Òî÷êó ïîëèýäðà Mn(P n,Γ), ÿâëÿþùóþñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû

(v, x), ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [v, x]. Ãèïåðãðàíè ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåê-

ñà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëåìåíòàìè ìíîæå-

ñòâà [n + 1]. Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèè, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 4.2, ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé îáùåé êîíñòðóêöèè, òî åñòü

Mn(∆n,Γ) = K(Γ).

Êîìïëåêñ Mn(P n,Γ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì.

Ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Mn(P n,Γ) ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. Îðèåíòàöèè ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ Mn(P n,Γ) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèå-

íèÿìè V = V+ t V−, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Ïîëó÷èì òåïåðü àíàëîãè ïðåäëîæåíèé 4.2.2, è 4.2.3 â ðàññìàòðèâàåìîì

íàìè îáùåì ñëó÷àå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM(P n,Γ) ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

ñèìâîë ∅ è âñåâîçìîæíûå ïàðû (B,Υ), ãäå B �ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà

F , òàêîãî ÷òî ïåðåñå÷åíèå ãèïåðãðàíåé èç ìíîæåñòâà B íåïóñòî, è Υ�

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà ΓB. Óïîðÿäî÷åíèå â ìíîæåñòâåM(P n,Γ) ââî-

äèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê óïîðÿäî÷åíèå â ìíîæåñòâå K(Γ) (ñì. ðàçäåë 4.2).

Èç êîíñòðóêöèè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Mn(P n,Γ) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åãî

n-ìåðíûå ãðàíè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ âåðøè-

íàìè ãðàôà Γ (ãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíå v, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Qv), à åãî (n− 1)-ìåðíûå ãðàíè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ð¼áðàìè ãðàôà Γ (ãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåáðó e, ìû áó-
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äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Qe). Èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè îñòàëüíûõ ãðàíåé äà¼ò

ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ãðàíåé ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèÿ Mn(P n,Γ) èçîìîðôíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæå-

ñòâóM(P n,Γ).

Ãðàíü êîìïëåêñà Mn(P n,Γ), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðå (B,Υ), ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç QB,Υ. Â ÷àñòíîñòè, Q∅,v = Qv è Q{F},e = Qe, ãäå e�

ðåáðî öâåòà F .

Ïðåäëîæåíèå 4.3.2. Ëèíê ãðàíè QB,Υ â êîìïëåêñåMn(P n,Γ) èçîìîðôåí

ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîìó êîìïëåêñó K(Υ).

Äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 4.3.1 è 4.3.2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû äîêà-

çàòåëüñòâàì ïðåäëîæåíèé 4.2.2 è 4.2.3.

Îòìåòèì îäíî î÷åâèäíîå, ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 4.3.2, êîòîðîå áóäåò

î÷åíü âàæíûì äëÿ íàñ â ãëàâå 5.

Ñëåäñòâèå 4.3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1. èíâîëþöèè ΦF1
è ΦF2

êîììóòèðóþò äëÿ ëþáûõ äâóõ ãèïåðãðàíåé

F1, F2 ìíîãîãðàííèêà P
n ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì;

2. îòîáðàæåíèå ΦF1
◦ΦF2

◦ . . . ◦ΦFk íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ

ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ãèïåðãðàíåé F1, F2, . . . , Fk ñ íåïóñòûì ïå-

ðåñå÷åíèåì.

Òîãäà ëèíê êàæäîé âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Mn(P n,Γ) èçîìîðôåí

ãðàíèöå n-ìåðíîãî êðîññ-ïîëèòîïà (ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, ÿâëÿþ-

ùåãîñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì îêòàýäðà). Â ÷àñòíîñòè, ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèå Mn(P n,Γ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì.
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Çàìå÷àíèå 4.3.4. Åñëè óñëîâèå 2 íå âûïîëíåíî, â ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèè Mn(P n,Γ) áóäóò âåðøèíû, ëèíêè êîòîðûõ íå èçîìîðôíû ãðàíèöå n-

ìåðíîãî êðîññ-ïîëèòîïà. Íàïðèìåð, â í¼ì ìîãóò âñòðåòèòüñÿ âåðøèíû,

ëèíêè êîòîðûõ èçîìîðôíû ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîìó êîìïëåêñó, ïîëó-

÷åííîìó ïðè ñêëåéêå äâóõ (n− 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ïî èõ öåëûì ãðàíè-

öàì.

Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P n âñòðåòèòñÿ íàì

òîëüêî â ñëåäóþùåé ãëàâå. Â ýòîé ãëàâå êðîìå ñëó÷àÿ P n = ∆n íàñ áóäåò

èíòåðåñîâàòü òîëüêî ñëó÷àé êóáà P n = In = [0, 1]n. Â ýòîì ñëó÷àå íàì áó-

äåò óäîáíî îòîæäåñòâèòü ìíîæåñòâî F ãèïåðãðàíåé êóáà In ñ ìíîæåñòâîì

A =
{

10, 20, . . . , n0, 11, 21, . . . , n1
}
,

ñîïîñòàâèâ ãèïåðãðàíè, íà êîòîðîé j-àÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 0 ñèìâîë j0, à

ãèïåðãðàíè, íà êîòîðîé j-àÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1� ñèìâîë j1. Èíâîëþöèþ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ öâåòó je, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Φe
j. Ìíîãîîáðàçèå

Mn(In,Γ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Q(Γ).

Òèïîì âåðøèíû x êóáà v × In áóäåì íàçûâàòü íàáîð êîîðäèíàò ñî-

îòâåòñòâóþùåé âåðøèíû ñòàíäàðòíîãî êóáà In. Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ îòîæäåñòâëÿåò âåðøèíû êóáîâ, òîëüêî åñëè îíè èìåþò

îäèíàêîâûé òèï. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé âåðøèíû êîìïëåêñàQ(Γ) êîððåêòíî

îïðåäåëåí åå òèï� n-ìåðíûé âåêòîð, êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ðàâíà

0 èëè 1. Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en)� âåêòîð, êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî

ðàâíà 0 èëè 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ae = {1e1, 2e2, . . . , nen} ; Γe = ΓAe
.

Ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A ìû áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî j
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ïîäìíîæåñòâó B ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì îäèí èç ýëåìåíòîâ j0 è j1.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâîM(In,Γ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç Q(Γ). Òîãäà ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q(Γ) ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïà-

ðû (B,Υ), ãäå B �ïðàâèëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A è Υ�êîìïî-

íåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà ΓB. Óïîðÿäî÷åíèå â ìíîæåñòâå Q(Γ) óñòðîåíî òî÷-

íî òàê æå, êàê â K(Γ). Êóá êîìïëåêñàQ(Γ), ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðå (B,Υ),

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç �B,Υ. Äëÿ n-ìåðíûõ êóáîâ ìû êàê ïðàâèëî

âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ �∅,v áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå �v.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V+ è

V−, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, çàäàåò îðèåíòà-

öèþ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q(Γ). Ïóñòü x = �Ae,Υ � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà

òèïà e. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3.2 ñëåäóåò, ÷òî ëèíê âåðøèíû x èçîìîðôåí

êîìïëåêñó K(Υ). Îðèåíòàöèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q(Γ) èíäóöèðóåò îðè-

åíòàöèþ êîìïëåêñà linkx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàáûâàÿ î âåðõíèõ èíäåêñàõ

ó öâåòîâ, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà ãðàôà Γe ðàñêðàøåíû ïðàâèëü-

íûì îáðàçîì â öâåòà 1, 2, . . . , n. Ðàçáèåíèå ãðàôà Γ íà äâå äîëè çàäàåò

ðàçáèåíèå ãðàôà Γe íà äâå äîëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô Γe è åãî ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà Υ�äâóäîëüíûå ãðàôû ñ ðåáðàìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëü-

íûì îáðàçîì â öâåòà 1, 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîå

ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K(Υ) ïîëó÷àåò âûäåëåííóþ îðèåíòàöèþ. Ñîõðàíÿåò

ëè îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì êîìïëåêñîâ linkx è K(Υ)? Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.5. Èçîìîðôèçì ìåæäó êîìïëåêñàìè linkx è K(Υ) ñî-

õðàíÿåò îðèåíòàöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî e1 + e2 + . . .+ en

÷åòíî.
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4.4 Ïåðåõîä ê áîëüøèì êóáàì

Ðàññìîòðèì êóá [0, 1]n ⊂ Rn. Ðàçîáüåì åãî íà 2n êóáîâ ãèïåðïëîñêîñòÿìè

tj = 1
2 . Ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ïîäðàç-

äåëåíèåì ñòàíäàðòíîãî êóáà. Ïóñòü òåïåðü X � ïðîèçâîëüíûé êóáè÷åñêè

êëåòî÷íûé êîìïëåêñ. Ïîäðàçäåëèì êàæäûé åãî êóá êàíîíè÷åñêèì îáðà-

çîì. Ïîëó÷åííûé êóáè÷åñêè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ ìû áóäåì íàçûâàòü êà-

íîíè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì êîìïëåêñà X.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ãðàô Γ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì

ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì, òî êîìïëåêñ Q(Γ) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïîäðàç-

äåëåíèåì íåêîòîðîãî êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà Q̃(Γ).

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Γ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùèì óñëîâèÿì:

1 ) Φ1
i ◦ Φ1

j = Φ1
j ◦ Φ1

i äëÿ ëþáûõ i è j;

2 ) Φ0
i ◦ Φ1

j = Φ1
j ◦ Φ0

i , åñëè i 6= j;

3 ) Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå h : V → Zn2 , òàêîå ÷òî

h(Φ0
i (v)) = h(v), i = 1, 2, . . . , n;

h(Φ1
i (v)) = rih(v), i = 1, 2, . . . , n, ãäå r1, . . . , rn)� ñòàíäàðòíûå ïî-

ðîæäàþùèå ãðóïïû Zn2 .

Òîãäà ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q(Γ) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì

íåêîòîðîãî êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q̃(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 1) ñëåäóåò, ÷òî èíâîëþöèè Φ1
j : V → V çà-

äàþò äåéñòâèå ãðóïïû Zn2 íà ìíîæåñòâå V . Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâà 3) âû-

òåêàåò, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñâîáîäíîå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Ṽ = V/Zn2 . Ïóñòü

p : V → Ṽ � îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè. Èç ñâîéñòâà 3) ëåãêî âûâîäèòñÿ,
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÷òî îòîáðàæåíèå p× h : V → Ṽ × Zn2 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ïîýòîìó ìû ìî-

æåì ðàññìàòðèâàòü èíâîëþöèè Φe
j êàê èíâîëþöèè íà ìíîæåñòâå Ṽ × Zn2 .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ Φ̃e
j : Ṽ → Ṽ ïî ôîðìóëàì

Φ̃e
j(u) = p

(
Φ0
j(u, r

e
j)
)
.

Òîãäà Φ0
j(u, r

e
j) =

(
Φ̃e
j(u), rej

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ̃e

j

(
Φ̃e
j(u)

)
= u. Êðîìå òî-

ãî, èç ðàâåíñòâà Φ̃e
j(u) = u ñëåäîâàëî áû ðàâåíñòâî Φ0

j(u, r
e
j) = (u, rej), ÷òî

íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ Φ̃e
j �èíâîëþöèè áåç íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê. Ýòè èíâîëþöèè çàäàþò îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè 2n íà ìíîæå-

ñòâå Ṽ ñ ðåáðàìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç ìíîæå-

ñòâà A. Îáîçíà÷èì ýòîò ãðàô ÷åðåç Γ̃. Ïîëîæèì, Q̃(Γ) = Q(Γ̃). Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëåêñà Q̃(Γ) èçîìîðôíî

êîìïëåêñó Q(Γ).

Îòìåòèì, ÷òî êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q̃(Γ) ìîæåò

áûòü çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q̃(Γ) = V × In/ ∼,

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî îòîæäåñòâëåíèÿìè

(v, t1, t2, . . . , tn) ∼ (Φ0
j(v), t1, t2, . . . , tn), åñëè tj = 0;

(v, t1, . . . , tj−1, tj, tj+1 . . . , tn) ∼ (Φ1
j(v), t1, . . . , tj−1, 1− tj, tj+1 . . . , tn).

Âåðøèíû êîìïëåêñà Q(Γ)� ýòî â òî÷íîñòè áàðèöåíòðû ãðàíåé êîìïëåêñà

Q̃(Γ). Ïðè ýòîì âåðøèíû êîìïëåêñà Q(Γ), èìåþùèå òèï 0 = (0, . . . , 0), �

ýòî â òî÷íîñòè âåðøèíû êîìïëåêñà Q̃(Γ). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé âåð-

øèíû êîìïëåêñà Q̃(Γ) åå ëèíêè â êîìïëåêñàõ Q̃(Γ) è Q(Γ) èçîìîðôíû.
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4.5 Êîíñòðóêöèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q

Â ýòîì ïóíêòå ìû äàäèì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèÿ Q, óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 4.1.8.

Ïîêðàñèì áàðèöåíòð êàæäîãî j-ìåðíîãî ñèìïëåêñà êîìïëåêñà Y â öâåò

j + 1. Òàêèì îáðàçîì, Y ′� ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ñ âåðøè-

íàìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â n öâåòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Υ îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè n, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèþ. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü îäíîðîäíûé ãðàô Γ ñòåïåíè 2n ñ ïðàâèëüíîé

ðàñêðàñêîé ðåáåð â öâåòà 10, 20, . . . , n0, 11, 21, . . . , n1 òàêîé, ÷òî Q̃(Γ)�èñ-

êîìîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q.

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Υ. Îðèåíòàöèÿ ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèÿ Y çàäàåò ðàçáèåíèå U = U+ t U−, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ãðàô Υ

ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ1, . . . ,Φn èíâîëþöèè, çàäàþùèå

ãðàô Υ. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç q ýëåìåíòîâ. Ââå-

äåì îáîçíà÷åíèÿ

V = U × S, V+ = U+ × S, V− = U− × S.

Îïðåäåëèì èíâîëþöèè Φ0
j : V → V ïî ôîðìóëàì Φ0

j(u, s) = (Φj(u), s).

Ïðåäëîæåíèå 4.5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ1
j : V → V , j = 1, 2, . . . , n, �

èíâîëþöèè òàêèå, ÷òî Φ1
j(V+) = V−, Φ1

j(V−) = V+ è èíâîëþöèè Φ0
j , Φ1

j

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 )�3 ) èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1. Ïóñòü Γ� ãðàô,

çàäàííûé èíâîëþöèÿìè Φ0
j , Φ1

j . Òîãäà Q = Q̃(Γ)� îðèåíòèðîâàííîå êó-

áè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ñ qk âåðøèíàìè, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ðàçáèòû íà k ãðóïï ïî q âåðøèí â êàæäîé òàê, ÷òî ëèíê êàæäîé

âåðøèíû â l-îé ãðóïïå èçîìîðôåí ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Y ′l .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1 ñëåäóåò, ÷òî ïñåâäîìíîãîîáðàçèå

Q̃(Γ) êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ãðàô Γ äâóäîëüíûé ïî îòíîøåíèþ ê ðàçáèå-

íèþ V = V+ t V−. Ïîýòîìó ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q̃(Γ) îðèåíòèðîâàííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Υl ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Y ′l .

Ãðàôû Υl ñâÿçíû è

Υ = Υ1 tΥ2 t . . . tΥk.

Âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q̃(Γ) � ýòî âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ Q(Γ), èìåþùèå òèï 0 = (0, . . . , 0). Ñëåäîâàòåëüíî, îíè íàõîäÿòñÿ

âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà

Γ0. Ãðàô Γ0 ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà Γ ïîñëå óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð öâåòîâ

11, 21, . . . , n1. Ïîýòîìó

Γ0
∼= Υtr = (Υ1 tΥ2 t . . . tΥk)

tr .

Èç ïðåäëîæåíèé 4.3.2 è 4.3.5 ñëåäóåò, ÷òî ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q̃(Γ) èìå-

åò qk âåðøèí, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà k ãðóïï ïî q âåðøèí â

êàæäîé òàê, ÷òî ëèíê êàæäîé âåðøèíû â l-îé ãðóïïå èçîìîðôåí êîìïëåê-

ñó K(Υl) ∼= Y ′l .

Òàêèì îáðàçîì, íàøà öåëü � íàéòè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S è èíâîëþöèè

Φ1
j , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 4.5.1. Ñíà÷àëà ìû ïðîâåäåì

ïîñòðîåíèå â ñëåäóþùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ïðåäïîëîæåíèå 4.5.2. Êàæäîé âåðøèíå ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèÿ Y ñîïîñòàâëåíà ìåòêà èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà C òàê,

÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîé âåðøèíû y ∈ Y âåðøèíû ïîäêîìïëåêñà star y ⊂ Y èìåþò

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìåòêè;
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2) äëÿ ëþáîé âåðøèíû y ∈ Y îáðàùàþùèé îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì

χy : star y → star ỹ ñîõðàíÿåò ìåòêè âåðøèí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà Y .

Âåðøèíû ãðàôà Υ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

σ0 ⊂ σ1 ⊂ . . . ⊂ σn−1, σj ∈ W.

Âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç u(σ0, σ1, . . . , σn−1). Èçîìîðôèçìîì ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåê-

ñîâ ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè ìû áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü èçîìîð-

ôèçì, ñîõðàíÿþùèé ìåòêè âåðøèí. Äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ∈ W âñå âåð-

øèíû çâåçäû ñèìïëåêñà σ èìåþò ðàçíûå ìåòêè. Ïîýòîìó çâåçäà ñèìïëåêñà

σ íå èìååò îáðàùàþùèõ îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîâ è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ñèìïëåêñîâ σ1, σ2 ∈ W ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îáðàùàþùåãî îðèåíòà-

öèþ èçîìîðôèçìà starσ1 → starσ2.

Äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n ïîñòðîèì êîíå÷íûé ãðàô Gj. Ìíîæåñòâî

âåðøèí ãðàôà Gj ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì (j−1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîì-

ïëåêñà Y . Èç êàæäîé âåðøèíû σ ãðàôà Gj âûõîäèò ðîâíî j ðåáåð: äëÿ

êàæäîé âåðøèíû y ñèìïëåêñà σ âåðøèíà σ ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì ñ âåðøè-

íîé χy(σ). (Ãðàô Gj ìîæåò ñîäåðæàòü êðàòíûå ðåáðà.)

Ïðåäëîæåíèå 4.5.3. Âñå öèêëû â ãðàôå Gj èìåþò ÷åòíóþ äëèíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äâà (j − 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñà êîìïëåêñà Y ñîåäè-

íåíû ðåáðîì â ãðàôå Gj, òî èõ çâåçäû èçîìîðôíû ñ îáðàùåíèåì îðèåí-

òàöèè. Ïîýòîìó èç ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà íå÷åòíîé äëèíû ñëåäîâàëî áû
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íàëè÷èå îáðàùàþùåãî îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìà ó çâåçäû îäíîãî èç ñèì-

ïëåêñîâ êîìïëåêñà Y , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäñòâèå 4.5.4. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Gj ÿâëÿåòñÿ

äâóäîëüíûì ãðàôîì ñ îäèíàêîâûìè êîëè÷åñòâàìè âåðøèí â îáåèõ äîëÿõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1, G2, . . . , Gn. Ìíî-

æåñòâî âåðøèí ãðàôà G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P

ìíîæåñòâî âñåõ èíâîëþöèé Λ : W → W òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ W

âåðøèíû σ è Λ(σ) ãðàôà G ëåæàò â îäíîé åãî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, íî â

ðàçíûõ åå äîëÿõ. Èç ñëåäñòâèÿ 4.5.4 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî P íåïóñòî.

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî çâåçäû ñèìïëåêñîâ

σ è Λ(σ) èçîìîðôíû ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè äëÿ ëþáûõ Λ ∈ P , σ ∈ W .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî Λ(y) = ỹ äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè Λ ∈ P è ëþáîé âåð-

øèíû y êîìïëåêñà Y . Ïîëîæèì,

S = P × Zn2 , V = U × S, V± = U± × S.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü èíâîëþöèè Φ1
j , íàì áóäóò íóæíû íåêîòîðûå

äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè.

Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ W îáîçíà÷èì ÷åðåç c(σ) ìíîæåñòâî âñåõ

ìåòîê åãî âåðøèí. Ìíîæåñòâî c(σ) ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòêîé ñèìïëåêñà

σ. Òàê êàê âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà σ èìåþò ðàçëè÷íûå ìåòêè, òî ìíî-

æåñòâî c(σ) ñîäåðæèò ðîâíî dimσ + 1 ýëåìåíòîâ. Îòîáðàæåíèå c ìîæíî

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå Y → ∆|C|−1. Ïóñòü

c ⊂ C � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wc ⊂ W ìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñèìïëåêñîâ σ òàêèõ, ÷òî â êîìïëåêñå starσ åñòü

(åäèíñòâåííûé) ñèìïëåêñ ρ, äëÿ êîòîðîãî c(ρ) = c. Ïóñòü Λ ∈ P . Îïðå-
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äåëèì èíâîëþöèþ Λc : Wc → Wc ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ñèì-

ïëåêñà σ ∈ Wc â êà÷åñòâå Λc(σ) âîçüìåì îáðàç ñèìïëåêñà σ ïðè (åäèí-

ñòâåííîì) îáðàùàþùåì îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìå star ρ → star Λ(ρ), ãäå

ρ � ñèìïëåêñ â starσ òàêîé, ÷òî c(ρ) = c.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà c ⊂ C îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Θc : P → P

ïî ôîðìóëå

Θc(Λ)(σ) =


(Λc ◦ Λ ◦ Λc)(σ), åñëè c(σ) ⊃ c;

Λ(σ), åñëè c(σ) 6⊃ c.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Θc(Λ) ∈ P .

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèÿ

Φ1
j : U × P × Zn2 → U × P × Zn2 .

Ïîëîæèì,

Φ1
j

(
u
(
σ0, σ1, . . . , σn−1

)
,Λ, g

)
=

=
(
u
(
Λc(σ

0),Λc(σ
1), . . . ,Λc(σ

n−1)
)
,Θc(Λ), rjg

)
,

ãäå c = c(σj−1).

Ïðåäëîæåíèå 4.5.5. Îòîáðàæåíèÿ Φ1
j ñóòü êîððåêòíî îïðåäåëåííûå

èíâîëþöèè, ìåíÿþùèå ìåñòàìè ìíîæåñòâà V+ è V− è óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèÿì 1 ), 2 ) è 3 ) èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ Λ ∈ P , c ⊂ C îòîáðàæåíèå

Λc : Wc → Wc ñîõðàíÿåò ðàçìåðíîñòè è ìåòêè ñèìïëåêñîâ è îòíîøåíèå

âêëþ÷åíèÿ. (Çàìåòèì, ÷òî ñàìî îòîáðàæåíèå Λ : W → W íå ñîõðàíÿåò

îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ.) Èç ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Φ1
j êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåíû. Óñëîâèå 2) è ðàâåíñòâà Φ1
j(V+) = V− è Φ1

j(V−) = V+
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ñðàçó ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ñèìïëåêñ Λc(σ
l) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ñèìïëåêñà

σl ïðè îáðàùàþùåì îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìå starσj−1 → star Λ(σj−1).

Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ h, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 3), ìîæíî âçÿòü

ïðîåêöèþ íà ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü U × P × Zn2 → Zn2 .

Åñëè c1 ⊂ c2 ⊂ C, òî Wc2 ⊂ Wc1. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè Λ ∈ P

êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λc1 : Wc2 → Wc2. Äëÿ òî-

ãî,÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Φ1
j ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè è êîììó-

òèðóþò, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.5.6. Ïóñòü c1 ⊂ c2 ⊂ C, Λ ∈ P. Òîãäà

(Θc2(Λ))c1 = Λc1;

(Θc1(Λ))c2 = Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λc1;

(Θc1(Λ))c2 ◦ Λc1 = (Θc2(Λ))c1 ◦ Λc2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå Λc ñîõðàíÿåò ìåòêè ñèìïëåê-

ñîâ è îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü äëÿ ñèìïëåêñîâ σ òàêèõ, ÷òî c(σ) = c1, à âòîðîå � äëÿ ñèìïëåêñîâ

σ òàêèõ, ÷òî c(σ) = c2. Åñëè c(σ) = c1, òî

(Θc2(Λ))c1 (σ) = Θc2(Λ)(σ) = Λ(σ) = Λc1(σ).

Åñëè c(σ) = c2, òî

(Θc1(Λ))c2 (σ) = Θc1(Λ)(σ) = (Λc1 ◦ Λ ◦ Λc1) (σ) = (Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λc1) (σ).

Òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç äâóõ ïåðâûõ.

Ïðåäëîæåíèå 4.5.7. Åñëè c1 ⊂ c2, òî Θc1 ◦Θc2 = Θc2 ◦Θc1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Λ ∈ P , σ ∈ W . Åñëè c(σ) 6⊃ c1, òî

Θc2 (Θc1(Λ)) (σ) = Λ(σ) = Θc1 (Θc2(Λ)) (σ).

Åñëè c(σ) ⊃ c1 è c(σ) 6⊃ c2, òî

Θc1 (Θc2(Λ)) (σ) =
(
(Θc2(Λ))c1 ◦Θc2(Λ) ◦ (Θc2(Λ))c1

)
(σ) =

= (Λc1 ◦ Λ ◦ Λc1) (σ);

Θc2 (Θc1(Λ)) (σ) = Θc1(Λ)(σ) = (Λc1 ◦ Λ ◦ Λc1) (σ).

Åñëè c(σ) ⊃ c2, òî

Θc1 (Θc2(Λ)) (σ) =
(
(Θc2(Λ))c1 ◦Θc2(Λ) ◦ (Θc2(Λ))c1

)
(σ) =

= (Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λ ◦ Λc2 ◦ Λc1) (σ);

Θc2 (Θc1(Λ)) (σ) =
(
(Θc1(Λ))c2 ◦Θc1(Λ) ◦ (Θc1(Λ))c2

)
(σ) =

= ((Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λc1) ◦ (Λc1 ◦ Λ ◦ Λc1) ◦ (Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λc1)) (σ) =

= (Λc1 ◦ Λc2 ◦ Λ ◦ Λc2 ◦ Λc1) (σ).

Èç ðàâåíñòâà (Θc(Λ))c = Λc ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Φ1
j ÿâëÿþòñÿ èí-

âîëþöèÿìè. Èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.5.6 è ïðåäëîæåíèÿ 4.5.7

ñëåäóåò, ÷òî ýòè èíâîëþöèè êîììóòèðóþò.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî S è èíâîëþöèè Φ1
j óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ïðåäëîæåíèÿ 4.5.1. Çíà÷èò, Q̃(Γ)�èñêîìîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ 1)�3) èç òåîðåìû 4.1.8 ñðàçó ñëåäóþò

èç êîíñòðóêöèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé è ñâåäåì åãî ê óæå ðàññìîò-

ðåííîìó íàìè ÷àñòíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y èìååò
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q âåðøèí. Ïîëîæèì, C = {1, 2, . . . , q}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæå-

ñòâî áèåêöèé Vert(Y ) → C. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû y ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ Y îáðàùàþùèé îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì χy èíäóöèðóåò áèåêöèþ

Vert(star y) → Vert(star ỹ). Ïðîäîëæèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ýòè áèåê-

öèè äî áèåêöèé κy : Vert(Y )→ Vert(Y ) òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ κỹ = κ−1
y . Ïîëîæèì, Y = Y ×B. Êàæäóþ âåðøèíó (y, ν) ∈ Vert(Y )×B

ìû ïîìåòèì ìåòêîé ν(y) ∈ C. Îïðåäåëèì èíâîëþöèþ

λ : Vert(Y )→ Vert(Y )

ïî ôîðìóëå

λ(y, ν) = (ỹ, ν ◦ κ−1
y ).

Ïóñòü χ(y,ν) : star(y, ν) → starλ(y, ν)� îáðàùàþùèé îðèåíòàöèþ èçîìîð-

ôèçì, èíäóöèðîâàííûé îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìîì χy. Òî-

ãäà ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿ 4.5.2. ×òîáû ïî-

ëó÷èòü èñêîìîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q, íàì îñòàëîñü ïðèìåíèòü îïèñàí-

íóþ âûøå êîíñòðóêöèþ ê ïîëó÷åííîìó ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Y .

Ïðèìåð 4.5.8. Ïóñòü Y1 = Y2 � ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî ìåòîê C = {1, 2, 3} è ïîìåòèì âåðøèíû êîìïëåêñà Y1 ìåòêàìè

1, 2, 3 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à âåðøèíû êîìïëåêñà Y2 � ìåòêàìè 1, 2, 3 ïðî-

òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y = Y1tY2 óäîâëåòâîðÿåò ïðåä-

ïîëîæåíèþ 4.5.2. Íàøà êîíñòðóêöèÿ äà¼ò êóáè÷åñêè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ,

ÿâëÿþùèéñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ ýêçåìïëÿðîâ êóáè÷åñêè êëå-

òî÷íîãî ðàçáèåíèÿ êðåíäåëÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.1. Íà ýòîì ðèñóíêå

îòðåçêè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè ñêëååíû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü îðèåí-

òèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü.
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Ðèñ. 4.1. Ðàçáèåíèå êðåíäåëÿ íà 6 ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ

4.6 Êîíñòðóêöèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K

Â ýòîì ðàçäåëå ìû, îïèðàÿñü íà êîíñòðóêöèþ êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q, äàííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äà¼ì ÿâíóþ êîí-

ñòðóêöèþ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K, óäîâëåòâîðÿþùåãî òðåáîâàíèÿì òåîðå-

ìû 4.1.7.

Ïóñòü Q� îðèåíòèðîâàííîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå,

ïîëó÷åííîå ïî íàáîðó Y1, Y2, . . . , Yk ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè èç ïðåäûäó-

ùåãî ðàçäåëà. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q′. Ëèíê

êàæäîé âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q′, ÿâëÿþùåéñÿ âåðøèíîé ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèÿ Q, èçîìîðôåí ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè îäíîìó èç ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèé Y ′i , ïðè÷¼ì êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé Y ′i âñòðå÷àåòñÿ ñðå-

äè òàêèõ ëèíêîâ ðîâíî q ðàç. Ëèíê êàæäîé âåðøèíû b(σ) ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèÿ Q′, ÿâëÿþùåéñÿ áàðèöåíòðîì êóáà σ ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíî-

ñòè, èçîìîðôåí äæîéíó áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèÿ linkQ σ è áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ãðàíèöû êóáà σ. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ïñåâäîìíîãîîáðàçèå linkQ σ èçîìîðôíî ëèíêó îäíîãî èç ñèì-

ïëåêñîâ îäíîãî èç ïñåâäîìíîãîîáðàçèé Y ′i , à ãðàíèöà êóáà σ îáëàäàåò îá-
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ðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèå linkQ′(b(σ)), âî-ïåðâûõ, ïðèíàäëåæèò êëàññó C, âî-âòîðûõ, îáëàäà-

åò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ëèí-

êîâ âåðøèí ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q′ ñîñòîèò èç íàáîðà

Y ′′1 , Y
′′

2 , . . . , Y
′′
k , âçÿòîãî q ðàç, è íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèé èç êëàññà C, êàæäîå èç êîòîðûõ îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ

àâòîìîðôèçìîì. Çíà÷èò,

∂〈Q′〉 = q
k∑
i=1

〈Y ′′i 〉+ [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2].

Â ðàçäåëå 1.1 áûëà ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé îðè-

åíòèðîâàííîé (n−1)-ìåðíîé ñôåðå L îðèåíòèðîâàííóþ n-ìåðíóþ ñôåðó L̂

òàêóþ, ÷òî îòîáðàæåíèå D : 〈L〉 7→ 〈L̂〉 ÿâëÿåòñÿ öåïíîé ãîìîòîïèåé ìåæ-

äó îïåðàòîðîì áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ è òîæäåñòâåííûì îòîá-

ðàæåíèåì êîìïëåêñà T∗ â ñåáÿ ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 (ñì. ïðåä-

ëîæåíèå 1.1.5). Ýòà êîíñòðóêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé

êëàññà ïñåâäîìíîãîîáðàçèé C.

Öåïü 〈Y1〉+ 〈Y2〉+ . . .+ 〈Yk〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â êîìïëåêñå T C
∗ . Ïîýòîìó

èç àíàëîãîâ ïðåäëîæåíèé 1.1.4 è 1.1.5 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèé C ñëåäóåò, ÷òî

∂

k∑
i=1

〈
Ŷi
〉

=
k∑
i=1

〈Y ′i 〉 −
k∑
i=1

〈Yi〉+ [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2];

∂
k∑
i=1

〈
(̂Y ′i )

〉
=

k∑
i=1

〈Y ′′i 〉 −
k∑
i=1

〈Y ′i 〉+ [ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2].

Ïîëîæèì,

K = Q′ tQ′ t
((
−Ŷ1

)
t . . . t

(
−Ŷk

)
t
(
−(̂Y ′1)

)
t . . . t

(
−(̂Y ′k)

))t 2q

.
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Òîãäà K� îðèåíòèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿ-

ìè èç êëàññà C è

∂〈K〉 = 2q
k∑
i=1

〈Yi〉.

Çíà÷èò, K�èñêîìîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4.3. Èç òåîðåìû 4.1.7 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ÿäðî

ãîìîìîðôèçìà ∂∗ : ΩC
∗ → H∗

(
T C
∗
)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé êðó÷åíèÿ: äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ëþáîãî öèêëà η = 〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉 ñóùåñòâóåò îðèåí-

òèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå K ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C

òàêîå, ÷òî öèêë ∂〈K〉 êðàòåí öèêëó η.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîÿäðî ãîìîìîðôèçìà ∂∗ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé êðó÷å-

íèÿ. Ïóñòü J � îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C òàêîå, ÷òî ∂〈J〉 = 0. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

êëàññ êîáîðäèçìîâ [J ] èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê â ãðóïïå ΩC
n . Íàïîìíèì,

÷òî ÷åðåç C̃ ìû îáîçíà÷àåì êëàññ âñåõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè èç

êëàññà C. Ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.1.7 äëÿ êëàññà C̃, òàê êàê îí

íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå NPM, îäíàêî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü å¼ äëÿ êëàñ-

ñà C̃∩NPM. Ïóñòü J = J1tJ2t . . .tJk, ãäå Ji� ñâÿçíûå ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ; òîãäà Ji ∈ C̃∩NPM è ýëåìåíò 〈J1〉+〈J2〉+. . .+〈Jk〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â

öåïíîì êîìïëåêñå T C̃∩NPM
∗ . Ïðèìåíèì òåîðåìó 4.1.7 ê íàáîðó J1, J2, . . . , Jk.

Ìû ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííîå (n+ 1)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå K ñ îñîáåííî-

ñòÿìè èç êëàññà C̃ ∩ NPM, ñðåäè ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî èìååòñÿ ïî q

ëèíêîâ, èçîìîðôíûõ êàæäîìó èç ïñåâäîìíîãîîáðàçèé Ji, à âñå îñòàëüíûå

ëèíêè âåðøèí ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû èçîìîðôíûõ äðóã äðóãó ñ îáðàùåíèåì

îðèåíòàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, q[J ] = 0 â ãðóïïå ΩC
n .
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4.7 Ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ L-êëàññîâ Õèðöåáðóõà

Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì ÿâíî âñå óíèâåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìó-

ëû äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Íàïîìíèì, ÷òî

Ll(p1, p2, . . . , pl) åñòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè 4l (ãäå ñòåïåíü ïåðåìåí-

íîé pi ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 4i), çàäàâàåìûé ïî ôîðìóëå

1 +
∞∑
l=1

Ll(σ1, σ2, . . . , σl) =
∞∏
j=1

√
tj

th(
√
tj)
,

ãäå σi åñòü i-ûé ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì îò ïåðåìåííûõ tj.

Äëÿ ëþáîãî 4l-ìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M

èìååòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Õèðöåáðóõà

signM = 〈Ll(p1(M), p2(M), . . . , pl(M)), [M ]〉 .

Òåîðåìà 4.7.1. Ïóñòü f ∈ T 4l(Q)� óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìó-

ëà äëÿ ïîëèíîìà Õèðöåáðóõà Ll. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà Y1, Y2, . . . , Yk

îðèåíòèðîâàííûõ (4l − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð òàêîãî, ÷òî

〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉�öèêë öåïíîãî êîìïëåêñà T∗, ôóíêöèÿ f óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ

f(Y1) + f(Y2) + . . .+ f(Yk) =
signQ

q
, (4.2)

ãäå Q è q� ñîîòâåòñòâåííî îðèåíòèðîâàííîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîì-

áèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå è íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç òåîðåìû 4.1.4. Îá-

ðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ T 4l(Q), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå óðàâíå-

íèé (4.2), ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ ïîëèíîìà Ll.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëèíîìà Ll. Òîãäà

signQ = 〈Ll(p1(Q), p2(Q), . . . , pl(Q), [Q]〉 = ε
(
f]
(
Q′
))

=

= q
(
f
(〈
Y ′1
〉)

+ f
(〈
Y ′2
〉)

+ . . .+ f
(〈
Y ′k
〉))

=

= q (f(〈Y1〉) + f(〈Y2〉) + . . .+ f(〈Yk〉)) ,

ãäå ε : C0

(
Q′;Q

)
→ Q� àóãìåíòàöèÿ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò

èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.5, òàê êàê ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì, à ñóììà

〈Y1〉+ 〈Y2〉+ . . .+ 〈Yk〉�öèêëîì.

Óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëèíîìà Ll îïðåäåëåíà îäíî-

çíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ðåøåíèå f ∈ T 4l(Q) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.2) òàêæå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷-

íî ñ òî÷íîñòüþ äî êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (4.2) � ýòî â òî÷íîñòè ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìà Ll.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.2) äàåò ÿâíîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå âñåõ ëî-

êàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìà Õèðöåáðóõà Ll, òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-

íåíèé (4.2) äîïóñêàþò ÿâíîå êîìáèíàòîðíîå âû÷èñëåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå Q ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ

ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â ðàçäåëå 4.5. Åãî ñèãíàòóðà

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ, ëèáî ñ ïî-

ìîùüþ ÿâíîé (íåëîêàëüíîé) êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû, ïîëó÷åííîé À. Ðà-

íèöêèì è Ä. Ñóëëèâàíîì â 1976 ãîäó [114]. Òàê êàê Q�êóáè÷åñêè êëå-

òî÷íîå (à íå ñèìïëèöèàëüíîå) êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ôîðìóëû Ðàíèöêîãî�Ñóëëèâàíà.

Ïðåäëîæåíèå 4.7.2. Ïóñòü X � îðèåíòèðîâàííîå 4l-ìåðíîå êóáè÷åñêè

êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci ãðóïïó i-
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ìåðíûõ êëåòî÷íûõ öåïåé êîìïëåêñà X ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì, ñîñòî-

ÿùèì èç i-ìåðíûõ êóáîâ êîìïëåêñà X. Òîãäà

signX = sign

 A B

Bt 0

 ,

ãäå B � ìàòðèöà ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà ∂ : C2l+1 → C2l è A � ìàòðèöà

ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû α íà ïðîñòðàíñòâå C2l, òàêîé ÷òî

α(σ, τ) =
∑

γ(σ, τ, η),

ãäå ñóììà âåäåòñÿ ïî âñåì 4l-ìåðíûì êóáàì η êîìïëåêñà X;

γ(σ, τ, η) = ±1, åñëè dim(σ ∩ τ) = 0 è σ, τ ⊂ η (çíàê γ(σ, τ, η) ïîëî-

æèòåëåí, åñëè îðèåíòàöèÿ êóáà σ, óìíîæåííàÿ íà îðèåíòàöèþ êóáà τ ,

äàåò îðèåíòàöèþ êóáà η, ñîâïàäàþùóþ ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé ìíîãî-

îáðàçèÿ X, è îòðèöàòåëüíûé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå), è γ(σ, τ, η) = 0 âî

âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷åííîå ÿâíîå îïèñàíèå âñåõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë

äëÿ ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íåýôôåêòèâíûì. Êîíñòðóêöèÿ

ìíîãîîáðàçèÿ X äîâîëüíî ñëîæíà, ïîýòîìó íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ñèãíà-

òóðû ìàòðèö î÷åíü áîëüøîãî ðàçìåðà. Ïîýòîìó îïèñàííûå ôîðìóëû âðÿä

ëè ïðèãîäíû äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé.

×òîáû âûáðàòü êàêóþ-íèáóäü êàíîíè÷åñêóþ óíèâåðñàëüíóþ ëîêàëüíóþ

ôîðìóëó äëÿ ïîëèíîìà Ll íàì íàäî âûáðàòü êàíîíè÷åñêîå ðåøåíèå f0 ñè-

ñòåìû (4.2). Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñòàíäàðòíîãî

ïðèåìà, êîòîðûé î÷åíü ïîõîæ íà ïðè¼ìû, ïðèìåí¼ííûå â àíàëîãè÷íûõ ñè-

òóàöèÿõ â ðàçäåëàõ 1.5 è 2.4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
(m)
4l ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ îðèåíòèðîâàí-

íûõ (4l − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
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èç ãðàíèöû 4l-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íå

áîëåå, ÷åì m áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî T
(m)
4l

äîïóñêàåò àëãîðèòìè÷åñêîå îïèñàíèå, òî åñòü ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ïðè-

íàäëåæèò ëè åìó êëàññ èçîìîðôèçìà äàííîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåê-

ñà èëè íåò. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè f0 íà

ìíîæåñòâà T
(m)
4l . Ïóñòü óæå âûáðàíî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f0 íà ìíîæå-

ñòâî T
(m−1)
4l . Èç âñåõ ôóíêöèé f : T

(m)
4l → Q, êîòîðûå ñîâïàäàþò íà T (m−1)

4l

ñ óæå âûáðàííûì îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè f0, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

f(〈−Y 〉) = −f(〈Y 〉) è óðàâíåíèÿì (4.2) äëÿ âñåõ íàáîðîâ êîìáèíàòîðíûõ

ñôåð Y1, Y2, . . . , Yk ∈ T
(m)
4l òàêèõ, ÷òî ∂(〈Y1〉 + 〈Y2〉 + . . . + 〈Yk〉) = 0, â

êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè f0 âûáåðåì òó, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà∑
Y ∈T (m)

4l

(f(〈Y 〉))2

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà,

çàäà÷à åå íàõîæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ðåøåíà àëãîðèòìè÷åñêè.

Çàìå÷àíèå 4.7.3. Âìåñòî ìíîæåñòâ T (m)
4l íåëüçÿ áûëî áû ðàññìàòðèâàòü

ìíîæåñòâà êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð T4l,m, èìåþùèõ íå

áîëåå m âåðøèí, òàê êàê òàêèå ìíîæåñòâà íå äîïóñêàþò àëãîðèòìè÷åñêî-

ãî îïèñàíèÿ. Óòî÷íèì, ÷òî ìû èìååì â âèäó. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ T4l,m

êîíå÷íî è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûì. Îäíàêî äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæåñòâ T4l,m âìåñòî ìíîæåñòâ T
(m)
4l íàì áûë áû íóæåí

àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàäàííûì ÷èñëó m è êîíå÷íîìó ñèìïëèöèàëüíîìó

êîìïëåêñó Y îïðåäåëÿë áû, ëåæèò ëè êëàññ èçîìîðôèçìà êîìïëåêñà Y â

ìíîæåñòâå T4l,m èëè íåò. Èç òåîðåìû Ñ.Ï. Íîâèêîâà [11] îá àëãîðèòìè÷å-
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ñêîé íåðàñïîçíàâàåìîñòè ñôåðû ñëåäóåò, ÷òî ïðè l > 1 òàêîãî àëãîðèòìà

íå ñóùåñòâóåò.

Âìåñòî êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ìû ìîæåì ðàáîòàòü ñ ñèìïëèöè-

àëüíûìè ãîìîëîãè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè; òîãäà âñå ðåçóëüòàòû îñòàþò-

ñÿ â ñèëå è âìåñòî ìíîæåñòâ T
(m)
4l ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà ñèì-

ïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñôåð, èìåþùèõ íå áîëåå m âåðøèí.

Çàìå÷àíèå 4.7.4. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà âûáîðà êàíîíè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû (4.2) ñîâåðøåííî íå íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèì-

ïëèöèàëüíûé öèêë, êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå L-

êëàññó Õèðöåáðóõà êîíêðåòíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òàêîé öèêë, íàì äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ

f(〈Y 〉) òîëüêî äëÿ òåõ (4l − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð 〈Y 〉, êîòî-

ðûå âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ëèíêîâ ñèìïëåêñîâ ìíîãîîáðàçèÿ K. Ïîýòîìó ìû

äîëæíû ðàññìîòðåòü òîëüêî òå óðàâíåíèÿ (4.2), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

íàáîðàì Y1, Y2, . . . , Yk, òàêèì ÷òî êàæäàÿ èç êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Yi èçî-

ìîðôíà ëèíêó íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà ìíîãîîáðàçèÿ K. Ñðåäè òàêèõ óðàâ-

íåíèé åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íàì äîñòàòî÷íî âçÿòü

ïðîèçâîëüíîå åå ðåøåíèå.

Â ðàçäåëå 1.5 îïèñàíà ÿâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ïî èçâåñòíûì óíèâåð-

ñàëüíûì ëîêàëüíûì ôîðìóëàì f1 è f2 äëÿ äâóõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ F1

è F2 îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ñòðîèò óíèâåðñàëüíóþ ëîêàëü-

íóþ ôîðìóëó f1 � f2 äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ F1F2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â

ïîëèíîìå Õèðöåáðóõà Ll êîýôôèöèåíò ïðè pl íåíóëåâîé, çíà÷èò, ïîëèíîìû

Õèðöåáðóõà Ll ïîðîæäàþò âñ¼ êîëüöî Q[p1, p2, . . .]. Òàêèì îáðàçîì ïîñòðî-
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åííûå ÿâíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà Ll âìåñòå ñ

ðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 1.5 äàþò ÿâíûå, õîòÿ, êîíå÷íî æå, î÷åíü íåýôôåê-

òèâíûå, ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ îò ðàöèî-

íàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.
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Ãëàâà 5

Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå

Ñòèíðîäà î ðåàëèçàöèè öèêëîâ

5.1 Ðåàëèçàöèÿ öèêëîâ è ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé

Ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà, îñíîâàííûé íà ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé

öèêëîâ, áûë ïðåäëîæåí Ä. Ñóëëèâàíîì [125]. Ïóñòü Z �ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèå, Σ ⊂ Z �ïîäìíîæåñòâî, òàêîå ÷òî Z \ Σ� îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîá-

ðàçèå. Ïî Ñóëëèâàíó, ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z �

ýòî îòîáðàæåíèå g : N → Z, ãäå N � îðèåíòèðîâàííîå çàìêíóòîå ìíîãî-

îáðàçèå òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå

g|g−1(Z\Σ) : g−1(Z \ Σ)→ Z \ Σ

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì (èëè êóñî÷íî ãëàäêèì ãîìåîìîðôèçìîì� â

çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè ìíîãîîáðàçèé). Ïåðâûì ïðè-

ìåðîì ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ, íå äîïóñêàþùåãî ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé,

ÿâëÿåòñÿ 7-ìåðíûé öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé ïîñòðîåííûé Ð. Òîìîì [126]

7-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé, íå ðåàëèçóåìûé ïî Ñòèíðîäó.
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Ðàçäóòèåì ïàðû (Z,Σ) Ñóëëèâàí íàçûâàåò îòîáðàæåíèå

g :
(
Z̃, Σ̃

)
→ (Z,Σ)

òàêîå, ÷òî Z̃\Σ̃�ìíîãîîáðàçèå è g|g−1(Z\Σ) åñòü äèôôåîìîðôèçì (ñîîòâåò-

ñòâåííî, êóñî÷íî ãëàäêèé ãîìåîìîðôèçì). Â [125] îí ïîñòðîèë ïîëíîå ïðå-

ïÿòñòâèå vs ∈ Hs(Z; Ωn−s−1) ê ñóùåñòâîâàíèþ ðàçäóòèÿ (Z̃, Σ̃) ïàðû (Z,Σ),

òàêîãî ÷òî dim Σ̃ < dim Σ (ñì. òàêæå [93]). Çäåñü s = dim Σ, n = dimZ,

Ωq � ãðóïïà êîáîðäèçìîâ ãëàäêèõ (ñîîòâåòñòâåííî, êóñî÷íî ëèíåéíûõ)

îðèåíòèðîâàííûõ q-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Åñëè âñå ïðåïÿòñòâèÿ Ñóëëèâà-

íà ïîñëåäîâàòåëüíî îêàçûâàþòñÿ íóëåâûìè, ìû ìîæåì, óìåíüøàÿ ðàçìåð-

íîñòü ìíîæåñòâà Σ, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçðåøèòü îñîáåííîñòè ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèÿ Z. Ñóëëèâàí çàìåòèë, ÷òî åãî ïðåïÿòñòâèÿ äàþò ãåîìåòðè÷åñêóþ

èíòåðïðåòàöèþ äèôôåðåíöèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àòüÿ�

Õèðöåáðóõà â òåîðèè ãëàäêèõ (ñîîòâåòñòâåííî, êóñî÷íî ëèíåéíûõ) áîðäèç-

ìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [Z] ∈ Hn(Z;Z) = Hn(Z; Ω0)

ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äèôôåðåíöèàëîâ d2, . . . , ds−1 è ds([Z]) = vs. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðåïÿòñòâèÿ Ñóëëèâàíà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ïîðÿäêîâ äèôôåðåíöèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Àòüÿ�Õèðöåáðóõà â òåîðèè ãëàäêèõ îðèåíòèðîâàííûõ áîð-

äèçìîâ áûëè ïîëó÷åíû Â.Ì. Áóõøòàáåðîì [2]. Â [63] Ñ. Áóîíêðèñòèàíî

è Ì. Äåäî íåïîñðåäñòâåííî ãåîìåòðè÷åñêè îöåíèëè ïîðÿäêè ïðåïÿòñòâèé

Ñóëëèâàíà. Ýòè îöåíêè ãîðàçäî ñëàáåå, ÷åì îöåíêè Â.Ì. Áóõøòàáåðà. Îò-

ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðåïÿòñòâèÿ ê ðàçðåøåíèþ îñîáåííîñòåé ðàâíû

íóëþ, ðåçóëüòàòû ðàáîò [125], [93], [63] íå äàþò ÿâíîé êîíñòðóêöèè ìíîãî-

îáðàçèÿ N è îòîáðàæåíèÿ g : N → Z, ðàçðåøàþùåãî îñîáåííîñòè.

Ìû ðàáîòàåì ñ áîëåå îáùèì ïîíÿòèåì ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, êîòî-
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ðîå ìîæíî íàçâàòü ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé ñ êðàòíîñòÿìè. Ðàçðåøåíè-

åì îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z ñ êðàòíîñòüþ q ìû áóäåì íàçûâàòü

êóñî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå g : N → Z, ãäå N �êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíî-

ãîîáðàçèå, òàêîå ÷òî îãðàíè÷åíèå

g|g−1(Z\Σ) : g−1(Z \ Σ)→ Z \ Σ

ÿâëÿåòñÿ q-ëèñòíûì íàêðûòèåì. Èç êîíå÷íîñòè ïîðÿäêîâ ïðåïÿòñòâèé

Ñóëëèâàíà íåñëîæíî âûâîäèòñÿ, ÷òî ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòüþ ñ íåêîòîðîé

êðàòíîñòüþ âîçìîæíî âñåãäà. Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëà-

âû ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó

îðèåíòèðîâàííîìó ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Z, ðàçáèòîìó íà ïðîñòûå êëåòêè,

êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå N è îòîáðàæåíèå g : N → Z, ÿâëÿþùååñÿ

ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ q. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå

ìíîæåñòâà Σ áåðåòñÿ îñòîâ êîðàçìåðíîñòè 2 ðàçáèåíèÿ Z. (Îïðåäåëåíèå

ðàçáèåíèÿ íà ïðîñòûå êëåòêè ñì. â ðàçäåëå 3.2.)

Ïóñòü òåïåðü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, z ∈ Hn(X;Z)�ïðîèç-

âîëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.1. Äëÿ êàæäîãî n-ìåðíîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà ñèí-

ãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé z ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X

ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Z è

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : Z → X òàêèå, ÷òî h∗[Z] = z.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé. Îíî ïîçâîëÿåò íàì

ñâåñòè çàäà÷ó î ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà ãîìîëî-

ãèé ê çàäà÷å î ðåàëèçàöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà îðèåíòèðîâàííîãî
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ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåíèâ ê ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ

Z íàøó êîíñòðóêöèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ñ êðàòíîñòüþ q, ìû ïîëó-

÷èì îðèåíòèðîâàííîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå N è îòîáðàæåíèå

ϕ : N
g−→ Z −→ X, (5.1)

ðåàëèçóþùåå êëàññ ãîìîëîãèé qz.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êîìáèíàòîðíîå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçà-

òåëüñòâî òîãî, ÷òî êàæäûé öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé z ∈ Hn(X;Z)

ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ q ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí îáðàçîì ôóíäàìåíòàëü-

íîãî êëàññà êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. (Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàê

ìû óâèäèì íèæå, ýòî ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò êàíîíè÷åñêèì ñãëàæèâàíè-

åì.) Ýòî äîêàçàòåëüñòâî íå èñïîëüçóåò òåîðåì òðàíñâåðñàëüíîñòè è êàêèõ

áû òî íè áûëî àëãåáðî-òîïîëîãè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè òà-

êîì êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå íàì íå óäàåòñÿ ïðîñëåäèòü çà ÷èñëîì q: îíî ó

íàñ áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò êîìáèíàòîðèêè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z,

ðåàëèçóþùåãî êëàññ ãîìîëîãèé z, è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïðè

ôèêñèðîâàííîì n.

Â ýòîé ãëàâå ìû òàêæå èññëåäóåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàáîðà Mn

ãëàäêèõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåàëèçàöèè ñ íåêîòî-

ðîé êðàòíîñòüþ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ n-ìåðíûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé ëþáîãî

ïðîñòðàíñòâà X. Õîðîøî èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî ñóùåñòâóþò êëàññû ãî-

ìîëîãèé, íè ñ êàêîé êðàòíîñòüþ íå ðåàëèçóåìûå îáðàçîì ñôåðû. Â 2009

ãîäó Ä. Êîòùèê è Ê. Ë¼õ [95] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ áîëüøîãî êëàññà ìíî-

ãîîáðàçèé, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå çàìêíóòûå ìíîãîîáðà-

çèÿ, äîïóñêàþùèå ðèìàíîâó ìåòðèêó ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, èõ

ôóíäàìåíòàëüíûå êëàññû íå ðåàëèçóþòñÿ íè ñ êàêîé êðàòíîñòüþ íèêàêèì
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ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ïóñòü M è N � çàìêíóòûå îðèåíòèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ îäíîé ðàç-

ìåðíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M äîìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå N , åñ-

ëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå M → N íåíóëåâîé ñòåïåíè; â ýòîì ñëó÷àå ìû

áóäåì ïèñàòü M > N ; èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M âèðòóàëüíî

äîìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå N , åñëè íåêîòîðîå êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå

íàä M äîìèíèðóåò N . ×àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíî-

æåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé âîñõîäèò

ê ðàáîòàì Äæ. Ìèëíîðà è Ó. Ò¼ðñòîíà [107] è Ì. Ãðîìîâà [86]. Èç òåî-

ðåìû Ð.Òîìà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàáîðàMn, äîñòàòî÷íîãî

äëÿ ðåàëèçàöèè ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ âñåõ n-ìåðíûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé,

ýêâèâàëåíòíà ïîñòàâëåííîé â 1989 ãîäó Äæ. Êàðëñîíîì è Ä. Òîëåäî [67]

çàäà÷å î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé îòíîñèòåëüíî

îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ, òî åñòü òàêîãî êëàññà n-ìåðíûõ îðèåíòèðî-

âàííûõ ìíîãîîáðàçèé, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå

äîìèíèðóåòñÿ êàêèì-íèáóäü ìíîãîîáðàçèåì èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Äî ñèõ ïîð ïî ñóòè åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì ïî çàäà÷å îá îòûñêàíèè

ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ

ïðè n > 4 ÿâëÿëàñü êîíñòðóêöèÿ ãèïåðáîëèçàöèè Ì. Äýâèñà è Ò. ßíóø-

êåâè÷à [75]. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî ïîëèýäðà P ñòðîèòü

àñôåðè÷åñêèé ïîëèýäð P̂ è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P̂ → P , èíäóöèðó-

þùåå ýïèìîðôèçì â ãîìîëîãèÿõ; ïðè ýòîì, åñëè èñõîäíûé ïîëèýäð P áûë

ìíîãîîáðàçèåì, ïîëèýäð P̂ îêàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òîé æå ðàçìåðíî-

ñòè. Èç êîíñòðóêöèè Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå

ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ
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è, çíà÷èò, â êà÷åñòâå êëàññà Mn, ìîæíî âçÿòü êëàññ âñåõ àñôåðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî ýòîò êëàññ ñëèøêîì îáøèðåí è åñòåñòâåííî ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î åãî óìåíüøåíèè.

Â öåíòðå íàøåé êîíñòðóêöèè íàõîäèòñÿ ìíîãîîáðàçèå Mn èçîñïåê-

òðàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ (n+1)×(n+1)

ìàòðèö, òî åñòü ìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì ïðîñòûì ñïåêòðîì λ1 > λ2 > . . . > λn+1.

Ê.Òîìåè [128] äîêàçàë, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn àñôåðè÷íî è åãî êëàññ äèô-

ôåîìîðôèçìà íå çàâèñèò îò ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λn+1. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì

ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1.2. Ïóñòü X �ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî è z ∈ Hn(X;Z)�ïðîèçâîëüíûé êëàññ åãî ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëî-

ãèé; òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå M̂n íàä ìíîãîîáðà-

çèåì èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ òð¼õäèàãîíàëü-

íûõ ìàòðèö Mn è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : M̂n → X òàêèå, ÷òî

ϕ∗
[
M̂n
]

= qz äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà q. Åñëè ïðî-

ñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, ìíîãîîáðàçèå M̂n ìîæåò áûòü âûáðàíî

ñâÿçíûì.

Ñëåäñòâèå 5.1.3. Ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå ìíîãî-

îáðàçèå äîìèíèðóåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíî-

ãîîáðàçèåì èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ òð¼õäèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèöMn; òàêèì îáðàçîì, ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå

n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå âèðòóàëüíî äîìèíèðóåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Mn.

Ñëåäñòâèå 5.1.4. Ïóñòü Qm� ñâÿçíîå çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðà-

çèå, z ∈ Hn(Q
m;Z), n < m

2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå îðèåíòèðîâàííîå
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ïîäìíîãîîáðàçèå M̂n ⊂ Qm, äèôôåîìîðôíîå êîíå÷íîëèñòíîìó íàêðûòèþ

íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn, ðåàëèçóþùåå ñ íåêîòîðîé íåíóëåâîé êðàòíîñòüþ

êëàññ ãîìîëîãèé z.

Òåîðåìà 5.1.2 ïîëó÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ñðàçó èç íàøåé ÿâíîé êîíñòðóê-

öèè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ

êëåòîê: äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, íàøà êîíñòðóêöèÿ àâòîìàòè÷åñêè äà¼ò ìíîãîîá-

ðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn.

Ýòà ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 5.2 ìû ïðèâîäèì

îáùóþ êîíñòðóêöèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé (ñ êðàòíîñòüþ) ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèÿ, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ êëåòîê. Ðàçäåëû 5.5�5.7 ñîäåðæàò íåîá-

õîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèè èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

âåùåñòâåííûõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Mn è åãî êîíå÷íîëèñòíûõ íà-

êðûòèÿõ. Â ðàçäåëàõ 5.8�5.10 ìû â ñëó÷àå ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèÿ ïåðåèçëàãàåì íàøó êîíñòðóêöèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé íà

äðóãîì, áîëåå óäîáíîì ÿçûêå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîñòðîåííîå ìíîãîîáðàçèå

àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçè-

åìMn. Ñëîâî ¾ïåðåèçëàãàåì¿ íå îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòðóêöèè èç ðàçäåëà 5.2

è ðàçäåëà 5.8 äàþò îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå. Íà ñàìîì äåëå, ïåðåèçëàãàÿ

êîíñòðóêöèþ íà äðóãîì ÿçûêå, ìû ïîïóòíî óïðîùàåì å¼. Òàêèì îáðàçîì,

ìíîãîîáðàçèå, ïîñòðîåííîå â ðàçäåëå 5.2 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðû-

òèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì, ïîñòðîåííîì â ðàçäåëå 5.8.

Îòìåòèì îäíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå íàøåé êîíñòðóêöèè îò êîí-

ñòðóêöèè ãèïåðáîëèçàöèè Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à. Â êîíñòðóêöèè Äýâèñà�

ßíóøêåâè÷à àñôåðè÷åñêèé ïîëèýäð P̂ ñòàíîâèòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òîëüêî
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â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûé ïîëèýäð P ÿâëÿëñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Íàøà

êîíñòðóêöèÿ äà¼ò àñôåðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M̂n äëÿ ëþáîãî èñõîäíîãî

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn. Ìû ñêëåèâàåì ìíîãîîáðàçèå M̂n èç ñïåöèàëüíûõ

ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ � ïåðìóòîýäðîâ è èìåííî áîðüáà çà òî, ÷òîáû

ïîëó÷èâøèéñÿ êîìïëåêñ áûë ìíîãîîáðàçèåì, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì

ìåñòîì íàøåé êîíñòðóêöèè.

Ïðè ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé îäíîãî è òîãî æå îðèåíòèðîâàííîãî n-

ìåðíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîá-

ðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ðàçíûå êëàññû â ãðóïïå îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî

ëèíåéíûõ êîáîðäèçìîâ ΩSPL
n . Ïîäîáíîå ÿâëåíèå èìååò ìåñòî ïðè ðàçðåøå-

íèè îñîáåííîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïî Õèðîíàêå. Òåì íå ìå-

íåå, â ðàçäåëå 5.4 ìû âûÿñíèì, ÷òî íàøà êîíñòðóêöèÿ, ïðèâîäèò ê âïîëíå

îïðåäåëåííîìó êëàññó

[N ]

q
∈ ΩSPL

n ⊗Q = ΩSO
n ⊗Q,

çàâèñÿùåìó ëèøü îò ðàçáèåíèÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z íà ïðîñòûå êëåòêè.

Òàêæå â ðàçäåëå 5.4 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êëàññå áîðäèçìîâ

[ϕ]

q
∈ SPL∗(X)⊗Q = SO∗(X)⊗Q,

âîçíèêàþùåì â ðåçóëüòàòå íàøåé êîíñòðóêöèè ðåàëèçàöèè öèêëîâ (5.1).

Çäåñü ÷åðåç SPL∗(X) è SO∗(X) îáîçíà÷åíû ãðóïïû îðèåíòèðîâàííûõ êó-

ñî÷íî ëèíåéíûõ è ãëàäêèõ áîðäèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ìû äîêàæåì â ðàçäåëå 5.4, åñëè Z � ñèìïëèöèàëüíîå èëè êóáè÷å-

ñêîå ðàçáèåíèå, ìíîãîîáðàçèå N áóäåò ïðåäñòàâëÿòü íóëåâîé êëàññ â ãðóï-

ïå ΩSPL
n ⊗Q, òî åñòü åãî ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà áóäóò íóëåâûìè. Ïîýòîìó êëàññ
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[ϕ]
q ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êëàññà ãîìîëîãèé z ïðè îòîáðàæåíèè

H∗(X;Z)
η−−→ H∗(X; ΩSPL

∗ ⊗Q)
(chSPL)

−1

−−−−−−→ SPL∗(X)⊗Q,

ãäå η � ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì Z = ΩSPL
0 ⊂ ΩSPL

0 ⊗Q,

è chSPL �õàðàêòåð ×æåíÿ�Äîëüäà â òåîðèè îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëè-

íåéíûõ áîðäèçìîâ.

Áîëåå èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü

X = K � îðèåíòèðîâàííîå m-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå

ìíîãîîáðàçèå è a ∈ Hk(K;Z)�êëàññ åãî êîãîìîëîãèé. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìû õîòèì ïîñòðîèòü ìíîãîîáðàçèå N è îòîáðàæåíèå ϕ : N → K,

ðåàëèçóþùåå ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ äâîéñòâåííûé êëàññ ãîìîëî-

ãèé z = D(a) ∈ Hm−k(K;Z). Åñëè êëàññ a çàäàí â âèäå ñèìïëèöèàëü-

íîãî êîöèêëà, êëàññ z àâòîìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì öèêëîì â

äâîéñòâåííîì êëåòî÷íîì ðàçáèåíèè K∗. Òàêèì îáðàçîì, ìû åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ z ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì h : Z → K, ãäå

Z � îðèåíòèðîâàííîå (m − k)-ìåðíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, ñêëååííîå èç

ïðîñòûõ êëåòîê, è h îòîáðàæàåò êàæäóþ ïðîñòóþ êëåòêó ïñåâäîìíîãîîá-

ðàçèÿ Z èçîìîðôíî íà íåêîòîðóþ ïðîñòóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ K∗. Ïðèìå-

íèâ ê ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Z íàøó êîíñòðóêöèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé

ñ êðàòíîñòüþ, ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå N è îòîáðàæåíèå ϕ : N → K

òàêèå, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ N ñîâïàäà-

þò ñ îáðàçàìè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K ïðè

îòîáðàæåíèè ϕ∗. Ïîýòîìó êëàññ [ϕ]
q áóäåò îáðàçîì êëàññà ãîìîëîãèé z ïðè
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îòîáðàæåíèè

H∗(X;Z)
D−→ H∗(X;Z)

η−→ H∗(X; Ω∗SPL ⊗Q)
ch−1SPL−−−→

ch−1SPL−−−→ SPL∗(X)⊗Q D−1SPL⊗Q−−−−−→ SPL∗(X)⊗Q,

ãäå η� ãîìîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì Z = Ω0
SPL ⊂ Ω0

SPL ⊗Q,

D è DSPL � îïåðàòîðû äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå â êîãîìîëîãèÿõ è â îðè-

åíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ êîáîðäèçìàõ ñîîòâåòñòâåííî è chSPL �

õàðàêòåð ×æåíÿ�Äîëüäà â òåîðèè îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ êî-

áîðäèçìîâ.

5.2 Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ìû äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèÿ Z, ðàçáèòîãî íà ïðîñòûå êëåòêè, ÿâíî ïîñòðîèì êóáè÷åñêè êëå-

òî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå N è êóñî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

g : N → Z, òàêèå ÷òî

1) îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ g íà ìíîæåñòâî g−1(Z \ Σ) åñòü êîíå÷íî-

ëèñòíîå íàêðûòèå

g−1(Z \ Σ)→ Z \ Σ,

ãäå Σ � îñòîâ êîðàçìåðíîñòè 2 ðàçáèåíèÿ Z;

2) dim g−1(Σ) = n− 1.

Ïóñòü P1, P2, . . . , Pk � âñå n-ìåðíûå êëåòêè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z. Ðàñ-

ñìîòðèì äâîéñòâåííûå èì îðèåíòèðîâàííûå (n − 1)-ìåðíûå êîìáèíàòîð-

íûå ñôåðû Yi = LPi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fi âëîæåíèå

cone(Y ′i ) = Pi ⊂ Z;
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Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ êîìïëåêñà Yi ïîëîæèì z(σ) = fi(b(σ)), ãäå

b(σ)� áàðèöåíòð ñèìïëåêñà σ. Ïîëîæèì,

Y = Y1 t Y2 t . . . t Yk.

Òàê æå, êàê â ãëàâå 4, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç U ìíîæåñòâî (n − 1)-

ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y ′. Ñèìïëåêñû u ∈ U

íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-

ìè σ0 ⊂ σ1 ⊂ . . . ⊂ σn−1 ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà Y . Ïóñòü u � ñèì-

ïëåêñ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y ′i , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

σ0 ⊂ σ1 ⊂ . . . ⊂ σn−1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

bj(u) = b(σj−1), zj(u) = z(σj−1) = fi(bj(u)), j = 1, 2, . . . , n.

Òîãäà b1(u), b2(u), . . . , bn(u) � âåðøèíû ñèìïëåêñà u. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

z0(u) áàðèöåíòð ïðîñòîé êëåòêè Pi ⊂ Z. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ

òî÷êà zj(u) ÿâëÿåòñÿ áàðèöåíòðîì (n− j)-ìåðíîé êëåòêè Fj(u) ðàçáèåíèÿ

Z, ïðè÷åì

Fn(u) ⊂ Fn−1(u) ⊂ . . . ⊂ F0(u) = Pi.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñêëåéêè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z èç ïðîñòûõ êëå-

òîê Pi. Îí âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ãèïåðãðàíè êëåòîê P1, P2, . . . , Pk

ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû è â êàæäîé ïàðå ñêëåèâàþòñÿ âäîëü íåêîòîðîãî îá-

ðàùàþùåãî îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìà. Ïåðåõîäÿ ê äâîéñòâåííûì îáúåê-

òàì, ìû ïîëó÷àåì èíâîëþöèþ λ : y 7→ ỹ íà ìíîæåñòâå Vert(Y ) è íàáîð

îáðàùàþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìîâ χy : star y → star ỹ, òàêèõ ÷òî

χỹ = χ−1
y . Ïðèìåíèì ê êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ Y êîíñòðóêöèþ èç

ðàçäåëà 4.5. Ýòà êîíñòðóêöèÿ äàåò íàì îäíîðîäíûé ãðàô Γ ñòåïåíè 2n,
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òàêîé ÷òî Q = Q̃(Γ)�êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðà-

çèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 4.1.8. (Ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Q

ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ìíîãîîáðàçèåì, òàê êàê ëèíêè âñåõ åãî âåðøèí

ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè ñôåðàìè.) Ñåé÷àñ íàì áóäåò óäîáíî íå ïåðåõî-

äèòü ê áîëüøèì êóáàì è ðàáîòàòü ñ êóáè÷åñêè êëåòî÷íûì êîìáèíàòîðíûì

ìíîãîîáðàçèåì N = Q(Γ). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N èìååò âèä

N = (U × B × S × [0, 1]n)/ ∼,

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî îòîæäåñòâëåíèÿìè

(u, ν, s, t) ∼ (Φ0
j(u, ν, s), t), åñëè tj = 0;

(u, ν, s, t) ∼ (Φ1
j(u, ν, s), t), åñëè tj = 1.

Çäåñü t = (t1, t2, . . . , tn) � òî÷êà êóáà [0, 1]n.

Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà B è S è èíâîëþöèè

Φe
j : U × B × S → U × B × S

áûëè îïèñàíû â ðàçäåëå 4.5. Èíâîëþöèè Φ0
j èìåþò âèä

Φ0
j(u, ν, s) = (Φj(u), ν, s).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ èíâîëþöèé Φj ñëåäóåò, ÷òî

bl(Φj(u)) = bl(u) ïðè l 6= j. Êðîìå òîãî, ñèìïëåêñû u è Φj(u) ëåæàò â

îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Y ′. Ñëåäîâà-

òåëüíî, zl(Φj(u)) = zl(u) ïðè 0 6 l 6 n, l 6= j. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

ñâîéñòâî èíâîëþöèé Φ1
j . Åãî äîêàçàòåëüñòâî ìû îòëîæèì äî ðàçäåëà 5.3.

Ïðåäëîæåíèå 5.2.1. Åñëè Φ1
j(u1, ν1, s1) = (u2, ν2, s2), òî zl(u1) = zl(u2)

ïðè l > j.
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Åñëè z0, z1, . . . , zn � âåðøèíû íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà ρ êîìïëåêñà

Z ′ è α0, α1, . . . , αn � íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî

α0 + α1 + · · ·+ αn = 1, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

α0z0 + α1z1 + · · ·+ αnzn

äëÿ òî÷êè ñèìïëåêñà ρ ñ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè α0, α1, . . . , αn.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

α0(t) = (1− t1)(1− t2)(1− t3) . . . (1− tn);

α1(t) = t1(1− t2)(1− t3) . . . (1− tn);

α2(t) = t2(1− t3) . . . (1− tn);

. . .

αn−1(t) = tn−1(1− tn);

αn(t) = tn.

Î÷åâèäíî, ÷òî

α0(t) + α1(t) + · · ·+ αn(t) = 1.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

g : U × B × S × [0, 1]n → Z

ïî ôîðìóëå

g(u, ν, s, t) = α0(t)z0(u) + α1(t)z1(u) + · · ·+ αn(t)zn(u).

Ïðåäëîæåíèå 5.2.2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

g(u, ν, s, t) = g(Φ0
j(u, ν, s), t), åñëè tj = 0;

g(u, ν, s, t) = g(Φ1
j(u, ν, s), t), åñëè tj = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå g èíäóöèðóåò êîððåêòíî îïðåäåëåíííîå

îòîáðàæåíèå g : N → Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî zl(Φj(u)) = zl(u)

ïðè l 6= j è αj(t) = 0, åñëè tj = 0. Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäëîæå-

íèÿ 5.2.1, ïîòîìó ÷òî αl(t) = 0, åñëè tj = 1 è l < j.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H îáúåäèíåíèå ãèïåðãðàíåé {tj = 1}, j = 2, 3, . . . , n,

êóáà [0, 1]n; îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ ⊂ N îáðàç ìíîæåñòâà U × B × S ×H ïðè

îòîáðàæåíèè ôàêòîðèçàöèè

U × B × S × [0, 1]n → N.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ξ = g−1(Σ) è dim Ξ = n− 1. Òî, ÷òî îòîáðàæåíèå

g|N\Ξ : N \ Ξ→ Z \ Σ

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

αj(t) = βj, j = 0, 1, . . . , n,

ãäå β0, β1, . . . , βn�íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñ ñóììîé 1, îä-

íîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè β0 6= 0 èëè β1 6= 0.

Çàìå÷àíèå 5.2.3. Êîìïëåêñ N ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì

êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q (ñì. ðàçäåë 4.4).

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííîå ðàçáèåíèå Q∗. Êëåòêà Q ðàçáèåíèÿ Q∗, äâîé-

ñòâåííàÿ âåðøèíå x êîìïëåêñà Q, åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ çàìêíóòûõ êóáîâ

ðàçáèåíèÿ N , ñîäåðæàùèõ âåðøèíó x. Åñëè linkx ∼= Y ′i , òî Q�ïðîñòàÿ

êëåòêà, äâîéñòâåííàÿ êîìáèíàòîðíîé ñôåðå Y ′i . Îòîáðàæåíèå g îòîáðàæà-

åò ïðîñòóþ êëåòêó Q íà ïðîñòóþ êëåòêó Pi. Ïðè ýòîì g âçàèìíî îäíîçíà÷-

íî íà âíóòðåííîñòè êëåòêè Q è íà âíóòðåííîñòÿõ ãèïåðãðàíåé êëåòêè Q,
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äâîéñòâåííûõ òåì âåðøèíàì y ∈ Y ′i , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êîì-

ïëåêñà Yi. Îñòàëüíûå ãèïåðãðàíè ïðîñòîé êëåòêè Q îòîáðàæåíèå g ¾ñõëî-

ïûâàåò¿ íà ãðàíè êëåòêè Pi ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü F � ãðàíü êëåò-

êè Q, äâîéñòâåííàÿ ñèìïëåêñó τ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Y ′i . Âîçìîæíû äâà

âàðèàíòà.

1) Ñèìïëåêñ τ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ñèìïëåêñå σ êîìïëåêñà Yi

òàêîì, ÷òî dimσ = dim τ . Òîãäà ëèíê ñèìïëåêñà τ îáëàäàåò îáðàùàþ-

ùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì. Çíà÷èò, ãðàíü F òîæå îáëàäàåò îáðà-

ùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäóþ

òàêóþ ãðàíü F îòîáðàæåíèå g ïåðåâîäèò â ãðàíü ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

2) Ñèìïëåêñ τ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ñèìïëåêñå σ êîìïëåêñà Yi òàêîì,

÷òî dimσ = dim τ . Ïóñòü E � ãðàíü êëåòêè Pi, äâîéñòâåííàÿ ñèìïëåêñó σ.

Òîãäà g îòîáðàæàåò êëåòêó F íà êëåòêó E, òàê ÷òî âíóòðåííîñòü êëåòêè F

îòîáðàæàåòñÿ ãîìåîìîðôíî íà âíóòðåííîñòü êëåòêè E. Îòìåòèì, ÷òî êîì-

áèíàòîðíàÿ ñôåðà linkY ′i τ , äâîéñòâåííàÿ êëåòêå F , èçîìîðôíà áàðèöåí-

òðè÷åñêîìó ïîäðàçäåëåíèþ êîìáèíàòîðíîé ñôåðû linkYi σ, äâîéñòâåííîé

êëåòêå E.

5.3 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2.1

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âñåìè îáîçíà÷åíèÿìè ðàçäåëà 4.5. Åäèíñòâåííûì

îòëè÷èåì áóäåò òî, ÷òî ñåé÷àñ ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî S è èíâîëþ-

öèè Φe
j, ïîñòðîåííûå ïî êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ Y = Y ×B, à íå ïî

Y . Â ÷àñòíîñòè, ãðàô G áóäåò ãðàôîì íà ìíîæåñòâå âåðøèí W = W ×B,

à íåW . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå π äëÿ ïðîåêöèèW ×B → W .

Ïîëîæèì, z̄ = z ◦ π. Êàê áûëî îòìå÷åíî â 4.5, äëÿ äâóõ ñèìïëåêñîâ ρ1 è
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ρ2 êîìïëåêñà Y ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îäíîãî îáðàùàþùåãî îðèåí-

òàöèþ èçîìîðôèçìà star ρ1 → star ρ2, ñîõðàíÿþùåãî ìåòêè âåðøèí. Åñëè

òàêîé èçîìîðôèçì ñóùåñòâóåò, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç ωρ1,ρ2. Â

÷àñòíîñòè, åñëè ȳ = (y, ν)� âåðøèíà êîìïëåêñà Y , òî ωȳ,˜̄y = χȳ � îáðà-

ùàþùèé îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé îáðàùàþùèì îðèåí-

òàöèþ èçîìîðôèçìîì χy.

Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìîâ χy ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî z(χy(σ)) = z(σ)

äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ∈ W , ñîäåðæàùåãî âåðøèíó y. Çíà÷èò,

z̄(χȳ(σ)) = z̄(σ) äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ∈ W , ñîäåðæàùåãî âåðøèíó

ȳ. Ïóñòü ρ1, ρ2 ∈ W � äâà ñèìïëåêñà, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì â ãðàôå G. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà ȳ ∈ ρ1, òàêàÿ ÷òî χȳ(ρ1) = ρ2. Èçîìîðôèçì ωρ1,ρ2

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì èçîìîðôèçìà χȳ íà ïîäêîìïëåêñ star ρ1 ⊂ star ȳ.

Ïîýòîìó z̄(ωρ1,ρ2(σ)) = z̄(σ) äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ⊃ ρ1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ýòî æå ðàâåíñòâî z̄(ωρ1,ρ2(σ)) = z̄(σ) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ ñèìïëåêñîâ

ρ1, ρ2, ëåæàùèõ â ðàçíûõ äîëÿõ îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G,

è ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ⊃ ρ1. Çíà÷èò, z̄(Λc(σ)) = z̄(σ) äëÿ ëþáûõ Λ ∈ P ,

c ⊂ C, òàêèõ ÷òî c(σ) ⊃ c.

Ïóñòü σ0
i ⊂ σ1

i ⊂ . . . ⊂ σn−1
i , i = 1, 2, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìïëåêñîâ

êîìïëåêñà Y , ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêñàì (ui, νi) êîìïëåêñà Y
′
. Ïîëî-

æèì, c = c(σj−1
1 ). Òîãäà σl−1

2 = Λc(σ
l−1
1 ), l = 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè l > j, ïîëó÷àåì z̄(σl−1
2 ) = z̄(σl−1

1 ), ÷òî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 5.2.1.
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5.4 Êëàññ áîðäèçìîâ ðåàëèçóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ

Òåîðåìà 5.4.1. Ïóñòü Z � îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèå, ðàçáèòîå íà ïðîñòûå êëåòêè, P1, P2, . . . , Pk � âñå åãî n-ìåðíûå êëåò-

êè; Yi� îðèåíòèðîâàííàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà, äâîéñòâåííàÿ ïðîñòîé

êëåòêå Pi. Ïóñòü N �ìíîãîîáðàçèå, ïîñòðîåííîå â ðàçäåëå 5.2, q � ÷èñëî

ëèñòîâ íàêðûòèÿ N \ Ξ→ Z \ Σ. Òîãäà

[N ]

q
= (∂∗ ⊗Q)−1[〈Y1〉+ 〈Y2〉+ . . .+ 〈Yk〉],

ãäå ∂∗ ⊗Q : ΩSPL
n ⊗Q→ H∗(T∗)⊗Q�èçîìîðôèçì èç òåîðåìû 1.1.7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå N ′. Íàáîð ëèíêîâ åãî âåðøèí ñîñòîèò èç íàáîðà Y ′′1 , Y
′′

2 , . . . , Y
′′
k , âçÿ-

òîãî q ðàç, è íåêîòîðîãî íàáîðà êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì. Çíà÷èò,

2∂〈N ′〉 = 2q
k∑
i=1

〈Y ′′i 〉

â ãðóïïå Tn. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.5 ñëåäóåò, ÷òî öèêëû

2
k∑
i=1

〈Y ′′i 〉 è 2
k∑
i=1

〈Yi〉

ïðåäñòàâëÿþò îäèíàêîâûå êëàññû ãîìîëîãèé â ãðóïïå Hn(T∗).

Ñëåäñòâèå 5.4.2. Åñëè Z � ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, òî

[N ] ∈ ΩSPL
n � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî åñòü âñå ÷èñëà Ïîíòðÿ-

ãèíà ìíîãîîáðàçèÿ N òðèâèàëüíû.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñëè Z � ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, íå

òîëüêî âñå ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà, íî è âñå ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà
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ìíîãîîáðàçèÿ N òðèâèàëüíû. Èç êîíñòðóêöèè ìíîãîîáðàçèÿ N ñëåäóåò,

÷òî ëèíêè âñåõ ñèìïëåêñîâ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ N ′ îáëàäàþò àâòîìîðôèçìàìè, îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ. Èç ýòî-

ãî ôàêòà ñðàçó ñëåäóåò òðèâèàëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãè-

íà, òàê êàê îíè çàäàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ëîêàëüíûìè ôîðìóëàìè (1.3).

(Âïåðâûå óòâåðæäåíèå î òðèâèàëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãè-

íà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðîì ëèíêè âñåõ

ñèìïëåêñîâ îáëàäàþò îáðàùàþùèìè îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìàìè, áûëî

ñòðîãî äîêàçàíî Í. Ëåâèòòîì è Ê. Ðóðêîì [98].)

Ñëåäñòâèå 5.4.3. Ïóñòü X �òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, z�öåëî-

÷èñëåííûé êëàññ åãî ãîìîëîãèé, h : Z → X �íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-

íèå îðèåíòèðîâàííîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ, ðåàëèçóþ-

ùåå êëàññ z, g : N → Z � ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ñ êðàòíîñòüþ q,

ïîñòðîåííîå â ðàçäåëå 5.2. Òîãäà äëÿ ñêâîçíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ = h ◦ g

ýëåìåíò [ϕ]
q ∈ SPL∗(X) ⊗ Q ðàâåí îáðàçó êëàññà z ïðè ñêâîçíîì îòîáðà-

æåíèè

H∗(X;Z) −−→ H∗(X; ΩSPL
∗ ⊗Q)

(chSPL)
−1

−−−−−−→ SPL∗(X)⊗Q,

Ïóñòü òåïåðü K � îðèåíòèðîâàííîå m-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáè-

íàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, c ∈ Cm−n(K;Z)� ñèìïëèöèàëüíûé êîöèêë. Äâîé-

ñòâåííûé åìó öèêë ξ ëåæèò â ãðóïïå Cn(K
∗;Z) êëåòî÷íûõ öåïåé ðàçáèåíèÿ

K∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ðåàëèçîâàòü êëàññ ãîìîëîãèé, êðàòíûé

êëàññó [ξ], êàê îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèÿ. Êîíå÷íî, ìû

ëåãêî ìîæåì çàìåíèòü öèêë ξ íà ãîìîëîãè÷íûé åìó ñèìïëèöèàëüíûé öèêë

â ãðóïïå Cn(K
′;Z) è òàêèì îáðàçîì ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåàëèçàöèè ñèíãóëÿð-

íîãî ñèìïëèöèàëüíîãî öèêëà. Áîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ,
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åñëè ðàññìàòðèâàòü öèêë ξ êàê öèêë, ñîñòîÿùèé èç ïðîñòûõ êëåòîê ðàç-

áèåíèÿ K∗.

Èòàê, öèêë ξ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî öèê-

ëà ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z, ðàçáèòîãî íà ïðîñòûå êëåòêè, ïðè îòîáðàæåíèè

h : Z → K, êîòîðîå îòîáðàæàåò êàæäóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ Z èçîìîðôíî

íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ K∗. Ðàçðåøèì îñîáåííîñòè ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèÿ Z ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â ðàçäåëå 5.2. Îáðàç ôóí-

äàìåíòàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèÿ N ïðè ñêâîçíîì îòîáðàæåíèè

ϕ : N
g−−→ Z

h−−→ K

ðàâåí êëàññó q[ξ], ãäå q � ÷èñëî ëèñòîâ íàêðûòèÿ N \ Ξ→ Z \ Σ.

Ïðåäëîæåíèå 5.4.4. Îòîáðàæåíèå ϕ∗ ïåðåâîäèò ðàöèîíàëüíûå êëàññû

Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K â ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ìíîãî-

îáðàçèÿ N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ T 4i(Q)�óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà

äëÿ i-îãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.5 ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k êîöèêë (β∗)k(f) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íîé ôîðìóëîé äëÿ i-îãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó-

÷àé k = 2. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ pi(K) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êëåòî÷íîé

êîöåïüþ α ∈ C4i(K∗;Q), çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé îðèåíòèðîâàííîé

4i-ìåðíîé ïðîñòîé êëåòêå P ðàçáèåíèÿ K∗ ðàâíî f(〈L′′P 〉), ãäå òàê æå, êàê

â ãëàâå 3, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç LP êîìáèíàòîðíóþ ñôåðó, äâîéñòâåííóþ

êëåòêå P .

Ïóñòü Q�êóáè÷åñêè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ïîëó÷àåìûé èç N ïîñëå

ïåðåõîäà ê áîëüøèì êóáàì (ñì. ðàçäåë 4.4). Î÷åâèäíî, ÷òî êóáè÷åñêàÿ
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öåïü, â êîòîðóþ êàæäûé (n − 4i)-ìåðíûé êóá σ êîìïëåêñà Q âõîäèò ñ

êîýôôèöèåíòîì f((linkQ σ)′) ãîìîëîãè÷íà ñèìïëèöèàëüíîé öåïè f](Q
′) è,

çíà÷èò, ïðåäñòàâëÿåò êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå êëàñ-

ñó pi(N). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ pi(N) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êëåòî÷íîé êî-

öåïüþ γ ∈ C4i(Q∗;Q), çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé îðèåíòèðîâàííîé 4i-

ìåðíîé ïðîñòîé êëåòêå Q ðàçáèåíèÿ Q∗ ðàâíî f(〈L′Q〉).

Ðàññìîòðèì 4i-ìåðíóþ êëåòêó Q êîìïëåêñà Q∗. Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ

(ñì. çàìå÷àíèå 5.2.3).

1) dimϕ(Q) < 4l è êëåòêà Q îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòî-

ìîðôèçìîì; òîãäà γ(Q) = 0 è α(ϕ(Q)) = 0.

2) Îòîáðàæåíèå ϕ îòîáðàæàåò êëåòêó Q íà íåêîòîðóþ 4i-ìåðíóþ êëåò-

êó P ðàçáèåíèÿ K∗ òàê, ÷òî âíóòðåííîñòü êëåòêè Q îòîáðàæàåòñÿ ãîìåî-

ìîðôíî íà âíóòðåííîñòü êëåòêè P ; òîãäà LQ ∼= L′P , çíà÷èò, γ(Q) = α(P ).

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíûé îáðàç êîöåïè α ïðè îòîáðàæåíèè g ðàâåí γ.

Çíà÷èò, ϕ∗(pi(K)) = pi(N).

Ñëåäñòâèå 5.4.5. Ýëåìåíò [ϕ]
q ∈ SPL∗(X)⊗Q ðàâåí îáðàçó êëàññà z ïðè

ñêâîçíîì îòîáðàæåíèè

H∗(X;Z)
D−→ H∗(X;Z)→ H∗(X; Ω∗SPL ⊗Q)

ch−1SPL−−−→
ch−1SPL−−−→ SPL∗(X)⊗Q D−1SPL⊗Q−−−−−→ SPL∗(X)⊗Q. (5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

SPL∗(X)⊗Q→ SO∗(X)⊗Q ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì è ïðè ýòîì èçîìîð-

ôèçìå õàðàêòåð ×æåíÿ�Äîëüäà chSPL îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áîëåå ïðèâû÷-

íûì õàðàêòåðîì ×æåíÿ�Äîëüäà chSO â òåîðèè îðèåíòèðîâàííûõ ãëàäêèõ

êîáîðäèçìîâ.
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Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíóþ êîãîìîòîïè÷åñêóþ ãðóïïó

πj(K) = lim
−→

[
ΣrK+, Sr+j

]
ìíîãîîáðàçèÿK. Ïî òåîðåìåÆ.-Ï. Ñåððà [121], èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçî-

ìîðôèçì H∗(K;Q) ∼= π∗(K) ⊗ Q. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè Â.Ì. Áóõøòà-

áåðà [3], îòîáðàæåíèå ch−1
SO, îáðàòíîå õàðàêòåðó ×æåíÿ�Äîëüäà â òåîðèè

îðèåíòèðîâàííûõ êîáîðäèçìîâ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè

H∗(K; Ω∗SO ⊗Q)
∼=−→ π∗(K)⊗ Ω∗SO ⊗Q

H⊗Q−−−→ SO∗(K)⊗Q,

ãäå H : π∗(K) ⊗ Ω∗SO → SO∗(K)� ãîìîìîðôèçì Ãóðåâè÷à, ïåðåâîäÿùèé

ýëåìåíò (a, α), a ∈ πj(K), α ∈ Ω−lSO, â îáðàç ýëåìåíòà α ïðè ãîìîìîðôèçìå

Ω−lSO
∼= S̃O

r+j−l
(Sr+j)

a∗−→ S̃O
r+j−l

(ΣrK+) ∼= SOj−l(K).

(Òî æå âåðíî ñ çàìåíîé SO íà SPL.)

Ïóñòü x� îáðàç êëàññà z ïðè ñêâîçíîì îòîáðàæåíèè (5.2). Òîãäà

x ∈ (D−1
SPL ◦H)(π∗(K)⊗Q).

Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî l è íåêîòîðîãî a ∈ πm−n(K) èìååì

lx = (D−1
SPL ◦H)(a, 1). Ðàññìîòðèì êëàññ êîáîðäèçìîâ

γ ∈ S̃PL
r+m−n

(ΣrK+) = SPLr+m−n(K ×Dr, K × Sr−1),

ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ñôåðû Sr+j ïðè îòîáðà-

æåíèè a∗, è äâîéñòâåííûé åìó ïî Ïóàíêàðå-Ëåôøåöó êëàññ áîðäèçìîâ

y ∈ SPLn(K ×Dr). Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ y ïåðåõîäèò â êëàññ lx ïðè åñòå-

ñòâåííîì èçîìîðôèçìå SPLn(K×Dr)→ SPLn(K). Êëàññ y ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ïîäìíîãîîáðàçèåì â K × Dr ñ òðèâèàëüíûì íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì�
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òðàíñâåðñàëüíûì ïðîîáðàçîì òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè èç ãîìîòîïè÷åñêîãî

êëàññà a. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ lx ∈ SPLn(K) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæå-

íèåì κ : R → K, òàêèì ÷òî R� îðèåíòèðîâàííîå çàìêíóòîå êóñî÷íî ëè-

íåéíîå ìíîãîîáðàçèå è κ∗(pi(K)) = pi(R) äëÿ âñåõ i; ïðè ýòîì κ∗[R] = lz.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ [ϕ] ∈ SPLn(K) ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

ϕ : N → K, òàêèì ÷òî ϕ∗(pi(K)) = pi(N) äëÿ âñåõ i; ïðè ýòîì ϕ∗[N ] = qz.

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî [ϕ]
q = [κ]

l â ãðóïïå SPLn(K)⊗Q. Âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî ýëåìåíò ãðóïïû SPLn(K)⊗Q = SOn(K)⊗Q îäíîçíà÷íî õàðàê-

òåðèçóåòñÿ ñâîèìè ÷èñëàìè Ïîíòðÿãèíà (ñì. [30]). Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà

Ïîíòðÿãèíà îòîáðàæåíèÿ ϕ : N → K íóìåðóþòñÿ ïàðàìè (ω, b), ãäå ω�

ðàçáèåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà m < n
4 è b ∈ Hn−4m(X;Z); ïðè ýòîì ÷èñëî

Ïîíòðÿãèíà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå (ω, b) ðàâíî 〈pω(N)ϕ∗b, [N ]〉. Èìååì,

1

q
〈pω(N)ϕ∗b, [N ]〉 = 〈pω(K)b, z〉 =

1

l
〈pω(R)κ∗b, [R]〉,

çíà÷èò, ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà ýëåìåíòîâ [ϕ]
q è [κ]

l ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî,

[ϕ]
q = [κ]

l = x.

5.5 Ìàëûå íàêðûòèÿ

Ïîíÿòèå ìàëîãî íàêðûòèÿ íàä ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì áûëî ââåäåíî â

1991 ãîäó Ì. Äýâèñîì è Ò. ßíóøêåâè÷åì [74]. Ìàëûå íàêðûòèÿ ÿâëÿþòñÿ

âåùåñòâåííûìè àíàëîãàìè òàê íàçûâàåìûõ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-

çèé (ñì. [74], [8]). Ìàëûì íàêðûòèåì íàä ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì P n

íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Mn ñ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì

ãðóïïû Zn2 , òàêîå ÷òîM
n/Zn2 äèôôåîìîðôíî ìíîãîãðàííèêó P

n êàê ãëàä-

êîå ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè. (Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíûì,
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åñëè ëîêàëüíî îíî ìîäåëèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Zn2 îòðà-

æåíèÿìè íà Rn.) Ì. Äýâèñ è Ò. ßíóøêåâè÷ [74] äîêàçàëè, ÷òî êàæäîå ìàëîå

íàêðûòèå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèè. Â

ýòîì ïóíêòå ìû èçëîæèì ýòó êîíñòðóêöèþ Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê P n ñ m ãèïåðãðà-

íÿìè F1, F2, . . . , Fm. Ïóñòü a1, a2, . . . , am � îáðàçóþùèå ãðóïïû Zm2 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì

λ : Zm2 → Zn2 òàêîé, ÷òî ýëåìåíòû λ(ai1), λ(ai2), . . . , λ(aik) ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû âñÿêèé ðàç, êîãäà ïåðåñå÷åíèå Fi1 ∩ Fi2 ∩ . . . ∩ Fik íåïóñòî. Ïóñòü

F � ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P n, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðãðàíåé

Fi1, Fi2, . . . , Fik . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(F ) ⊂ Zn2 ïîäãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ

ýëåìåíòàìè λ(ai1), λ(ai2), . . . , λ(aik). Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ P n îáîçíà÷èì

÷åðåç F (x) åäèíñòâåííóþ ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P n, ñîäåðæàùóþ òî÷êó x

â ñâîåé îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè. Ïîëîæèì

Mn(P n, λ) = (P n × Zn2)/ ∼, (5.3)

ãäå (x, g) ∼ (x′, g′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = x′ è g−1g′ ∈ G(F (x)).

Áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (g, x) ÷åðåç [g, x].

Îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî Mn(P n, λ) äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òàê êàê â îêðåñòíîñòè òî÷êè [g, x], òàêîé ÷òî

codimF (x) = k îíî ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Rn, ðàçáèòî-

ìó ñòàíäàðòíûì îáðàçîì íà 2k ¾óãëîâ¿ âèäà Rn−k × Rk+. Ãðóïïà Zn2 äåé-

ñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè Mn(P n, λ) ïî ôîðìóëå g′[g, x] = [g′g, x]. Ïðè

ýòîì Mn(P n, λ)/Zn2 = P n. Ìíîãîîáðàçèå Mn(P n, λ) îáëàäàåò êàíîíè÷å-

ñêîé (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè) Zn2 -èíâàðèàíòíîé ãëàäêîé ñòðóêòóðîé

(ñì. [71], [74]).
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Ôîðìóëà (5.3) çàäà¼ò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿMn(P n, λ), âñå

n-ìåðíûå êëåòêè êîòîðîãî èçîìîðôíû ìíîãîãðàííèêó P n. Äâîéñòâåííîå

åìó êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå åñòü êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíî-

ãîîáðàçèå, ëèíê êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî èçîìîðôåí êîìïëåêñó L, ãäå

L� ãðàíèöà ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, äâîéñòâåííîãî ìíîãîãðàí-

íèêó P n.

Âàæíåéøèì ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ìàëûõ íàêðûòèé ÿâëÿþòñÿ òàê íà-

çûâàåìûå ìàëûå íàêðûòèÿ, èíäóöèðîâàííûå èç ëèíåéíîé ìîäåëè, òàêæå

ââåä¼ííûå Ì.Äýâèñîì è Ò.ßíóøêåâè÷åì [74].

Ïóñòü F �ìíîæåñòâî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P n. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî íàì çàäàíà ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P n â

öâåòà èç ìíîæåñòâà [n], òî åñòü ôóíêöèÿ c : F → [n], òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþ-

áîé âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêà P n çíà÷åíèÿ c(F1), c(F2), . . . , c(Fn) ïîïàðíî

ðàçëè÷íû, ãäå F1, F2, . . . , Fn� ãèïåðãðàíè, ñõîäÿùèåñÿ â âåðøèíå v. Îòìå-

òèì, ÷òî åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ c ñóùåñòâóåò, îíà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâêè öâåòîâ. Ïóñòü r1, r2, . . . , rn� ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ãðóï-

ïû Zn2 . Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà c çàäà¼ò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ λc

ïî ôîðìóëå λc(ai) = rc(Fi). Ìàëîå íàêðûòèå Mn(P n, λc) íàçûâàåòñÿ ìà-

ëûì íàêðûòèåì, èíäóöèðîâàííûì èç ëèíåéíîé ìîäåëè. Ñ òî÷íîñòüþ äî

äèôôåîìîðôèçìà îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ãèïåð-

ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P n â n öâåòîâ. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ïðîñòî

÷åðåçMn(P n). Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî ìàëûå íàêðûòèÿ, èíäóöèðîâàííûå èç

ëèíåéíîé ìîäåëè, ñóùåñòâóåò òîëüêî íàä òåìè ìíîãîãðàííèêàìè, êîòîðûå

äîïóñêàþò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãèïåðãðàíåé â n öâåòîâ.

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊂ [n], ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ZC2 ïîä-
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ãðóïïó ãðóïïû Zn2 , ïîðîæä¼ííóþ âñåìè îáðàçóþùèìè ri, òàêèìè ÷òî i ∈ C.

Òîãäà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè λc ìû èìååì G(F ) = Z
C(F )
2 äëÿ

ëþáîé ãðàíè F ìíîãîãðàííèêà P n. Çäåñü C(F )�ìíîæåñòâî öâåòîâ ãèïåð-

ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ ãðàíü F . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî |C(F )| = codimF .

Â ÷àñòíîñòè, C(v) = [n] äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ìíîãîãðàííèêà P n è

C(P n) = ∅.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ Zn2 îïðåäåëèì âëîæåíèå ιg : P n → Mn(P n)

ïî ôîðìóëå ιg(x) = [g, x]. Îáðàçû ìíîãîãðàííèêà P n è åãî ãðàíåé ïðè îòîá-

ðàæåíèÿõ ιg çàäàþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿM
n(P n). Â ÷àñòíî-

ñòè, n-ìåðíûìè êëåòêàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëåòêè Qg = ιg(P
n).

×èñëî òàêèõ êëåòîê ðàâíî 2n. Ìíîãîîáðàçèå Mn(P n) îðèåíòèðóåìî. Åãî

îðèåíòàöèÿ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ôèêñèðóåì êàêóþ-

ëèáî îðèåíòàöèþ íà ìíîãîãðàííèêå P n. Ïóñòü η : Zn2 → Z2 � ãîìî-

ìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ îáðàçóþùóþ ri â îáðàçóþùóþ −1 ãðóï-

ïû Z2 = {−1, 1}. Íàäåëèì n-ìåðíóþ êëåòêó Qg îðèåíòàöèåé òàê, ÷òîáû

âëîæåíèå ιg ñîõðàíÿëî îðèåíòàöèþ, åñëè η(g) = 1, è îáðàùàëî îðèåíòà-

öèþ, åñëè η(g) = −1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåä¼ííûå òàêèì îáðàçîì

îðèåíòàöèè íà n-ìåðíûõ êëåòêàõ ðàçáèåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn(P n) ñîãëà-

ñîâàííû.

Ãðàíè ðàçáèåíèÿ Mn(P n) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïàðàìè (F, Y ), òàêèìè ÷òî F � ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P n è Y �

ñìåæíûé êëàññ ãðóïïû Zn2 ïî ïîäãðóïïå Z
C(F )
2 . Ãðàíü, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ïàðå (F, Y ), ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê [g, x], ãäå g ∈ Y , x ∈ F . Ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ãðàíü ÷åðåç QF,Y èëè QB,Y , ãäå B �ìíîæåñòâî

âñåõ ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P n, ñîäåðæàùèõ ãðàíü F . Â ÷àñòíîñòè,
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QPn,{g} = Q∅,{g} = Qg.

Çàìå÷àíèå 5.5.1. Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäå-

íî îòîæäåñòâëåíèÿìè (g, x) ≡ (rig, x), åñëè ñóùåñòâóåò ãèïåðãðàíü F ∈ F

òàêàÿ, ÷òî x ∈ F è c(F ) = i.

5.6 Ìíîãîîáðàçèå èçîñïåêòðàëüíûõ òð¼õäèàãîíàëü-

íûõ ìàòðèö

Ïåðìóòîýäðîì ðàçìåðíîñòè n íàçâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê, ïî-

ëó÷àþùèõñÿ ïðè ïîìîùè âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò òî÷-

êè (1, 2, . . . , n + 1) ∈ Rn+1. Ýòî n-ìåðíûé ïðîñòîé âûïóêëûé ìíîãîãðàí-

íèê Πn, ëåæàùèé â ãèïåðïëîñêîñòè

n+1∑
i=1

ti =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Îïèñàíèå ãðàíåé ïåðìóòîýäðà Πn ìîæåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð,

â [128], [132]. Åãî ãèïåðãðàíè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîò-

âåòñòâèè ñ íåïóñòûìè ñîáñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà [n + 1].

Ãèïåðãðàíü Fω, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìíîæåñòâó ω, çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì∑
i∈ω

ti =
|ω|(2n− |ω|+ 3)

2
.

Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãèïåðãðàíåé ïåðìóòîýäðà çàäà¼òñÿ ïî ôîðìó-

ëå c(Fω) = |ω|. Ðàññìîòðèì ìàëîå íàêðûòèåMn(Πn) íàä ïåðìóòîýäðîì Πn,

èíäóöèðîâàííîå èç ëèíåéíîé ìîäåëè. Îíî áûëî èññëåäîâàíî Ê.Òîìåè [128]

äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [74] è, ïî-âèäèìîìó, ïîñëóæèëî îäíîé èç ìîòèâà-

öèé äëÿ îáùåé êîíñòðóêöèè ìàëûõ íàêðûòèé, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì
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ðàçäåëå. Íà ñàìîì äåëå Ê.Òîìåè èçó÷àë ìíîãîîáðàçèå èçîñïåêòðàëüíûõ

ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö è ïîñòðîèë åãî

ðàçáèåíèå, èçîìîðôíîå ðàçáèåíèþMn(Πn). Ñôîðìóëèðóåì áîëåå äåòàëüíî

ýòîò ðåçóëüòàò.

Ïóñòü λ1 > λ2 > . . . > λn+1 �ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-

ëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn
λ1,λ2,...,λn+1

ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õ-

äèàãîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà (n + 1) × (n + 1) ñ ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, λ2, . . . , λn+1. Ìíîæåñòâî Mn
λ1,λ2,...,λn+1

ÿâëÿåò-

ñÿ ãëàäêèì n-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìàòðèö.

Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ1, σ2, . . . , σn+1, σi = ±1, îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Mσ1,σ2,...,σn
λ1,λ2,...,λn+1

⊂ Mn
λ1,λ2,...,λn+1

ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðèö

A = (aij), òàêèõ ÷òî σiai,i+1 > 0, i = 1, 2, . . . , n. Â ðàáîòå [128] Ê.Òîìåè

äîêàçàë ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Êàæäîå ìíîæåñòâî Mσ1,σ2,...,σn
λ1,λ2,...,λn+1

äèôôåîìîðôíî ïåðìóòîýäðó êàê

ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè. (Ê.Òîìåè íå èñïîëüçîâàë òåðìèíà

¾ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè¿, íî åãî ðåçóëüòàò ïî ñóòè îçíà÷àåò èìåííî

ýòî.)

2. Ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿMn
λ1,λ2,...,λn+1

íà 2n ìíîæåñòâMσ1,σ2,...,σn
λ1,λ2,...,λn+1

èçî-

ìîðôíî îïèñàííîìó âûøå ðàçáèåíèþ ìíîãîîáðàçèÿMn(Πn) íà 2n ïåð-

ìóòîýäðîâ Πn. Ýòîò èçîìîðôèçì çàäà¼ò äèôôåîìîðôèçì

Mn
λ1,λ2,...,λn+1

≈Mn(Πn).

3. Äëÿ äâóõ ðàçíûõ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1 > λ2 > . . . > λn+1

è λ′1 > λ′2 > . . . > λ′n+1 ìíîãîîáðàçèÿ M
n
λ1,λ2,...,λn+1

è Mn
λ′1,λ

′
2,...,λ

′
n+1

äèô-

ôåîìîðôíû.
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Âçÿâ êàíîíè÷åñêîå êóáè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå âñåõ ïåðìóòîýäðîâ â ðàç-

áèåíèè ìíîãîîáðàçèÿMn(Πn), ìîæíî ïîëó÷èòü êóáè÷åñêîå ðàçáèåíèå ýòî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ. Åãî îïèñàíèå, ïðèâîäèìîå íèæå, ïðèíàäëåæèò Ì. Äýâè-

ñó [72]. Ñêëåèâàÿ ìíîãîîáðàçèå Mn(Πn) èç êóáîâ, ïîëó÷àåì åãî ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå

Mn(Πn) = (Sn+1 × Zn2 × [0, 1]n)/ ∼, (5.4)

ãäå Sn+1 � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñî ñòàíäàðòíûìè îáðàçóþùèìè

s1, . . . , sn, Z
n
2 �ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 2 ñ îáðà-

çóþùèìè r1, . . . , rn è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ óñòðîåíî ñëåäóþùèì

îáðàçîì: (ν, g, x) ∼ (ν ′, g′, x′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = x′, ýëåìåíò

ν−1ν ′ ëåæèò â ïîäãðóïïå ãðóïïû Sn+1, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòàìè si ∈ S(x),

è g−1g′ ∈ Z
R(x)
2 . Çäåñü R(x) ⊂ R åñòü ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îá-

ðàçóþùèõ ri, òàêèõ ÷òî òî÷êà x ëåæèò â ãèïåðãðàíè ti = 0, è S(x) ⊂ S

åñòü ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ îáðàçóþùèõ si, òàêèõ ÷òî òî÷êà x

ëåæèò â ãèïåðãðàíè ti = 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ëèáî ri /∈ R(x),

ëèáî si /∈ S(x).

Òàêîå êóáè÷åñêîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿMn(Πn) óäîáíî äëÿ îïèñàíèÿ

åãî óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé. Îïðåäåëèì âíà÷àëå îäíó âñïîìîãàòåëü-

íóþ áåñêîíå÷íóþ ãðóïïó Êîêñòåðà W (îïðåäåëåíèå ãðóïï Êîêñòåðà ñì.,

íàïðèìåð, â [1]). Ãðóïïà W çàäà¼òñÿ îáðàçóþùèìè

s1, s2, . . . , sn, r1, r2, . . . , rn
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è ñîîòíîøåíèÿìè

s2
i = 1, i = 1, 2, . . . , n;

sisj = sjsi, |i− j| > 2;

sisi+1si = si+1sisi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1;

r2
i = 1, i = 1, 2, . . . , n;

rirj = rjri, i, j = 1, 2, . . . , n;

sirj = rjsi, i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j.

(5.5)

Åñëè ê óêàçàííûì ñîîòíîøåíèÿì äîáàâèòü ñîîòíîøåíèÿ siri = risi,

i = 1, 2, . . . , n, ìû ïîëó÷èì ñòàíäàðòíîå çàäàíèå îáðàçóþùèìè è ñîîò-

íîøåíèÿìè ãðóïïû Sn+1 × Zn2 . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ýïèìîðôèçì

ϕ : W → Sn+1×Zn2 . Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà kerϕ ñâîáîäíà îò êðó÷åíèÿ (ñì.,

íàïðèìåð, [72]).

Óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn(Πn) èìååò âèä

M̃n(Πn) = (W × [0, 1]n)/ ∼, (5.6)

ãäå (w, x) ∼ (w′, x′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = x′ è ýëåìåíò w−1w′ ëå-

æèò â ïîäãðóïïåWS(x)∪R(x) ãðóïïûW , ïîðîæä¼ííîé îáðàçóþùèìè èç ìíî-

æåñòâà S(x) ∪ R(x). Ýòî êóáè÷åñêîå ðàçáèåíèå áûëî èçó÷åíî Ì.Äýâèñîì

â [71]. Îñíîâíûì ïîëó÷åííûì èì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìîñòü ìíî-

ãîîáðàçèÿ M̃n(Πn). (Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñòÿãèâàåìîñòè ýòîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ ìîæíî íàéòè â [73].) Äåéñòâèå ãðóïïû W íà ìíîãîîáðàçèè M̃n(Πn)

çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå w′[w, x] = [w′w, x]. Ïðè ýòîì ñòàáèëèçàòîðû âñåõ òî-

÷åê ìíîãîîáðàçèÿ M̃n(Πn) êîíå÷íû. Ïîýòîìó ñâîáîäíàÿ îò êðó÷åíèÿ ïîä-

ãðóïïà kerϕ ⊂ W äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M̃n(Πn) ñâîáîäíî. Èìååì,

M̃n(Πn)/ kerϕ = Mn(Πn).
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Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ Ê.Òî-

ìåè [128] (áåç âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû); âû÷èñëåíèå ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðèíàäëåæèò Ì.Äýâèñó [72].

Òåîðåìà 5.6.1 (Ê.Òîìåè [128],Ì.Äýâèñ [72]). ÌíîãîîáðàçèåMn(Πn) àñôå-

ðè÷åñêîå è π1(M
n(Πn)) ∼= kerϕ åñòü ñâîáîäíàÿ îò êðó÷åíèÿ ïîäãðóïïà

êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå Êîêñòåðà W .

Çàìå÷àíèå 5.6.2. Êîíñòðóêöèè (5.3), (5.4) è (5.6) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè

ñëó÷àÿìè îáùåé êîíñòðóêöèè, ïðèíàäëåæàùåé Ý.Á.Âèíáåðãó [10]. Ïóñòü

(W,S)� ñèñòåìà Êîêñòåðà ðàíãà n, K � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ

îòìå÷åííûìè çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè K1, K2, . . . , Kn. Ý. Á.Âèíáåðã

îïðåäåëèë óíèâåðñàëüíîå ïðîñòðàíñòâî U(W,K) ïî ôîðìóëå

U(W,K) = (W ×K)/ ∼,

ãäå (w, x) ∼ (w′, x′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = x′ è w−1w′ ∈ WS(x).

Çäåñü S(x) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ si, òàêèõ ÷òî x ∈ Ki. Â ñëó÷àå (5.3),

ãðóïïà Êîêñòåðà � ýòî ãðóïïà Zn2 , K = P n, Ki� îáúåäèíåíèå ãèïåðãðàíåé

F ⊂ P n, òàêèõ ÷òî c(F ) = i. Â ñëó÷àÿõ (5.4) è (5.6), ãðóïïû Êîêñòåðà �

ãðóïïû Sn+1×Zn2 è W ñîîòâåòñòâåííî, K = [0, 1]n, Ksi è Kri � ãèïåðãðàíè

ti = 1 è ti = 0 ñîîòâåòñòâåííî.

5.7 Íàêðûòèÿ íàä ìíîãîîáðàçèÿìè Mn(P n)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè è êîíñòðóêöèÿìè èç

ðàçäåëà 4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà c ãèïåðãðà-

íåé F1, F2, . . . , Fm ìíîãîãðàííèêà P n â öâåòà èç ìíîæåñòâà [n]. Ïóñòü Γ�
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îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè m íà ìíîæåñòâå âåðøèí V ñ ð¼áðàìè, ðàñêðà-

øåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç ìíîæåñòâà F , óäîâëåòâîðÿþùèé

ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì (ãäå ΦF �èíâîëþöèè, çàäàþùèå ãðàô Γ):

1) èíâîëþöèè ΦF1
è ΦF2

êîììóòèðóþò äëÿ ëþáûõ ãèïåðãðàíåé F1 è F2

ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì;

2) èìååòñÿ îòîáðàæåíèå p : V → Zn2 , òàêîå ÷òî p (ΦF (v)) = rc(F )p(v) äëÿ

ëþáûõ v ∈ V , F ∈ F .

Òîãäà ãðàô Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 4.3.3. Çíà÷èò, ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèå Mn(P n,Γ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïðèìåð 5.7.1. Ïðîñòåéøèì ãðàôîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì 1 è 2,

ÿâëÿåòñÿ ãðàô Γ0, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç 1-îñòîâà ñòàíäàðòíîãî n-ìåðíîãî

êóáà ïîñëå çàìåíû êàæäîãî ðåáðà, ïàðàëëåëüíîãî i-îé îñè êîîðäèíàò, íà

mi ð¼áåð ñ òåìè æå êîíöàìè äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Çäåñü mi�êîëè÷å-

ñòâî ãèïåðãðàíåé F ∈ F , òàêèõ ÷òî c(F ) = i. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå mi

ð¼áåð áóäóò îêðàøåíû âî âñåâîçìîæíûå öâåòà F ∈ F , òàêèå ÷òî c(F ) = i.

Äëÿ ýòîãî ãðàôà V = Zn2 è ΦF (g) = rc(F )g äëÿ âñåõ g ∈ Zn2 , F ∈ F . Î÷å-

âèäíî, ÷òî Mn(P n,Γ0) = Mn(P n)�ìàëîå íàêðûòèå, èíäóöèðîâàííîå èç

ëèíåéíîé ìîäåëè, íàä ìíîãîãðàííèêîì P n. Óñëîâèå 2 ìîæíî òåïåðü ïå-

ðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä

ãðàôîì Γ0, ïðè÷¼ì êàæäîå ðåáðî íàêðûâàåòñÿ ð¼áðàìè òîãî æå öâåòà.

Îòîáðàæåíèå p : V → Zn2 çàäà¼ò îòîáðàæåíèå p : Mn(P n,Γ)→Mn(P n)

ïî ôîðìóëå

p([v, x]) =
[
p(v), x

]
.

Ïðåäëîæåíèå 5.7.2. Îòîáðàæåíèå p êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ
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|V |
2n -ëèñòíûì íàêðûòèåì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Mn(P n,Γ) îáëà-

äàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏðîñòðàíñòâàMn(P n) èMn(P n,Γ)�êîìïàêòû, ïðè÷¼ì

ïðîñòðàíñòâî Mn(P n) ñâÿçíî. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî p�

êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå, íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷-

êè [v0, x0] ∈ Mn(P n,Γ) îòîáðàæåíèå p îñóùåñòâëÿåò ãîìåîìîðôèçì íåêî-

òîðîé å¼ îêðåñòíîñòè íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè p([v0, x0]).

Ïóñòü F � ãðàíü ìíîãîãðàííèêà P n, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x0 â ñâîåé îò-

íîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè, è F1, F2, . . . , Fk � âñå ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííè-

êà P n, ñîäåðæàùèå ãðàíü F . Òîãäà èíâîëþöèè ΦF1
,ΦF2

, . . . ,ΦFk ïîïàðíî

êîììóòèðóþò è ýëåìåíòû c(F1), c(F2), . . . , c(Fk) ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ⊂ Mn(P n,Γ) ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî-

÷åê âèäà [v, x], òàêèõ ÷òî x ëåæèò â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êàêîé-

ëèáî ãðàíè, ñîäåðæàùåé ãðàíü F , è v =
(

ΦFi1
◦ ΦFi2

◦ . . . ◦ ΦFil

)
(v0) äëÿ

íåêîòîðûõ 1 6 i1 < i2 < . . . < il 6 k. Òîãäà U � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè [v0, x0] â M
n(P n,Γ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ⊂ Mn(P n) ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê

âèäà [g, x], òàêèõ ÷òî x ëåæèò â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè êàêîé-ëèáî

ãðàíè, ñîäåðæàùåé ãðàíü F , è g = rc(Fi1)rc(Fi2) . . . rc(Fil)p(v0) äëÿ íåêîòî-

ðûõ 1 6 i1 < i2 < . . . < il 6 k. Òîãäà V � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷-

êè p([v0, x0]) â M
n(P n).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p(U) = V . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå q : V → U ïî

ôîðìóëå

q
(
rc(Fi1)rc(Fi2) . . . rc(Fil)p(v0)

)
=
(

ΦFi1
◦ ΦFi2

◦ . . . ◦ ΦFil

)
(v0).
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Îòîáðàæåíèå q êîððåêòíî îïðåäåëåíî, òàê êàê èíâîëþöèè ΦF1
,ΦF2

, . . . ,ΦFk

ïîïàðíî êîììóòèðóþò. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p|U ◦ q = idU è

q ◦ p|U = idV . Çíà÷èò, p|U � ãîìåîìîðôèçì è, ñëåäîâàòåëüíî, p�êîíå÷íî-

ëèñòíîå íàêðûòèå.

Ïðîåêöèÿ p îòîáðàæàåò êàæäóþ n-ìåðíóþ ãðàíü ðàçáèåíèÿ Mn(P n,Γ)

èçîìîðôíî íà íåêîòîðóþ n-ìåðíóþ ãðàíü ðàçáèåíèÿ Mn(P n). Ïðè ýòîì

êîëè÷åñòâî n-ìåðíûõ ãðàíåé â ðàçáèåíèè Mn(P n,Γ) ðàâíî |V |, â òî âðåìÿ

êàê êîëè÷åñòâî n-ìåðíûõ ãðàíåé â ðàçáèåíèè Mn(P n) ðàâíî 2n. Çíà÷èò,

êîëè÷åñòâî ëèñòîâ íàêðûòèÿ p ðàâíî |V |2n .

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v ∈ V îïðåäåëèì âëîæåíèå ιv : P n →Mn(P n,Γ)

ïî ôîðìóëå ιv(x) = [v, x]. Åãî îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ãðàíü Qv ïñåâäîìíîãî-

îáðàçèÿ Mn(P n,Γ). Ââèäó íàëè÷èÿ íàêðûòèÿ p : Mn(P n,Γ) → Mn(P n)

îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn(P n), îïðåäåë¼ííàÿ â ðàçäåëå 5.5, èíäóöèðó-

åò îðèåíòàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ Mn(P n,Γ). Ïðè ýòîì âëîæåíèå ιv ñîõðàíÿåò

îðèåíòàöèþ, åñëè η(p(v)) = 1, è îáðàùàåò îðèåíòàöèþ, åñëè η(p(v)) = −1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.7.3. Êàæäîå íàêðûòèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn(P n) ýê-

âèâàëåíòíî íàêðûòèþ âèäà p : Mn(P n,Γ) → Mn(P n); äâà íàêðûòèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì
(
Γ1, p1

)
è
(
Γ2, p2

)
ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ãðàôû Γ1 è Γ2 èçîìîðôíû, ïðè÷¼ì èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò

öâåòà ð¼áåð è ïåðåâîäèò ïðîåêöèþ p
1
â ïðîåêöèþ p

2
.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè èçîìîðôèçìà ïàð (Γ, p), óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ñâîéñòâàì 1 è 2, è êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íîëèñòíûìè
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íàêðûòèÿìè íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn(P n).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé P n = Πn. Â ýòîì ñëó÷àå

àñôåðè÷íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Mn(Πn) âëå÷¼ò àñôåðè÷íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ

Mn(Πn,Γ). Ãèïåðãðàíè ïåðìóòîýäðà Πn íóìåðóþòñÿ íåïóñòûìè ñîáñòâåí-

íûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà [n+1] (ñì. ðàçäåë 5.6). Ïðè ýòîì ãèïåð-

ãðàíè Fω1
è Fω2

èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ëèáî ω1 ⊂ ω2, ëèáî ω2 ⊂ ω1. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô Γ äîëæåí áûòü îäíîðîä-

íûì ãðàôîì ñòåïåíè m = 2n+1 − 2, ð¼áðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû ïðàâèëü-

íûì îáðàçîì â öâåòà èç ìíîæåñòâà íåïóñòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà [n+ 1]. Èíâîëþöèþ ΦFω , ñîîòâåòñòâóþùóþ ãèïåðãðàíè Fω, ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Φω. Òàêèì îáðàçîì, èíâîëþöèè Φω1
è Φω2

äîëæíû

êîììóòèðîâàòü, åñëè îäíî èç ìíîæåñòâ ω1 è ω2 ñîäåðæèòñÿ âî âòîðîì.

5.8 Ïîñòðîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M̂n

Ïóñòü Zn� îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå ñ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñ-

êîé âåðøèí â öâåòà èç ìíîæåñòâà [n + 1]. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ

êîìïëåêñà Zn ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç µ(σ) ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-

ñòâà [n + 1], ñîñòîÿùåå èç öâåòîâ âñåõ âåðøèí ñèìïëåêñà σ. Î÷åâèäíî,

÷òî |µ(σ)| = dimσ + 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ Zn. Âåðøèíû ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn ðàñêðàøåíû ïðàâèëüíûì îáðà-

çîì â öâåòà èç ìíîæåñòâà [n + 1]. Ïîýòîìó îðèåíòàöèÿ ïñåâäîìíîãîîáðà-

çèÿ Zn çàäà¼ò ðàçáèåíèå U = U+tU−, òàêîå ÷òî èç äâóõ n-ìåðíûõ ñèìïëåê-

ñîâ, èìåþùèõ îáùóþ ãèïåðãðàíü, îäèí âñåãäà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U+,

à äðóãîé �ìíîæåñòâó U−. Îðèåíòàöèÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ U+, çàäàí-
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íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öâåòîâ 1, 2, . . . , n + 1, ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöè-

åé, èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn; äëÿ ñèìïëåêñîâ

σ ∈ U− ýòè äâå îðèåíòàöèè ïðîòèâîïîëîæíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî íåïóñòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà [n+ 1]. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ω ∈ S îáîçíà÷èì ÷åðåç Pω ìíî-

æåñòâî èíâîëþöèé Λ : U → U , òàêèõ ÷òî

1) Λ(U+) = U− è Λ(U−) = U+;

2) µ (σ ∩ Λ(σ)) ⊃ ω äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ∈ U .

Èç íàëè÷èÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà τ , òàêîãî ÷òî µ(τ) = ω, êîëè÷åñòâî n-

ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ σ, ñîäåðæàùèõ ñèìïëåêñ τ , ÷¼òíî, ïðè÷¼ì ðîâíî ïî-

ëîâèíà èç íèõ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U+ è ðîâíî ïîëîâèíà � ìíîæå-

ñòâó U−. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Pω íåïóñòî. Î÷åâèäíî, ÷òî Pγ ⊃ Pω,

åñëè γ ⊂ ω. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ íå÷¼òíîãî ÷èñëà èíâî-

ëþöèé èç ìíîæåñòâà Pγ ñíîâà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Pγ. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè γ ⊂ ω, Λ1 ∈ Pω è Λ2 ∈ Pγ, òî Λ1 ◦ Λ2 ◦ Λ1 ∈ Pγ.

Íàïîìíèì, ÷òî η : Zn2 → Z2 åñòü ãîìîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ

îáðàçóþùóþ ri â îáðàçóþùóþ −1 ãðóïïû Z2. Ïîëîæèì

V+ = U+ ×
∏
ω∈S

Pω × η−1(1);

V− = U− ×
∏
ω∈S

Pω × η−1(−1);

V = V+ ∪ V− ⊂ U ×
∏
ω∈S

Pω × Zn2 .
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ Φω : V → V , ω ∈ S, ïî ôîðìóëå

Φω

(
σ, (Λγ)γ∈S , g

)
=

(
Λω(σ),

(
Λ̃γ

)
γ∈S

, r|ω|g

)
,

Λ̃γ =


Λω ◦ Λγ ◦ Λω, åñëè γ ⊂ ω;

Λγ, åñëè γ 6⊂ ω.

Çäåñü (Λγ)γ∈S � ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ
∏

γ∈S Pγ, ÿâëÿþùèéñÿ íàáîðîì èí-

âîëþöèé Λγ ∈ Pγ.

Ïðåäëîæåíèå 5.8.1. Îòîáðàæåíèÿ Φω ÿâëÿþòñÿ èíâîëþöèÿìè áåç

íåïîäâèæíûõ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì 1 è 2 èç ðàçäåëà 5.7.

Êðîìå òîãî, Φω(V+) = V− è Φω(V−) = V+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî Φω �èíâîëþöèÿ. Òî, ÷òî èíâîëþöèÿ Φω

ìåíÿåò ìåñòàìè ìíîæåñòâà V+ è V−, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èíâîëþöèÿ Λω

ìåíÿåò ìåñòàìè ìíîæåñòâà U+ è U−. Çíà÷èò, èíâîëþöèÿ Φω íå ìîæåò èìåòü

íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äîêàæåì, ÷òî Φω1
◦ Φω2

= Φω2
◦ Φω1

, åñëè ω1 ⊂ ω2. Ïóñòü

Φω1

(
σ, (Λγ)γ∈S , g

)
=

(
Λω1

(σ),
(

Λ̃γ

)
γ∈S

, r|ω1|g

)
;

(Φω2
◦ Φω1

)
(
σ, (Λγ)γ∈S , g

)
=

(
Λ̃ω2

(Λω1
(σ)) ,

(˜̃
Λγ

)
γ∈S

, r|ω2|r|ω1|g

)
;

Φω2

(
σ, (Λγ)γ∈S , g

)
=

(
Λω2

(σ),
(

Λ̂γ

)
γ∈S

, r|ω2|g

)
;

(Φω1
◦ Φω2

)
(
σ, (Λγ)γ∈S , g

)
=

(
Λ̂ω1

(Λω2
(σ)) ,

(̂̂
Λγ

)
γ∈S

, r|ω1|r|ω2|g

)
.

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî Λ̃ω2
(Λω1

(σ)) = Λ̂ω1
(Λω2

(σ)) è
˜̃
Λγ =

̂̂
Λγ äëÿ

ëþáîãî γ ∈ S. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Λ̃ω2
= Λω2

è

288



Λ̂ω1
= Λω2

◦ Λω1
◦ Λω2

. Åñëè γ 6⊂ ω2, òî

˜̃
Λγ = Λγ =

̂̂
Λγ.

Åñëè γ 6⊂ ω1 è γ ⊂ ω2, òî

˜̃
Λγ = Λ̃ω2

◦ Λ̃γ ◦ Λ̃ω2
= Λω2

◦ Λγ ◦ Λω2
;̂̂

Λγ = Λ̂γ = Λω2
◦ Λγ ◦ Λω2

.

Åñëè γ ⊂ ω1, òî

˜̃
Λγ = Λ̃ω2

◦ Λ̃γ ◦ Λ̃ω2
= Λω2

◦ Λω1
◦ Λγ ◦ Λω1

◦ Λω2
;̂̂

Λγ = Λ̂ω1
◦ Λ̂γ ◦ Λ̂ω1

=

= (Λω2
◦ Λω1

◦ Λω2
) ◦ (Λω2

◦ Λγ ◦ Λω2
) ◦ (Λω2

◦ Λω1
◦ Λω2

) =

= Λω2
◦ Λω1

◦ Λγ ◦ Λω1
◦ Λω2

.

Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ p : V → Zn2 âîçüì¼ì ïðîåêöèþ íà ïîñëåäíèé

ñîìíîæèòåëü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè 2n+1 − 2 íà ìíîæåñòâå

âåðøèí V ñ ð¼áðàìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç

ìíîæåñòâà S, çàäàííûé èíâîëþöèÿìè Φω. Òîãäà M̂
n = Mn(Πn,Γ)�èñ-

êîìîå ìíîãîîáðàçèå. Îíî ÿâëÿåòñÿ
(

1
2 |U |

∏
ω∈S |Pω|

)
-ëèñòíûì íàêðûòèåì

íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn(Πn).

Î÷åâèäíî, ÷òî η(p(v)) = 1 äëÿ âñåõ v ∈ V+ è η(p(v)) = −1 äëÿ âñåõ

v ∈ V−. Çíà÷èò, âëîæåíèå ιv : Πn → Mn(Πn,Γ) ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ,

åñëè v ∈ V+, è îáðàùàåò îðèåíòàöèþ, åñëè v = V−.
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5.9 Îòîáðàæåíèå ïåðìóòîýäðà íà ñèìïëåêñ

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆n� ýòî âûïóêëàÿ îáî-

ëî÷êà òî÷åê e1, e2, . . . , en+1 ∈ Rn+1. Ñèìïëåêñ ∆n ëåæèò â n-ìåðíîé ïëîñ-

êîñòè
n+1∑
i=1

ti = 1.

Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ω ⊂ [n+1] îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ω ⊂ ∆n

ãðàíü ñ âåðøèíàìè ei, i ∈ ω. Èìååì, dim ∆ω = |ω|− 1. Áàðèöåíòðîì ãðàíè

∆ω ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

bω(∆n) = b (∆ω) =
1

|ω|
∑
i∈ω

ei.

Â ÷àñòíîñòè, áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà ∆n ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

b(∆n) = b[n+1](∆
n) =

(
1

n+ 1
,

1

n+ 1
, . . . ,

1

n+ 1

)
.

Êàæäàÿ ãðàíü êîðàçìåðíîñòè k ìíîãîãðàííèêà Πn èìååò âèä

F = Fω1
∩ Fω2

∩ . . . ∩ Fωk, ∅  ω1  ω2  . . .  ωk  [n+ 1].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ãðàíè ïåðìóòîýäðà öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íû.

Öåíòð ñèììåòðèè ãðàíè F ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç b(F ) èëè ÷å-

ðåç bω1,ω2,...,ωk(Π
n). Â ÷àñòíîñòè,

b(Πn) =
(n

2
,
n

2
, . . . ,

n

2

)
åñòü öåíòð ñèììåòðèè ïåðìóòîýäðà Πn. Áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíè-

åì ïåðìóòîýäðà Πn íàçûâàåòñÿ åãî òðèàíãóëÿöèÿ âûïóêëûìè ñèìïëåêñà-

ìè, n-ìåðíûìè ñèìïëåêñàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè íàáî-

ðîâ òî÷åê âèäà b(F 0), b(F 1), . . . , b(F n), ãäå F 0 ⊂ F 1 ⊂ . . . ⊂ F n = Πn,

dimF i = i, � ãðàíè ïåðìóòîýäðà.
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Çàäàäèì îòîáðàæåíèå ψ : Πn → ∆n íà âåðøèíàõ áàðèöåíòðè÷åñêîãî

ïîäðàçäåëåíèÿ ïåðìóòîýäðà ïî ôîðìóëàì

b(Πn) 7→ b(∆n);

bω1,ω2,...,ωk(Π
n) 7→ bω1

(∆n), ∅  ω1  ω2  . . .  ωk  [n+ 1].

Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå ψ íà âåñü ïåðìóòîýäð òàê, ÷òîáû îíî áûëî ëèíåé-

íî íà êàæäîì ñèìïëåêñå áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ïåðìóòîýäðà.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.9.1. Îòîáðàæåíèå ψ ñþðúåêòèâíî. Îíî îòîáðàæàåò

âíóòðåííîñòü ïåðìóòîýäðà Πn íà âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà ∆n è ãðàíè-

öó ïåðìóòîýäðà Πn íà ãðàíèöó ñèìïëåêñà ∆n. Ïðè ýòîì ñòåïåíü îòîá-

ðàæåíèÿ ψ ðàâíà åäèíèöå, òî åñòü ãîìîìîðôèçì

ψ∗ : Hn(Π
n, ∂Πn;Z)→ Hn(∆

n, ∂∆n;Z)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ïåðåâîäÿùèì îáðàçóþùóþ

[Πn, ∂Πn] ∈ Hn(Π
n, ∂Πn;Z),

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöèè ïåðìóòîýäðà Πn, â îáðàçó-

þùóþ

[∆n, ∂∆n] ∈ Hn(∆
n, ∂∆n;Z),

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöèè ñèìïëåêñà ∆n. Êðîìå òî-

ãî, ψ(Fω) = ∆ω äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ω ⊂ [n+ 1].

Ïðèìåð 5.9.2. Äëÿ n = 2 è n = 3 îòîáðàæåíèå ψ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.1

è 5.2 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 5.1 çàøòðèõîâàííûå òðåóãîëüíèêè îòîáðà-

æàþòñÿ íà æèðíûå îòðåçêè. Íà ðèñ. 5.2 çàøòðèõîâàííûå øåñòèóãîëüíûå
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Ðèñ. 5.2. Îòîáðàæåíèå ψ äëÿ n = 3

ãðàíè ïåðìóòîýäðà Π3 îòîáðàæàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû òåòðà-

ýäðà. ×åòûðåõóãîëüíûå ãðàíè îòîáðàæàþòñÿ íà ðåáðà òåòðàýäðà, ïðè÷åì

êàæäûé îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé íàïðàâëåíèþ øòðèõîâêè, ¾ñõëîïûâàåòñÿ¿

â òî÷êó. Âíóòðåííîñòè íåçàøòðèõîâàííûõ øåñòèóãîëüíûõ ãðàíåé îòîáðà-

æàþòñÿ íà âíóòðåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé òåòðàýäðà ïðè ïîìîùè

îòîáðàæåíèé, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 5.1.

5.10 Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ f : M̂n → Zn

Äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ ∈ U îáîçíà÷èì ÷åðåç ισ : ∆n → Zn âëîæå-

íèå, îòîáðàæàþùåå ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ∆n èçîìîðôíî íà ñèìïëåêñ σ
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òàê, ÷òî âåðøèíà ei ïåðåõîäèò â âåðøèíó öâåòà i. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

f : M̂n → Zn ïî ôîðìóëå

f
([(

σ, (Λω)ω∈S , g
)
, x
])

= ισ(ψ(x)).

Ïðåäëîæåíèå 5.10.1. Îòîáðàæåíèå f êîððåêòíî îïðåäåëåíî è

f∗[M̂
n] = q[Zn], q = 2n−1

∏
ω∈S

|Pω|.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî f �êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîá-

ðàæåíèå, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ιΛ(σ)(ψ(x)) = ισ(ψ(x)), åñëè x ∈ Fω è

Λ ∈ Pω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ Fω, òî ψ(x) ∈ ∆ω. Çíà÷èò, òî÷êà ισ(ψ(x))

ñîäåðæèòñÿ â ãðàíè τ1 ñèìïëåêñà σ, òàêîé ÷òî µ(τ1) = ω. Àíàëîãè÷íî, òî÷-

êà ιΛ(σ)(ψ(x)) ñîäåðæèòñÿ â ãðàíè τ2 ñèìïëåêñà Λ(σ), òàêîé ÷òî µ(τ2) = ω.

Èìååì, τ1 = τ2, òàê êàê µ (σ ∩ Λω(σ)) ⊃ ω. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

òî÷êè ισ(ψ(x)) â ñèìïëåêñå τ1 ðàâíû áàðèöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì òî÷-

êè ιΛ(σ)(ψ(x)) â ñèìïëåêñå τ2 = τ1 è ðàâíû áàðèöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

òî÷êè ψ(x) â ñèìïëåêñå ∆n. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ισ(ψ(x)) è ιΛ(σ)(ψ(x))

ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü.

Íà êàæäûé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ σ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Zn îòîáðàæàåòñÿ

ðîâíî q êëåòîê Qv, òàêèõ ÷òî v =
(
σ, (Λω)ω∈S , g

)
. Ïðè ýòîì, ïî ïðåäëî-

æåíèþ 5.9.1, êàæäàÿ òàêàÿ êëåòêà Qv îòîáðàæàåòñÿ íà ñèìïëåêñ σ ñî ñòå-

ïåíüþ ±1. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îðèåíòàöèè êëåòîê Qv è ñèìïëåêñà σ

ñîãëàñîâàíû òàê, ÷òî ñòåïåíü êàæäîãî òàêîãî îòîáðàæåíèÿ â äåéñòâèòåëü-

íîñòè ðàâíà +1. Äëÿ êàæäîãî v =
(
σ, (Λω)ω∈S , g

)
ìû èìååì êîììóòàòèâ-

íóþ äèàãðàììó
Πn ιv−−→ Qv

ψ

y yf |Qv
∆n ισ−−→ σ
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Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.9.1, îòîáðàæåíèå ψ èìååò ñòåïåíü 1. Åñëè σ ∈ U+, òî

v ∈ V+ è îáà âëîæåíèÿ ισ è ιv ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ. Åñëè σ ∈ U−, òî

v ∈ V− è îáà âëîæåíèÿ ισ è ιv îáðàùàþò îðèåíòàöèþ. Òàêèì îáðàçîì, â

îáîèõ ñëó÷àÿõ, îòîáðàæåíèå f |Qv ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñòåïåíè +1, ÷òî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f : M̂n → Zn ðåàëèçóåò êëàññ ãîìîëîãèé,

êðàòíûé ôóíäàìåíòàëüíîìó êëàññó [Zn]. Îäíàêî ìíîãîîáðàçèå M̂n âîîá-

ùå ãîâîðÿ íå áóäåò ñâÿçíûì. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èñõîäíîå ïñåâäî-

ìíîãîîáðàçèå Zn ñèëüíî ñâÿçíî. Ïóñòü Γ = Γ1 t Γ2 t . . . t Γk, ãäå Γi�

ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà Γ. Èìååì, M̂n = M̂n
1 t M̂n

2 t . . . t M̂n
k , ãäå

M̂n
i = Mn(Πn,Γi)� ñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü f∗[M̂

n
i ] = qi[Z

n]. Òîãäà

q1 + q2 + . . .+ qn = q = 2n−1
∏
ω∈S

|Pω| 6= 0.

Çíà÷èò, êàêîå-íèáóäü èç ÷èñåë qi íå ðàâíî íóëþ. Íà ñàìîì äåëå èç äîêàçà-

òåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.10.1 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà qi ñòðîãî ïîëî-

æèòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f |
M̂n
i
ðåàëèçóåò êëàññ ãîìîëîãèé,

êðàòíûé êëàññó [Zn].

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ëþáîé öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé z ëèíåé-

íî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå îáðàçà ôóíäàìåí-

òàëüíîãî êëàññà íåêîòîðîãî ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèÿ Zn. Çíà÷èò, íåêîòîðûé êëàññ ãîìîëîãèé, êðàòíûé êëàññó z, ìî-

æåò áûòü ðåàëèçîâàí â âèäå îáðàçà ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðà-

çèÿ M̂n
i . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.2.
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Ïðèëîæåíèå A

Êîìïëåêñû èç ïðîñòûõ

ìíîãîãðàííèêîâ

Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà òî÷åê â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàçìåðíîñòüþ âûïóêëîãî ìíîãî-

ãðàííèêà P ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî àôôèííîãî ïîä-

ïðîñòðàíñòâà V ⊂ Rn, ñîäåðæàùåãî ìíîãîãðàííèê P . Ïóñòü H ⊂ V �

ãèïåðïëîñêîñòü, òàêàÿ ÷òî ìíîãîãðàííèê P ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç äâóõ

çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ â V , îãðàíè÷åííûõ ãèïåðïëîñêîñòüþ H, è

dimP ∩ H = dimP − 1. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî P ∩ H ⊂ P íàçûâàåòñÿ

ãèïåðãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà P . Ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàþòñÿ ïå-

ðåñå÷åíèÿ åãî ãèïåðãðàíåé. Â äàëüíåéøåì ïîä ìíîãîãðàííèêîì ìû âñåãäà

ïîíèìàåì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Îñíîâíûìè ïðèìåðàìè ìíîãîãðàííèêîâ, âîçíèêàþùèìè â ýòîé ðàáîòå,

ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñ, êðîññ-ïîëèòîï, êóá è ïåðìóòîýäð. Cèìïëåêñîì íàçû-

âàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íåñêîëüêèõ àôôèííî íåçàâèñèìûõ òî÷åê â Rn.

Ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà íà åäèíèöó ìåíüøå êîëè÷åñòâà ýòèõ òî÷åê. Ëþ-

áûå äâà ñèìïëåêñà îäíîé ðàçìåðíîñòè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû. Ñòàíäàðò-
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íûì n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñ ∆n ⊂ Rn+1 ñ âåðøèíàìè

e1, e2, . . . , en+1, ãäå

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (åäèíèöà íà i-îì ìåñòå).

Ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì êðîññ-ïîëèòîïîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷-

êà 2n òî÷åê ±e1,±e2, . . . ,±en â Rn. Ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì êóáîì íàçû-

âàåòñÿ ìíîãîãðàííèê [0, 1]n ⊂ Rn èëè ìíîãîãðàííèê [−1, 1]n ⊂ Rn. Íàì áó-

äåò óäîáíî íàçûâàòü êóáàìè âñå ìíîãîãðàííèêè, àôôèííî ýêâèâàëåíòíûå

ñòàíäàðòíîìó êóáó. Îïðåäåëåíèå n-ìåðíîãî ïåðìóòîýäðà è âñå åãî íåîáõî-

äèìûå ñâîéñòâà äàíû â ðàçäåëå 5.6.

Ìíîãîãðàííèê P ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè êàæäàÿ åãî

âåðøèíà ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â n åãî ãèïåðãðàíÿõ. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíò-

íî òîìó, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ãèïåðãðàíè ìíîãîãðàííèêà P ,

íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðàíè ïðîñòîãî ìíî-

ãîãðàííèêà ñíîâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ìíîãîãðàííèêàìè. Ñèìïëåêñ, êóá è

ïåðìóòîýäð ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ìíîãîãðàííèêàìè, êðîññ-ïîëèòîï ðàçìåð-

íîñòè > 3�íåò.

Îïðåäåëåíèå A.2. Êîíå÷íûì êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, ñêëååíûì èç

ìíîãîãðàííèêîâ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ

êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ P1, P2, . . . , Pq ïî îòíîøå-

íèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, òàêîìó ÷òî

1. îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íå îòîæäåñòâëÿåò íèêàêèå äâå ðàçëè÷-

íûå òî÷êè îäíîãî ìíîãîãðàííèêà Pi;

2. åñëè x1 ∈ Pi, x2 ∈ Pj è x1 ∼ x2, òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼

îòîæäåñòâëÿåò íåêîòîðóþ ãðàíü F1 ⊂ Pi, ñîäåðæàùóþ òî÷êó x1, ñ
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íåêîòîðîé ãðàíüþ F2 ⊂ Pj, ñîäåðæàùåé òî÷êó x2, âäîëü íåêîòîðîãî

àôôèííî ëèíåéíîãî èçîìîðôèçìà.

Îáðàçû ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ Pi ïðè òàêîé ôàêòîðèçàöèè íàçûâàþòñÿ

êëåòêàìè èëè ãðàíÿìè ïîëó÷åííîãî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå êëåòî÷íûå êîìïëåêñû ñ÷èòàþòñÿ êîíå÷íûìè.

Íåñòðîãî ãîâîðÿ, êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ìíîãîãðàííèêîâ, �

ýòî ðåçóëüòàò ñêëåéêè íåñêîëüêèõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ âäîëü àô-

ôèííî ëèíåéíûõ èçîìîðôèçìîâ èõ ãðàíåé. Ïðè ýòîì äâà ìíîãîãðàííèêà

ìîãóò ñêëåèâàòüñÿ ïî íåñêîëüêèì ïàðàì ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ãðàíåé. Â

÷àñòíîñòè, ïðèìåðîì êîìïëåêñà, ñêëååííîãî èç ìíîãîãðàííèêîâ, ÿâëÿåò-

ñÿ äóáëü ìíîãîãðàííèêà P , òî åñòü ðåçóëüòàò ñêëåéêè äâóõ ýêçåìïëÿðîâ

ìíîãîãðàííèêà P âäîëü òîæäåñòâåííîãî ãîìåîìîðôèçìà èõ ãðàíèö. Òåì

íå ìåíåå, îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ,

çàïðåùàåò ïðèêëåèâàòü êàêóþ-ëèáî ãðàíü ìíîãîãðàííèêà ê äðóãîé ãðàíè

òîãî æå ìíîãîãðàííèêà. Â ÷àñòíîñòè, îòðåçîê ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè êîíöà-

ìè íå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, ñêëååííûì èç ìíîãîãðàííèêîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êëåòî÷íûå êîì-

ïëåêñû, ñêëååííûå èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Îïðåäåëåíèå A.3. Êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ìíîãîãðàííèêîâ,

íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, åñëè âñå ìíîãîãðàí-

íèêè Pi� ñèìïëåêñû. Êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ìíîãîãðàííè-

êîâ, íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêè êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, åñëè âñå ìíîãîãðàí-

íèêè Pi�êóáû.

Åñëè ìû íàëîæèì íà ñèìïëèöèàëüíî èëè êóáè÷åñêè êëåòî÷íûé êîì-

297



ïëåêñ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, çàïðåùàþùåå äâóì ñèìïëåêñàì èëè

êóáàì áûòü ñêëååííûìè ïî íåñêîëüêèì ïàðàì ãðàíåé, ìû ïðèä¼ì ê áîëåå

òðàäèöèîííûì îáúåêòàì: ñèìïëèöèàëüíûì è êóáè÷åñêèì êîìïëåêñàì.

Îïðåäåëåíèå A.4. Ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûé (ñîîòâåòñòâåííî, êóáè÷å-

ñêè êëåòî÷íûé) êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî,

êóáè÷åñêèì) êîìïëåêñîì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ åãî ãðàíåé ñàìî

ÿâëÿåòñÿ åãî ãðàíüþ (âîçìîæíî, ïóñòîé).

Ïðèìåðîì ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñèì-

ïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì, ñëóæèò ðàçáèåíèå îêðóæíîñòè íà äâå äóãè.

×àñòî íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÿçûê àáñòðàêòíûõ ñèìïëèöè-

àëüíûõ êîìïëåêñîâ. Íàïîìíèì, ÷òî àáñòðàêòíûì ñèìïëèöèàëüíûì êîì-

ïëåêñîì íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âåðøèí V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî K ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V òàêîå, ÷òî ∅ ∈ K è äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ

τ ⊂ σ ⊂ V èç òîãî, ÷òî σ ∈ K ñëåäóåò, ÷òî τ ∈ K. Âëîæèâ ìíîæåñòâî V â

âèäå àôôèííî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà â RN è íàòÿíóâ âûïóêëûé ñèì-

ïëåêñ íà ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êàæäîãî àáñòðàêòíîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K, ìû

ïîëó÷èì ãåîìåòðè÷åñêèé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ.

Îïðåäåëåíèå A.5. Èçîìîðôèçìîì êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ K1 è K2, ñêëå-

åííûõ èç ìíîãîãðàííèêîâ, íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì K1 → K2, îãðàíè÷å-

íèå êîòîðîãî íà êàæäóþ ãðàíü êîìïëåêñàK1 ÿâëÿåòñÿ àôôèííî ëèíåéíûì

èçîìîðôèçìîì íà íåêîòîðóþ ãðàíü êîìïëåêñà K2. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èçî-

ìîðôíîñòè äâóõ êîìïëåêñîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ∼=.

Êàæäîìó êëåòî÷íîìó êîìïëåêñó, ñêëååííîìó èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííè-

êîâ, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî åãî ãðàíåé.
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Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà êëåòî÷íûõ êîìïëåêñà, ñêëååííûå èç ïðî-

ñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà èõ ãðàíåé èçîìîðôíû. Â ÷àñòíîñòè, äâà ïðîñòûõ

ìíîãîãðàííèêà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûå ìíîæåñòâà èõ ãðàíåé èçîìîðôíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äâà ñèìïëèöè-

àëüíî êëåòî÷íûõ êîìïëåêñà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ,

ñêëååííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ýòî íå òàê, ââèäó òîãî ÷òî ñóùå-

ñòâóþò êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå, íî àôôèííî íåèçîìîðôíûå ïðîñòûå

ìíîãîãðàííèêè.

Ïóñòü K �êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííè-

êîâ. Âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå bσ â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè1 êàæäîé

íåïóñòîé ãðàíè σ êîìïëåêñà K. Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

σ1  σ2  . . .  σk (A.1)

âëîæåííûõ íåïóñòûõ ãðàíåé êîìïëåêñà K ðàññìîòðèì â ãðàíè σk âûïóê-

ëûé (k− 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆σ1,σ2,...,σk ñ âåðøèíàìè bσ1, bσ2, . . . , bσk . Ñèì-

ïëåêñû ∆σ1,σ2,...,σk îáðàçóþò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé íàçûâà-

åòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì êîìïëåêñà K è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-

ðåç K ′. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êîìïëåêñ K ′ íå

çàâèñèò îò ïðîèçâîëà â âûáîð×àñòî íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÿçûê

àáñòðàêòíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Íàïîìíèì, ÷òî àáñòðàêòíûì

ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âåðøèí V íàçûâà-

åòñÿ ìíîæåñòâî K ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V òàêîå, ÷òî ∅ ∈ K è äëÿ

ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ τ ⊂ σ ⊂ V èç òîãî, ÷òî σ ∈ K ñëåäóåò, ÷òî τ ∈ K.
1Îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòüþ âåðøèíû ñ÷èòàåòñÿ ñàìà ýòà âåðøèíà
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å òî÷åê bσ. Êðîìå òîãî, áàðèöåíòðè÷åñêèå ïîäðàçäåëåíèÿ êîìáèíàòîðíî

ýêâèâàëåíòíûõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ, ñêëååííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàí-

íèêîâ, èçîìîðôíû. Çíà÷èò, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå êëåòî÷íûå êîì-

ïëåêñû âñåãäà ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû. Óêàæåì îäíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå ýòî-

ãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå A.6. Ïóñòü Q� êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ïðî-

ñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ êóáàì. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò êóáè÷åñêè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ Q1, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíò-

íûé è êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûé êîìïëåêñó Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñ Q ñêëååí èç ìíîãîãðàííèêîâ, êîìáèíàòîðíî

ýêâèâàëåíòíûõ êóáàì âäîëü íåêîòîðûõ èçîìîðôèçìîâ èõ ãðàíåé. Ðàññìîò-

ðèì ñòîëüêî æå àôôèííûõ êóáîâ òåõ æå ðàçìåðíîñòåé è ñêëåèì èõ âäîëü

ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîìîðôèçìîâ èõ ãðàíåé. Ïóñòü Q1 �ïîëó÷åííûé êóáè-

÷åñêè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ. Òîãäà êîìïëåêñ Q êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí

è, ñëåäîâàòåëüíî, êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôåí êîìïëåêñó Q1.

Îïðåäåëèì òåïåðü êàíîíè÷åñêîå êóáè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëèöè-

àëüíî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ∆n è

îáîçíà÷èì ÷åðåç P n
i ⊂ ∆n ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê

(t1, t2, . . . , tn+1), òàêèõ ÷òî ti > tj äëÿ âñåõ j ∈ [n + 1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

P n
i � âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûé n-

ìåðíîìó êóáó. Ìíîãîãðàííèêè P n
i , i = 1, 2, . . . , n+ 1, îáðàçóþò êëåòî÷íîå

ðàçáèåíèå ñèìïëåêñà ∆n, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì êó-

áè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì ñèìïëåêñà ∆n. Ïóñòü òåïåðü K � ñèìïëèöèàëü-

íî êëåòî÷íûé êîìïëåêñ. Âîçüì¼ì êàíîíè÷åñêèå êóáè÷åñêèå ïîäðàçäåëåíèÿ
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âñåõ åãî ñèìïëåêñîâ. Ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå Q íà ìíîãîãðàííèêè, êîìáè-

íàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå êóáàì, ìû íàçîâ¼ì êàíîíè÷åñêèì êóáè÷åñêèì ïîä-

ðàçäåëåíèåì êîìïëåêñà K. ×àñòî íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü êàíîíè÷åñêèì

êóáè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì êîìïëåêñà K íå ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå Q, à

êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíîå åìó êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Q1. Èç

ïðåäëîæåíèÿ A.6 ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñ Q1 êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôåí

èñõîäíîìó êîìïëåêñó K. Â ïðèíöèïå, îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî êóáè÷å-

ñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ìîæíî áûëî áû äàòü äëÿ ëþáîãî êëåòî÷íîãî êîìïëåê-

ñà, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Íàì îíî áóäåò íóæíî òîëüêî

â ñëó÷àå ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûõ, êóáè÷åñêè êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ è â

ñëó÷àå êîìïëåêñîâ, ñêëååííûõ èç ïåðìóòîýäðîâ.

Çàìå÷àíèå A.7. Òåðìèí ¾ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûé êîìïëåêñ¿ èñïîëü-

çîâàëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Ò.Å.Ïàíîâà (ñì. [8]).

Äðóãèå àâòîðû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî æå ïîíÿòèÿ èñïîëüçîâàëè ðàçëè÷íûå

òåðìèíû, â ÷àñòíîñòè, ¾ïñåâäîêîìïëåêñ¿, ¾ïñåâäîòðèàíãóëÿöèÿ¿, ¾ïðåä-

ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ¿. Òåðìèí ¾êóáè÷åñêè êëåòî÷íûé êîìïëåêñ¿ ÿâ-

ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì òåðìèíà ¾ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûé êîì-

ïëåêñ¿.

Êîìïàêòíûì ïîëèýäðîì ìû áóäåì íàçûâàòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî

÷èñëà ñèìïëåêñîâ â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå RN . Âñå ðàññìàòðèâàåìûå

â ýòîé ðàáîòå ïîëèýäðû ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè; êàê ïðàâèëî ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ïîëèýäðû ñ òî÷íîñòüþ äî êóñî÷íî ëèíåéíîãî ãîìåîìîð-

ôèçìà. Êàæäûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ìîæíî âëîæèòü â íåêîòîðîå

ïðîñòðàíñòâî RN ëèíåéíî íà ñèìïëåêñàõ; îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïîëèýäðîì, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç |K|. Êóñî÷íî ëèíåéíûì
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ðàçáèåíèåì ïîëèýäðà P íà ìíîãîãðàííèêè ìû áóäåì íàçûâàòü êëåòî÷íûé

êîìïëåêñ K, ñêëååííûé èç ìíîãîãðàííèêîâ, âìåñòå ñ êóñî÷íî ëèíåéíûì

ãîìåîìîðôèçìîì K → P . Êóñî÷íî ëèíåéíîå ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå

íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé òðèàíãóëÿöèåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âñå ðàç-

áèåíèÿ è òðèàíãóëÿöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè è ìû íå îãî-

âàðèâàåì ýòî îñîáî.

Ëèíêîì ñèìïëåêñà σ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ ïîä-

êîìïëåêñ êîìïëåêñà K, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñèìïëåêñîâ τ òàêèõ, ÷òî

σ ∩ τ = ∅ è ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K, ñîäåðæàùèé è σ è τ .

Ïðè ðàáîòå ñ ïðîèçâîëüíûìè êëåòî÷íûìè êîìïëåêñàìè, ñêëååííûìè èç

ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íàì áóäåò ðàáîòàòü ñ äðóãèì îïðåäåëåíèåì, êî-

òîðîå ãîäèòñÿ â òàêîì áîëåå îáùåì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå A.8. Ïóñòü K �êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ïðî-

ñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, σ� åãî ãðàíü ðàçìåðíîñòè k. Â îòíîñèòåëüíîé âíóò-

ðåííîñòè êàæäîé (k + 1)-ìåðíîé ãðàíè ρ, ñîäåðæàùåé ãðàíü σ, âûáåðåì

êàêóþ-íèáóäü òî÷êó bρ. Äëÿ êàæäîé l-ìåðíîé ãðàíè τ ! σ ñóùåñòâóåò ðîâ-

íî l−k ãðàíåé ρ, òàêèõ ÷òî dim ρ = k+1 è σ ⊂ ρ ⊂ τ . Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê bρ â ãðàíè τ ÿâëÿåòñÿ (l−k− 1)-ìåðíûì ñèìïëåê-

ñîì, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆σ,τ . Îáúåäèíèâ ñèìïëåêñû ∆σ,τ äëÿ

âñåõ ãðàíåé τ  σ, ìû ïîëó÷èì ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, êî-

òîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ëèíêîì ãðàíè σ â êîìïëåêñå K è îáîçíà÷àòü

÷åðåç linkσ èëè linkK σ.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ëèíê ãðàíè σ íå

çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê bρ. Òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ñèìïëèöè-

àëüíîãî êîìïëåêñà K äâà îïðåäåëåíèÿ ëèíêà äàþò êàíîíè÷åñêè èçîìîðô-
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íûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñèì-

ïëåêñîâ êîìïëåêñà linkσ êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííî-

ìó ìíîæåñòâó ãðàíåé êîìïëåêñà K, ñîäåðæàùèõ ãðàíü σ.

Îïðåäåëåíèå A.9. Ñèìïëèöèàëüíûé (ñîîòâåòñòâåííî, ñèìïëèöèàëüíî

êëåòî÷íûé) êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî, ñèì-

ïëèöèàëüíî êëåòî÷íîé) (n − 1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé, åñëè îí

êóñî÷íî ëèíåéíî ýêâèâàëåíòåí ãðàíèöå n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.

Â ãëàâàõ 1, 2, 4 è 5 ïîä êîìáèíàòîðíûìè ñôåðàìè ìû âñåãäà ïîäðàçóìå-

âàåì ñèìïëèöèàëüíûå êîìáèíàòîðíûå ñôåðû; ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûå

êîìáèíàòîðíûå ñôåðû âñòðå÷àþòñÿ íàì ëèøü â ãëàâå 3.

Îïðåäåëåíèå A.10. Êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, ñêëååííûé èç ïðîñòûõ ìíî-

ãîãðàííèêîâ, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì êîìáèíàòîðíûì ìíîãîîáðàçèåì, åñ-

ëè ëèíêè âñåõ åãî âåðøèí ÿâëÿþòñÿ ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûìè êîì-

áèíàòîðíûìè ñôåðàìè. Ñèìïëèöèàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñèìïëèöèàëü-

íî êëåòî÷íûì, êóáè÷åñêèì èëè êóáè÷åñêè êëåòî÷íûì) êîìáèíàòîðíûì

ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ ñèìïëèöèàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûì, êóáè÷å-

ñêèì èëè êóáè÷åñêè êëåòî÷íûì) êîìïëåêñîì.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [44]), ÷òî âñÿêîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãî-

îáðàçèå èìååò êàíîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,

òî åñòü äîïóñêàåò àòëàñ êàðò ñ êóñî÷íî ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà.

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëèíêè âñåõ k-ìåðíûõ ãðàíåé n-ìåðíîãî êîì-

áèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ (n − k)-ìåðíûìè êîìáèíàòîðíûìè

ñôåðàìè. Â [44] ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìáè-
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íàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé; îáùèé ñëó÷àé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí.

Îïðåäåëåíèå A.11. Êëåòî÷íûé êîìïëåêñ K, ñêëååííûé èç ìíîãîãðàííè-

êîâ, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì, åñëè êàæäàÿ ãðàíü êîì-

ïëåêñà K ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé n-ìåðíîé ãðàíè, ïðè÷¼ì êàæäàÿ (n−1)-

ìåðíàÿ ãðàíü êîìïëåêñà K ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â äâóõ n-ìåðíûõ ãðàíÿõ.

Ñèìïëèöèàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûì, êóáè÷å-

ñêèì, êóáè÷åñêè êëåòî÷íûì) ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ïñåâäîìíî-

ãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñèìïëèöè-

àëüíî êëåòî÷íûì, êóáè÷åñêèì, êóáè÷åñêè êëåòî÷íûì) êîìïëåêñîì.

×àñòî â îïðåäåëåíèè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ íà êîìïëåêñ K íàêëàäûâàþò

åù¼ óñëîâèå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [27]): äëÿ ëþáûõ äâóõ n-

ìåðíûõ ãðàíåé τ1 è τ2 äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n-ìåðíûõ

ãðàíåé τ1 = ρ1, ρ2, . . . , ρr = τ2 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ãðàíè ρi è ρi+1 èìå-

þò îáùóþ (n − 1)-ìåðíóþ ãðàíü. Ìû íå áóäåì íàêëàäûâàòü íà K ýòî

óñëîâèå. Äåëî â òîì, ÷òî íàì óäîáíî, ÷òîáû ïî êðàéíåé ìåðå âñå êîì-

áèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ áûëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿìè. ×àñòî ìû áóäåì

ðàáîòàòü òîëüêî ñ òàê íàçûâàåìûìè íîðìàëüíûìè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿìè

(ñì. [85]). Ïðèâåä¼ì çäåñü äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî

ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå A.12. Ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûì, åñëè Hn(K,K \ x) ∼= Z äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ K.

Îïðåäåëåíèå A.13. Ïñåâäîìíîãîîáðàçèå K ðàçìåðíîñòè n, ñêëååííîå èç

ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè ëèíê êàæäîé åãî

íåïóñòîé ãðàíè σ ñâÿçåí ïðè dimσ 6 n− 2.
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Èç îïðåäåëåíèÿ A.13 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íîðìàëü-

íîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûìè è ïðè dimσ 6 n− 2

ëèíê ãðàíè σ íîðìàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì íîð-

ìàëüíûì ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì. Êëàññ íîðìàëüíûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé

âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íàèáîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåðû ïñåâäîìíîãîîáðàçèé:

êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ãîìîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ìíîãîîáðà-

çèÿ ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-ìåðíîãî ïñåâ-

äîìíîãîîáðàçèÿ K ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîñòðîèòü åãî íîðìà-

ëèçàöèþ [85] � íîðìàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Knorm ñ îòîáðàæåíèåì

Knorm → K, ÿâëÿþùèìñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà äîïîëíåíèÿõ ê (n − 2)-

ìåðíûì îñòîâàì êîìïëåêñîâ Knorm è K è îòîáðàæàþùåå êàæäóþ ãðàíü

êîìïëåêñà Knorm èçîìîðôíî íà íåêîòîðóþ ãðàíü êîìïëåêñà K.
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Ïðèëîæåíèå B

Âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîìîùè ÿâíîé

êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî

êëàññà Ïîíòðÿãèíà

Â ãëàâå 2 äîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàì ÿâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà

äà¼ò ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K ñ òî÷íî-

ñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðóþ óíèâåðñàëüíóþ, òî åñòü, íå çàâèñÿùóþ

îò K êîíñòàíòó. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòà êîíñòàíòà â äåéñòâèòåëüíîñòè

ðàâíà 1 íàì íóæíî ïîäñ÷èòàòü ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ïåð-

âûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà êàêîãî-íèáóäü ìíîãîîáðàçèÿ ñ èçâåñòíûì íåíóëå-

âûì êëàññîì Ïîíòðÿãèíà è ïðîâåðèòü, ÷òî îíà äà¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò.

Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðîáíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìû âîçüì¼ì 9-

âåðøèííóþ òðèàíãóëÿöèþ CP2, ïîñòðîåííóþ â ðàáîòàõ [96], [97]. Ïîñëå

ýòîãî ìû ïðîâåä¼ì ðàñ÷¼ò åù¼ è äëÿ 15-âåðøèííîé òðèàíãóëÿöèè CP2,

ïîñòðîåííîé àâòîðîì [22].

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âñåìè îáîçíà÷åíèÿ ãëàâû 2. Ïóñòü h∈C1
Z2

(Γ2;Q)

ïðîèçâîëüíûé êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé c0; òîãäà
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f = d−1δ(h)�óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëü-

íîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, óìíîæåííîãî íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó, ðàâåíñòâî

êîòîðîé 1 íàì è íóæíî äîêàçàòü.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê êîíêðåòíûì ðàñ÷¼òàì, ñäåëàåì íåñêîëüêî îá-

ùèõ çàìå÷àíèé. Ïóñòü β � áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå îðèåíòèðîâàííûõ

äâóìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå êîöèêëà h íà îðèåíòèðîâàííîì ðåáðå {β} ãðàôà Γ2

ïðîñòî ÷åðåç h(β) âìåñòî h({β}). Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç β−1 ìû îáîçíà÷à-

åì áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå áèçâ¼çäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ β,

à ÷åðåç −β � áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷åííîå èç β ïðè îáðàùåíèè

îðèåíòàöèé êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. Òîãäà h(−β) = h
(
β−1
)

= −h(β). Íàïîì-

íèì, ÷òî ìû íàçûâàëè áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β íåñóùåñòâåííûì, åñëè

îíî ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ β−1; òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ íå ñîîò-

âåòñòâóåò íèêàêîãî ðåáðà ãðàôà Γ2. Íàçîâ¼ì áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β

íåâàæíûì, åñëè åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ β−1; äëÿ ëþáîãî

òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ h(β) = 0, ïîýòîìó â íàøèõ ðàñ÷¼òàõ ìû ìîæåì ïðå-

íåáðåãàòü âñåìè íåâàæíûìè áèçâ¼çäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè; íà ðèñóíêàõ

íåâàæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè.

Â ýòîì ïðèëîæåíèè íàì áóäåò óäîáíî íàðÿäó ñ öèêëàìè, èçîáðàæ¼ííû-

ìè íà ðèñ. 2.3 è 2.4, îòíîñèòü ê ýëåìåíòàðíûì öèêëàì â ãðàôå Γ2 öèêëû,

èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 2.5. Èç òîãî, ÷òî òàêîé öèêë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-

äå ñóììû äâóõ öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 2.4, á, ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

çíà÷åíèå êëàññà êîãîìîëîãèé c0 íà í¼ì ðàâíî

2

(p+ 2)(p+ 3)
− 2

(q + 2)(q + 3)
,

ãäå p è q�êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíèêîâ â êîìáèíàòîðíîé ñôåðå, èçîáðàæ¼í-
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íîé íà ðèñ. 2.5 ââåðõó, ïðèìûêàþùèõ ê ëåâîé íèæíåé è ïðàâîé âåðõíåé

âåðøèíàì ñîîòâåòñòâåííî ñíàðóæè îò èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 2.5 êàðòèíêè.

Êîãäà ìû çàäà¼ì ñèìïëåêñ îðèåíòèðîâàííîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû íà-

áîðîì åãî âåðøèí ìû âñåãäà óïîðÿäî÷èâàåì âåðøèíû â ñîîòâåòñòâèè ñ

îðèåíòàöèåé.

Ðàñ÷¼ò äëÿ 9-âåðøèííîé òðèàíãóëÿöèè CP2

Â ðàáîòàõ [96], [97] ïîñòðîåíà òðèàíãóëÿöèÿ K9 êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâ-

íîé ïëîñêîñòè CP 2 ñ äåâÿòüþ âåðøèíàìè. Ëèíêè âñåõ âåðøèí òðèàíãóëÿ-

öèè K9 èçîìîðôíû îäíîé è òîé æå îðèåíòèðîâàííîé 8-âåðøèííîé òð¼õ-

ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðåM, íàçûâàåìîé ñôåðîé Áðþêíåðà. Òðèàíãó-

ëÿöèÿM ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç äâóõ òðèàíãóëÿöèé 3-ìåðíîé ñôåðû ñ âîñüìüþ

âåðøèíàìè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå ãðàíèöû âûïóêëî-

ãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà (ñì. [87]). Âåðøèíû òðèàíãóëÿöèèM

ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 1 äî 8 òàê, ÷òî åå ìàêñèìàëüíûå ñèì-

ïëåêñû áóäóò çàäàâàòüñÿ ñëåäóþùèìè íàáîðàìè âåðøèí:

1243 3476 5386 7165

1237 3465 4285 1785

1276 4576 4875 1586

2354 2385 4817 1682

2376 2368 4371 1284

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 9 áèçâåçäíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé β1, β2, . . . , β9, ïåðåâîäÿùóþ òðèàíãóëÿöèþM â ãðàíèöó ÷åòûðåõ-

ìåðíîãî ñèìïëåêñà:

1) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1243, 1237 è 4371 íà ñèìïëåêñû 1247 è 3274;
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2) çàìåíèì ñèìïëåêñû 2354, 2385 è 4285 íà ñèìïëåêñû 2384 è 3584;

3) çàìåíèì ñèìïëåêñû 7165, 1785 è 1586 íà ñèìïëåêñû 1786 è 5687;

4) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1786, 1682 è 1276 íà ñèìïëåêñû 1278 è 6287;

5) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1247, 1278, 1284 è 4817 íà ñèìïëåêñ 2487;

6) çàìåíèì ñèìïëåêñû 3274, 2384 è 2487 íà ñèìïëåêñû 2387 è 3487;

7) çàìåíèì ñèìïëåêñû 2387, 6287, 2376 è 2368 íà ñèìïëåêñ 6387;

8) çàìåíèì ñèìïëåêñû 3465, 5386 è 3584 íà ñèìïëåêñû 4386 è 5486;

9) çàìåíèì ñèìïëåêñû 4386, 6387, 3476 è 3487 íà ñèìïëåêñ 6487.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà j ∈ U(βi) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç βi,j áèçâ¼çäíîå

ïðåîáðàçîâàíèå ëèíêà âåðøèíû j, èíäóöèðîâàííîå áèçâ¼çäíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì βi. Òîãäà çíà÷åíèå f(〈M〉) ðàâíî ñóììå âñåõ çíà÷åíèé h(βi,j).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå èíäóöèðóþò-

ñÿ áèçâ¼çäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè β1, β2, . . . , β9 â ëèíêàõ âåðøèí òðèàí-

ãóëÿöèèM, èçîáðàæåíû íà ðèñ. B.1; íîìåð âåðøèíû îáîçíà÷åí öèôðîé â

êðóæî÷êå ñëåâà îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèçâ¼çäíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé; êàæäóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìû èçîáðàæàåì òîëüêî äî

òîãî ìåñòà, ïîñëå êîòîðîãî èäóò ëèøü íåâàæíûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ (êàê èìåííî óñòðîåíû ¾õâîñòû¿ èç íåâàæíûõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê îíè âñ¼ ðàâíî äàþò íóëåâîé âêëàä

â f(〈M〉).) Ìû íå ñòàëè èçîáðàæàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäóöèðîâàííûõ

áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ âåðøèí 1 è 5: äåëî â òîì, ÷òî êàæäàÿ èç

ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîäåðæèò òîëüêî ïî îäíîìó áèçâ¼çäíîìó ïðå-

îáðàçîâàíèþ, íå ÿâëÿþùåìóñÿ íåâàæíûì� òàêîâû áèçâ¼çäíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ β1,1 è β2,5. Ïðè ýòîì áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β2,5 ýêâèâàëåíò-

íî áèçâ¼çäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ −β1,1; òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíûé âêëàä
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áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíêîâ âåðøèí 1 è 5 â f(〈M〉) ðàâåí íóëþ.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β5,4 ýê-

âèâàëåíòíî áèçâ¼çäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ −β4,6, áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ β1,4, β3,6, −β−1
1,2 è −β−1

2,8 ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû è áèçâ¼çäíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ β2,3, β6,3 è β
−1
6,7 ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû. Çíà÷èò,

f(〈M〉) = 4h(β1,4) + h(β2,3) + h(β2,4) + h(β1,7) + h(β3,7) + h(β1,3). (B.1)

Ðàññìîòðèì öèêëû â ãðàôå Γ2, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. B.2, à�â. Êàæäûé

èç èçîáðàæ¼ííûõ öèêëîâ ðàçáèò íà ýëåìåíòàðíûå öèêëû ïåðâîãî òèïà;

äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ íà ðèñóíêå óêàçàíî çíà÷åíèå

êëàññà êîãîìîëîãèé c0 íà í¼ì; òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

2h(β1,4) + h(β2,4)− h(β2,3) =
1

10

h(β1,4) + h(β1,7) + h(β3,7)− h(β2,3) =
1

10

h(β1,4) + h(β1,3) =
1

30

(B.2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü öèêë, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.4, â, ñ ïàðàìåòðàìè

(2, 2, 2, 2, 2). Ýòîò öèêë ñîñòîèò èç 5 áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êàæäîå

èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî áèçâ¼çäíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ β2,3, çíà÷èò,

h(β2,3) =
1

5
θ(2, 2, 2, 2, 2) =

1

30

Ñêëîæèâ ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (B.2) è ïðèáàâèâ ê ðåçóëüòàòó 3h(β2,3), ìû

ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (B.1). Ñëåäîâàòåëüíî,

f(〈M〉) =
1

10
+

1

10
+

1

30
+ 3 · 1

30
=

1

3

Òàê êàê òðèàíãóëÿöèÿ K9 èìååò 9 âåðøèí, ëèíê êàæäîé èç êîòîðûõ

èçîìîðôåí êîìáèíàòîðíîé ñôåðåM, ïîëó÷àåì∑
v∈V (K9)

f(〈link v〉) = 3 = p1

[
CP2

]
.
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Ðèñ. B.2 (â). Ðàñ÷¼ò çíà÷åíèÿ f(〈M〉): öèêëû â ãðàôå Γ2

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåðèëè, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â ãëàâå 2 ôîðìóëà äåéñòâè-

òåëüíî äà¼ò ïåðâûé ðàöèîíàëüíûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà, à íå êàêîå-ëèáî åãî

êðàòíîå.

Ðàñ÷¼ò äëÿ 15-âåðøèííîé òðèàíãóëÿöèè CP2

Â [22] àâòîðîì áûëà ïîñòðîåíà 15-âåðøèííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ K15 êîìïëåêñ-

íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè CP2 ñ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ S3 × S4. Ýòà

òðèàíãóëÿöèÿ èíòåðåñíà òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷å-

ñòâó âåðøèí ñðåäè òðèàíãóëÿöèé CP2, âåðøèíû êîòîðûõ äîïóñêàþò ïðà-

âèëüíóþ ðàñêðàñêó â 5 öâåòîâ, à ÷åòûð¼õìåðíûå ñèìïëåêñû�øàõìàòíóþ

ðàñêðàñêó, òî åñòü ðàñêðàñêó â äâà öâåòà: áåëûé è ÷¼ðíûé� òàêóþ, ÷òî ëþ-

áûå äâà ñèìïëåêñà, èìåþùèå îáùóþ ãèïåðãðàíü, îêðàøåíû â ðàçíûå öâå-

òà. (Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òðèàíãóëÿöèé îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé

íàëè÷èå ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ øàõìàòíîé
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ðàñêðàñêè ñèìïëåêñîâ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.)

Êîíñòðóêöèÿ B.14. Ïîñòðîèì 15-âåðøèííûé àáñòðàêòíûé ñèìïëèöè-

àëüíûé êîìïëåêñ K15 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà âåðøèí

êîìïëåêñà K15 íàì áóäåò óäîáíî âçÿòü 15-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

V =
(
V4 \ {e}

)
t
(
{1, 2, 3, 4} × {1, 2, 3}

)
,

ãäå V4 ⊂ S4 � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà. Òàêèì îáðàçîì âåðøèíàìè êîì-

ïëåêñà K15 áóäóò ïåðåñòàíîâêè (12)(34), (13)(24) è (14)(23) è âñåâîçìîæ-

íûå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (a, b), 1 6 a 6 4, 1 6 b 6 3. Ïðè ýòîì ÷åòûð¼õìåð-

íûå ñèìïëåêñû áóäóò íàòÿíóòû íà âñå íàáîðû âåðøèí âèäà

ν, (1, b1), (2, b2), (3, b3), (4, b4), ν ∈ V4 \ {e}, 1 6 ba 6 3, a = 1, 2, 3, 4,

òàêèå, ÷òî bν(a) 6= ba äëÿ âñåõ a = 1, 2, 3, 4, à ñèìïëåêñû ìåíüøèõ ðàçìåð-

íîñòåé íà âñåâîçìîæíûå ïîäíàáîðû íàáîðîâ òàêîãî âèäà.

Â ðàáîòå [22] àâòîðîì äîêàçàíî, ÷òî K15 �êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿ-

öèÿ CP2. Íà ìíîæåñòâå V îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû S4×S3 ïî ôîðìóëàì

(θ,κ) · ν = θνθ−1, (θ,κ) · (a, b) = (θ(a),κ(b)), θ ∈ S4, κ ∈ S3.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äåéñòâèå ïåðåâîäèò ñèìïëåêñû êîìïëåêñà K15 â ñèì-

ïëåêñû êîìïëåêñà K15. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà S4 × S3 äåéñòâóåò àâòî-

ìîðôèçìàìè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K15. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà S4 × S3 èñ÷åðïûâàåò âñå àâòîìîðôèçìû òðèàí-

ãóëÿöèè K15. Ìíîæåñòâî V ðàçáèâàåòñÿ íà äâå (S4 × S3)-îðáèòû: ïåðâàÿ

îðáèòà ñîñòîèò èç 3 âåðøèí (12)(34), (13)(24) è (14)(23); âòîðàÿ � èç 12

âåðøèí (a, b). Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíêè âñåõ âåðøèí êàæäîé èç ýòèõ îðáèò
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Ðèñ. B.3. Ïîäêîìïëåêñ J êîìáèíàòîðíîé ñôåðû N

ïîïàðíî èçîìîðôíû äðóã äðóãó ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè. Çíà÷èò,

p1

[
CP2

]
= 3f(〈link (12)(34)〉) + 12f(〈link (1, 1)〉).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëèíê âåðøèíû (12)(34) èçîìîðôåí äæîéíó äâóõ

ãðàíèö øåñòèóãîëüíèêîâ è, çíà÷èò, îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòà-

öèþ àâòîìîðôèçìîì. Îáîçíà÷èì ëèíê âåðøèíû (1, 1) ÷åðåç N ; òîãäà

p1

[
CP2

]
= 12f(〈N〉). Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü âû÷èñëèòü ïðè ïî-

ìîùè ôîðìóëû èç ãëàâû 2 çíà÷åíèå f(〈N〉) (êîíå÷íî æå, òàê êàê ïåâîå

÷èñëî Ïîíòðÿãèíà CP2 ðàâíî 3 ìû çíàåì, ÷òî â êà÷åñòâå îòâåòà ìû äîëæ-

íû ïîëó÷èòü 1
4).

Êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà N óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì

ñíà÷àëà â òð¼õìåðíîé ñôåðå S3 äâóìåðíûé êîìïëåêñ J , èçîáðàæ¼ííûé

íà ðèñ. B.3; íà ýòîì ðèñóíêå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî åù¼ îäíà âåðøèíà A

íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå; êîìïëåêñ J ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-

íèåì òð¼õ äâóìåðíûõ äèñêîâ, îáùåé ãðàíèöåé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 6-çâåííàÿ
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ëîìàíàÿ, âûäåëåííàÿ òîëñòûìè ëèíèÿìè. Äîïîëíåíèå S3 \ J ñîñòîèò èç

òð¼õ îòêðûòûõ 3-ìåðíûõ øàðîâ: ïåðâûé øàð D1 � âíóòðåííîñòü îêòàýäðà

ñ âåðøèíàìè B, C, 5, 6, 8, 9, âòîðîé øàð D2 ðàñïîëîæåí ¾íàä ïëîñêîñòüþ

ðèñóíêà¿, òðåòèé øàð D3 � ¾ïîä ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà¿. Ïîìåñòèì âåðøè-

íû 1, 2, 3 âíóòðè øàðîâ D1, D2 è D3 ñîîòâåòñòâåííî è òðèàíãóëèðóåì

øàðè D1, D2 è D3 êàê êîíóñû íàä óæå ïîñòðîåííûìè òðèàíãóëÿöèÿìè èõ

ãðàíèö. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ òð¼õìåðíîé ñôåðû, èçî-

ìîðôíóþ êîìáèíàòîðíîé ñôåðå N ; ýòîò èçîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóåò ñëåäó-

þùåé ïåðåíóìåðàöèè âåðøèí: (12)(34)→ A, (13)(24)→ B, (14)(23)→ C,

(a, b)→ 3a+ b− 6.

Ïðîèçâåä¼ì ñ êîìáèíàòîðíîé ñôåðîé N ñëåäóþùèå áèçâåçäíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ β1, β2, . . . , β8:

1) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1C85 è C853 íà ñèìïëåêñû 1385, 135C è 13C8;

2) çàìåíèì ñèìïëåêñû 135C, 395C è 915C íà ñèìïëåêñû 1359 è 139C;

3) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1385, B185 è 3B85 íà ñèìïëåêñû 135B è 138B;

4) çàìåíèì ñèìïëåêñû 138B, 368B è 618B íà ñèìïëåêñû 1386 è 136B;

5) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1B69 è B692 íà ñèìïëåêñû 1269, 129B è 12B6;

6) çàìåíèì ñèìïëåêñû 129B, 259B è 519B íà ñèìïëåêñû 1295 è 125B;

7) çàìåíèì ñèìïëåêñû 1269, C169 è 2C69 íà ñèìïëåêñû 129C è 126C;

8) çàìåíèì ñèìïëåêñû 126C, 286C è 816C íà ñèìïëåêñû 1268 è 128C.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷àåì íå ãðàíè-

öó ñèìïëåêñà. Íàì îäíàêî äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ êîìáèíàòîð-

íàÿ ñôåðà îáëàäàåò îáðàùàþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì, ÷òî ñðàçó

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íàäñòðîéêîé íàä äâóìåðíîé êîìáèíà-

òîðíîé ñôåðîé. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå f(〈N〉) ðàâíî ñóììå âñåõ çíà÷å-
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íèé h(βi,j).

Áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,j, èíäóöèðîâàííûå áèçâ¼çäíûìè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè βi â ëèíêàõ âåðøèí j èçîáðàæåíû íà ðèñ. B.4; òàê æå, êàê

äëÿ 9-âåðøèííîé òðèàíãóëÿöèè CP2, ìû îòáðàñûâàåì ¾õâîñòû¿ èç íåâàæ-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êðîìå òîãî, íå èçîáðàæåíî íåâàæíîå áèçâ¼çäíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå β1,3. Ëèíêè âåðøèí 4 è 7 íå èçìåíÿþòñÿ ïðè áèçâ¼çäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ βi; âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðîâàííûå â ëèíêàõ âåð-

øèí A, B è C, íåâàæíûå. Îòìåòèì, ÷òî êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà N îá-

ëàäàåò ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì, èíäóöèðîâàííûì ïå-

ðåñòàíîâêîé âåðøèí (BC)(23)(47)(59)(68); ýòîò àâòîìîðôèçì ìåíÿåò ìå-

ñòàìè ÷àñòè êîìïëåêñà N èçîáðàæ¼ííûå ïîä è íàä ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà

íà ðèñ. B.3. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ β1, . . . , β4 èçìåíÿþò òîëüêî ïîëî-

âèíó êîìïëåêñà N , ðàñïîëîæåííóþ ïîä ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà, à ïðåîáðà-

çîâàíèÿ β5, . . . , β8 � òîëüêî ïîëîâèíó êîìïëåêñà N , ðàñïîëîæåííóþ íàä

ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà. Ëèíê âåðøèíû 2 íå èçìåíÿåòñÿ ïðè áèçâ¼çäíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ β1, . . . , β4, à ëèíê âåðøèíû 3�ïðè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ β5, . . . , β8; ïðè ýòîì áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,3 è βi+4,2 ýêâè-

âàëåíòíû. Ïîýòîìó ìû íå èçîáðàæàåì íà ðèñ. B.4 ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,2.

Èçîáðàæàÿ íà ðèñ. B.4 áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,3 ìû âñåãäà ïîäðà-

çóìåâàåì, ÷òî ¾íåâèäèìûå ÷àñòè¿ ðèñóíêîâ óñòðîåíû òàê, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ. B.5, à. Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,9 è βi,6

íåâàæíûå ïðè i 6 4, à ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,5 è βi,8 �ïðè i > 4. Ïðè ýòîì

áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ βi,5 è βi+4,9, à òàêæå βi,8 è βi+4,6, ¾âûãëÿäÿò

îäèíàêîâî¿; åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ê ìîìåíòó âûïîë-

íåíèÿ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé βi+4,j, ãäå j = 9 èëè j = 6, ïðåîáðà-
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çîâàíèÿ β1,j, . . . β4,j óæå âûïîëíåíû; ïîýòîìó ¾íåâèäèìûå ÷àñòè¿ ëèíêîâ

âåðøèí 5 è 9, à òàêæå 8 è 6, óñòðîåíû ïî-ðàçíîìó (ñì. ðèñ. B.5, á, â).

Òàêèì îáðàçîì,

f(〈N〉) =
∑

i=3,4,5,7

h(βi,1) + 2
∑
i=2,3,4

h(βi,3) +
∑
i=2,3

(
h(βi,5) + h(βi+4,9)

)
+

+
∑
i=1,3,4

(
h(βi,8) + h(βi+4,6)

)
.

×òîáû âû÷èñëèòü âêëàä áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåðøèíû 1, ìû

èçîáðàçèì êîìáèíàòîðíûå ñôåðû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ëèíêà âåðøèíû 1

ïðè ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êå áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íåñêîëüêè-

ìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè (ñì. ðèñ. B.6). Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòàðíûå öèê-

ëû, èçîáðàæ¼ííûå íà ýòîì ðèñóíêå, çàêëþ÷àåì, ÷òî h(β3,1) = 0 è

h(β4,1) + h(β5,1) = h(β7,1) = 1
30 ; òàêèì îáðàçîì,

∑
i=3,4,5,7

h(βi,1) = 1
15 .

Ðàññìîòðèì 7 ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. B.7, à; íåâè-

äèìûå ÷àñòè êîìáèíàòîðíûõ ñôåð âåçäå òàêèå, êàê íà ðèñ. B.5, à; αi,

i = 1, 2, . . . , 5, � âñïîìîãàòåëüíûå áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âîçüì¼ì

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ çíà÷åíèé êëàññà êîãîìîëîãèé c0 íà ýòèõ öèêëàõ

òàêóþ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè 6 öèêëàõ ðàâíû 1, à êîýôôèöèåíò ïðè öèê-

ëå, ïîìå÷åííîì äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè, ðàâåí 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

2h(β4,3) + 2h(α1) = 2 · 1

420
− 1

210
+ 2 · 11

210
+ 2 · 1

168
=

7

60

Ðàññìàòðèâàÿ öèêë, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. B.7, á, ïîëó÷àåì

h(β2,3) + h(β3,3)− h(α1) = − 1

420

Çíà÷èò,
∑

i=2,3,4

h(βi,3) = 47
840 .
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210

(
2

105

)

Ðèñ. B.8. Âêëàä âåðøèí 5, 6, 8, è 9

Ïðåîáðàçîâàíèå β3,5 ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ −β4,8; ïðåîáðàçîâà-

íèå β7,9 �ïðåîáðàçîâàíèþ −β8,6. Ïîýòîìó, ðàññìîòðèâàÿ äâà öèêëà, èçîá-

ðàæ¼ííûå íà ðèñ. B.8 (îíè îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî íåâèäèìûå ÷àñòè êîìáè-

íàòîðíûõ ñôåð òàêîâû êàê íà ðèñ. B.5, á è â ñîîòâåòñòâåííî), ïîëó÷èì∑
i=2,3

h(βi,5) +
∑
i=1,3,4

h(βi,8) =
11

210
;

∑
i=6,7

h(βi,9) +
∑
i=5,7,8

h(βi,6) =
2

105

Òàêèì îáðàçîì,

f(〈N〉) =
1

15
+ 2 · 47

840
+

11

210
+

2

105
=

1

4
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Ïðèëîæåíèå C

Ïðåäñòàâëåíèÿ m-çíà÷íûõ ãðóïï íà

òðèàíãóëÿöèÿõ ìíîãîîáðàçèé

Â 1971 ãîäó â ðàáîòå Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Ñ.Ï.Íîâèêîâà [7] âîçíèêëà êîí-

ñòðóêöèÿ â òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, â

êîòîðîé ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿëñÿ íà-

áîð (ñ êðàòíîñòÿìè) èç m ýëåìåíòîâ òîãî æå ìíîæåñòâà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ

ïðèâåëà ê ïîíÿòèþ m-çíà÷íîé ãðóïïû. Òåîðèÿ m-çíà÷íûõ ãðóïï ðàçâèâà-

ëàñü â ðàáîòàõ Â.Ì.Áóõøòàáåðà [4], [58] è Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Å. Ã. Ðèñà [9],

[59], [60]. Ñ ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ ãðóïï îäíèìè èç

îñíîâíûõ å¼ ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ å¼ ïðèëîæåíèÿ â òåîðèèm-çíà÷íûõ äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (m-çíà÷íûõ äèíàìèê) [62], è â

ïðèìûêàþùåé ê íåé òåîðèè äåéñòâèé m-çíà÷íûõ ãðóïï íà ãðàôàõ [47].

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê êîíñòðóêöèÿ Ïåööàíà-Ôåððè èñïîëü-

çóåòñÿ â çàäà÷å îá èíòåãðèðóåìîñòè ìíîãîçíà÷íûõ äèíàìèê íà òðèàíãó-

ëÿöèÿõ ìíîãîîáðàçèé ïðè ïîìîùè ìíîãîçíà÷íûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû ýòîãî

ðàçäåëà ïîëó÷åíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Â.Ì. Áóõøòàáåðîì (ñì. [6]).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ÷åðåç (X)m ìû îáîçíà÷èì åãî m-
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óþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ñòðóê-

òóðà m-çíà÷íîé ãðóïïû, åñëè çàäàíû m-çíà÷íàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ

µ : X × X → (X)m, µ(x, y) = x ∗ y, åäèíèöà e ∈ X è îïåðàöèÿ âçÿòèÿ

îáðàòíîãî ýëåìåíòà inv : X → X, óäîâëåòâîðÿþùèå åñòåñòâåííûì îáîáùå-

íèÿì àêñèîì àññîöèàòèâíîé ãðóïïû (ñì. [58]). Äëÿ ëþáûõ ãðóïïû G è åå

êîíå÷íîé ïîäãðóïïû H èç m ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâå äâîéíûõ ñìåæíûõ

êëàññîâ H\G/H ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà áèêîñåòíîé m-çíà÷íîé ãðóïïû ñ

óìíîæåíèåì (Hh1H) ∗ (Hh2H) = [Hh1hh2H, h ∈ H].

Äåéñòâèåì m-çíà÷íîé ãðóïïû X íà ìíîæåñòâå U íàçûâàåòñÿ îòîáðà-

æåíèå X × U → (U)m, (x, u) 7→ x ◦ u, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X,

u ∈ U íàáîðû (x1 ∗ x2) ◦ u è x1 ◦ (x2 ◦ u) èç m2 ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò,

e ◦ u = [u, . . . , u].

Îòîáðàæåíèå T : U → (U)m íàçûâàåòñÿ m-çíà÷íîé äèíàìèêîé íà ìíî-

æåñòâå U . Ãîâîðÿò, ÷òî m-çíà÷íàÿ äèíàìèêà T èíòåãðèðóåìà ïðè ïîìîùè

m-çíà÷íîé ãðóïïû U ñ îäíîé îáðàçóþùåé a, åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèå

ãðóïïû X íà ìíîæåñòâå U , òàêîå ÷òî T (u) = a ◦ u äëÿ ëþáîãî u ∈ U .

Äëÿ ëþáîãî k ñòðóêòóðàm-çíà÷íîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâåX îïðåäåëÿåò

íàX ñòðóêòóðó km-çíà÷íîé ãðóïïû kX, íàçûâàåìîé äèàãîíàëüþ èñõîäíîé

ãðóïïû. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãîíàëüm-çíà÷íîé äèíàìèêè (äåòàëè

ñì. â [58]).

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ ìíîãîçíà÷íûõ äèíàìèê

Â.Ì. Áóõøòàáåð ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü (n + 1)-çíà÷íóþ äèíàìèêó T

íà ìíîæåñòâå U n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ n-ìåðíîãî ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷-

íîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K, êîòîðàÿ êàæäîìó ñèìïëåêñó σ ñîïîñòàâëÿåò

íàáîð âñåõ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, íå ñîâïàäàþùèõ ñ σ è èìåþùèõ ñ σ îá-
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ùóþ ãèïåðãðàíü (ñèìïëåêñ, èìåþùèé ñ σ íåñêîëüêî îáùèõ ãèïåðãðàíåé,

âõîäèò â íàáîð T (σ) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîñòüþ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

K ′ áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëåêñà K è ÷åðåç U ′ ìíîæåñòâî

n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K ′.

Òåîðåìà C.15. Äëÿ ëþáîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ K äèíàìèêà n!T èíòå-

ãðèðóåìà ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé áèêîñåòíîé îäíîïîðîæä¼ííîé (n + 1)!-

çíà÷íîé ãðóïïû X = H\G/H. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ãðóïïû G ìîæåò

áûòü âûáðàíà íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê SU ′ ìíîæå-

ñòâà U ′, à ïîäãðóïïà H èçîìîðôíà ãðóïïå Sn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàäèì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ (n+ 1)!-çíà÷íîé ãðóïïû X.

Êîìïëåêñ K ′ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì ñ âåðøèíà-

ìè, ðàñêðàøåííûìè ïðàâèëüíûì îáðàçîì â öâåòà èç ìíîæåñòâà [n + 1]

(áàðèöåíòð êàæäîãî j-ìåðíîãî ñèìïëåêñà êðàñèì â öâåò j + 1). Êîíñòðóê-

öèÿ Ïåööàíà-Ôåððè ñîïîñòàâëÿåò åìó îäíîðîäíûé ãðàô Γ ñòåïåíè n + 1

íà ìíîæåñòâå âåðøèí U ′; ïóñòü Φ1, . . . ,Φn� çàäàþùèå åãî èíâîëþöèè íà

ìíîæåñòâå U ′. Âîçüìåì â êà÷åñòâå G ïîäãðóïïó ãðóïïû SU ′, ïîðîæäåí-

íóþ èíâîëþöèÿìè Φ1, . . . ,Φn+1; â êà÷åñòâå H �ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ

èíâîëþöèÿìè Φ1, . . . ,Φn. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå C.16. Ïåðåñòàíîâêè Φi óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñî-

îòíîøåíèÿì:

Φ2
i = 1; ΦiΦj = ΦjΦi, |i− j| > 1; ΦiΦi+1Φi = Φi+1ΦiΦi+1, i < n.

Ãðóïïà H èçîìîðôíà ãðóïïå Sn+1.
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Ðàññìîòðèì áèêîñåòíóþ (n+ 1)!-çíà÷íóþ ãðóïïó X = H\G/H ñ îäíîé

îáðàçóþùåé a = HΦnH. Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå U ′ òàê, ÷òî

U ′/H = U . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî äåéñòâèå (n+ 1)!-çíà÷íîé ãðóïïû

X íà ìíîæåñòâå U . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèå èíòåãðèðóåò

(n+ 1)!-çíà÷íóþ äèíàìèêó n!T .

Îáîáùàÿ îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ, Ï.Â. ßãîäîâñêèé è àâòîð [24] äîêà-

çàëè äîâîëüíî ñèëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè m-çíà÷íîé

äèíàìèêè ïðè ïîìîùè îäíîïîðîæä¼ííîé m-çíà÷íîé ãðóïïû, èç êîòîðîãî,

â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå èíòåãðèðóåìîé ÿâëÿ-

åòñÿ ñàìà äèíàìèêà T , à íå òîëüêî å¼ äèàãîíàëü n!T . Ýòîò ðåçóëüòàò íå

âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèþ, òàê êàê îí ïðàêòè÷åñêè íå ñâÿçàí ñ îñíîâíîé

òåìàòèêîé äèññåðòàöèè.
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