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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëà èç çàäà÷è îá
îñîáåííîñòÿõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Çàäà÷à îá èçó-
÷åíèè îñîáåííîñòåé âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè âîñõîäèò ê ðàáîòàì
Ïóàíêàðå ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïåð-
âûì çàìå÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ñòàëà
òåîðåìà Õ. Õîïôà1, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî êëàññè÷åñêèé èíâàðèàíò ìíîãî-
îáðàçèé� ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà � âûðàæàåòñÿ êàê ñóììà èíäåêñîâ îñî-
áûõ òî÷åê êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ èçîëèðîâàííûìè îñîáûìè òî÷-
êàìè. Å. Øòèôåëü2 èçó÷èë öèêëû îñîáåííîñòåé íàáîðîâ èç k êàñàòåëüíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vk îáùåãî ïîëîæåíèÿ; ïîä öèêëîì îñîáåííîñòåé îí
ïîíèìàë ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì âåêòîðíûå ïîëÿ v1, . . . , vk ëèíåéíî çà-
âèñèìû. Òàêèå öèêëû îñîáåííîñòåé ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè
â Z2. Â äàëüíåéøåì èõ èçó÷åíèå áûëî ïðîäîëæåíî Õ. Óèòíè3,4; â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ îíè íîñÿò íàçâàíèå êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè. Íàêîíåö, â 1940õ
ãîäàõ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí5,6,7 ïîñòàâèë è ïîëíîñòüþ ðåøèë ãîðàçäî áîëåå îá-
ùóþ çàäà÷ó î öèêëàõ îñîáåííîñòåé íàáîðîâ âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vk, ðàñ-
ñìîòðåâ öèêëû îñîáåííîñòåé, îïðåäåëÿåìûå íåñêîëüêèìè óñëîâèÿìè âèäà
rank(v1, . . . , vlj) 6 mj. Íàðÿäó ñ öèêëàìè Å. Øòèôåëÿ, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí
ïîëó÷èë òàêèì îáðàçîì íîâûå, öåëî÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû;
äâîéñòâåííûå öåëî÷èñëåííûå êëàññû êîãîìîëîãèé íàçûâàþòñÿ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà.

Äðóãîé, äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷åñêèé, ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé òàêæå ïðèíàäëåæèò Ë.Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèíó8,9: îí ïîêàçàë, ÷òî îïðåäåë¼ííûå ñâ¼ðòêè ñòåïåíåé òåíçîðà êðèâèçíû
Ðèìàíà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè äèôôåðåíöèàëüíû-

1Hopf H., �Uber die algebraische Anzahl von Fixpunkten, Math. Zeitschr., v. 29 (1929), p. 494�524.
2Stiefel E., Richtungsfelder und Fernparallelismus in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, Comment.

Math. Helv., v. 8 (1936), p. 305�353.
3Whitney H., On the Theory of Sphere Bundles, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, v. 26 (1940), �2, p. 148�153.
4Whitney H., Lectures in Topology, University of Michigan Press, Ann Arbor, Mich., 1941, p. 101�141.
5Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû ìíîãîîáðàçèé, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 35, �2 (1942), ñ. 35�39.
6Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû äèôôåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, Ìàòåì. ñá.,

ò. 21(63), �2 (1947), ñ. 233�284.
7Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ , Ìàòåì. ñá., ò. 24(66), �2 (1949), ñ. 129�162.
8Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ÄÀÍ ÑÑÑÐ,

ò. 43, �3 (1944), ñ. 95�98.
9Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû çàìêíóòûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé,

Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì., ò. 13 (1949), �2, ñ. 125�162.
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ìè ôîðìàìè, êëàññû êîòîðûõ â ãðóïïàõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà íå çàâèñÿò îò
âûáîðà ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïîäõîäà, òàêîé äèô-
ôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä äà¼ò òîëüêî âåùåñòâåííûå êëàññû
Ïîíòðÿãèíà, ëåæàùèå â ãðóïïàõ H4i(M ;R). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòè êëàñ-
ñû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, òî åñòü ëåæàò â îáðàçàõ åñòåñòâåííûõ ãîìî-
ìîðôèçìîâ H4i(M ;Q)→ H4i(M ;R); òåì íå ìåíåå, îíè íåñóò ãîðàçäî ìåíü-
øå èíôîðìàöèè, ÷åì öåëî÷èñëåííûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà pi ∈ H4i(M ;Z),
îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç îñîáåííîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé.

Âàæíåéøèì øàãîì â ðàçâèòèè òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ñòà-
ëî îòêðûòèå Â.À. Ðîõëèíûì10 ñâÿçè ìåæäó ÷èñëîì Ïîíòðÿãèíà è ñèãíà-
òóðîé îðèåíòèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî 4-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ:
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Îáîáùåíèåì ýòîé ôîðìóëû äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 4k ÿâëÿåòñÿ
çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Õèðöåáðóõà11
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Çäåñü Lk ∈ Q[p1, p2, . . . , pk]� îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíåé 4k (ãäå
deg pi = 4i) òàêèå, ÷òî
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ãäå σi åñòü i-ûé ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì îò ïåðåìåííûõ tj.
Îïèðàÿñü íà ôîðìóëó Õèðöåáðóõà, Â.À. Ðîõëèí è À.Ñ. Øâàðö12 è, íåçà-

âèñèìî, Ð. Òîì13 äîêàçàëè â êîíöå 1950õ ãîäîâ, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êëàññû
Ïîíòðÿãèíà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êóñî÷íî ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèç-
ìîâ è îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàìíîãî áî-
ëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ñ.Ï. Íîâèêîâà14

î òîïîëîãè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, Äæ. Ìèëíîð è Ì. Êåðâåð ïîñòðîèëè ïðèìåð, ïîêàçûâàþ-
ùèé, ÷òî öåëî÷èñëåííûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà íå ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè
èíâàðèàíòàìè.

10Ðîõëèí Â.À., Âíóòðåííèå ãîìîëîãèè, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, ò. 89 (1953), �5, ñ. 789�792.
11Õèðöåáðóõ Ô., Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, Ì.: Ìèð, 1973.
12Ðîõëèí Â.À., Øâàðö À.Ñ., Î êîìáèíàòîðíîé èíâàðèàíòíîñòè êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ÄÀÍ ÑÑÑÐ,

ò. 114 (1957), �3, ñ. 490�493.
13Thom R., Les classes charact�eristiques de Pontrjagin des vari�et�es triangul�ees, Symposium Internacional

de Topologia Algebraica. Mexico: La Universidad Nacional Autonoma de Mexico y la Unesco, 1958, p. 54�67.
14Íîâèêîâ Ñ.Ï., Î ìíîãîîáðàçèÿõ ñî ñâîáîäíîé àáåëåâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé è èõ ïðèìåíå-

íèÿõ (êëàññû Ïîíòðÿãèíà, ãëàäêîñòè, ìíîãîìåðíûå óçëû), Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì., ò. 30 (1966),
�1, ñ. 71�96.
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Ïîäõîä Ðîõëèíà�Øâàðöà�Òîìà ê îïðåäåëåíèþ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåÿâíûì. Â
ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà âíà÷àëå îïðåäåëÿþòñÿ êëàññû lk(M), â ñëó÷àå ãëàä-
êèõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàþùèå ñ ïîëèíîìàìè Õèðöåáðóõà Lk îò ðàöèî-
íàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, à ïîòîì, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíò
ïðè pk â ïîëèíîìå Lk íåíóëåâîé, ïî íèì âîññòàíàâëèâàþòñÿ êëàññû pk(M).
Ïðè ýòîì êëàññ lk(M) õàðàêòåðèçóåòñÿ (ïðè dimM > 8k + 1) òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî åãî çíà÷åíèÿ íà ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññàõ âñåõ 4k-ìåðíûõ ïîä-
ìíîãîîáðàçèé N ⊂M ñ òðèâèàëüíûìè íîðìàëüíûìè ðàññëîåíèÿìè, ðàâíû
ñèãíàòóðàì ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü
êëàññ lk(M), íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ýëåìåíòû íåêîòîðîãî áàçèñà ãðóï-
ïû H4k(M ;Q) ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ñ òðèâèàëüíûìè íîðìàëüíûìè ðàññëî-
åíèÿìè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ñëåäóåò èç òåîðåìû Ð. Òî-
ìà15, îäíàêî ýòà òåîðåìà íå äà¼ò ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè òàêèõ
ïîäìíîãîîáðàçèé.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à î ïðÿìîì êîìáèíàòîðíîì âû÷èñ-
ëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññîâ
Øòèôåëÿ�Óèòíè àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à èìååò î÷åíü ïðîñòîé îòâåò: â 1940
ãîäó Õ.Óèòíè3 äîêàçàë ãèïîòåçó Å. Øòèôåëÿ2, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî m-ìåðíîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K ñóììà ïî ìîäóëþ 2
âñåõ (m − n)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ïåðâîãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëå-
íèÿ K ′ òðèàíãóëÿöèè K ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, ïðåäñòàâëÿþùèì êëàññ ãîìîëî-
ãèé, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå êëàññó Øòèôåëÿ�Óèòíè wn(K).

Âïåðâûå çàäà÷à î ïðÿìîì êîìáèíàòîðíîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ
êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà âîçíèêëà â ðàáîòàõ À.Ì. Ãàáðèýëîâà, È.Ì. Ãåëüôàíäà
è Ì.Â. Ëîñèêà16,17. Ïîäõîä, ðàçâèòûé â ýòèõ ðàáîòàõ è ïîñëåäóþùèõ ðàáî-
òàõ Ð. ÌàêÔåðñîíà18, À. Ì. Ãàáðèýëîâà19 è È. Ì. Ãåëüôàíäà è Ð. ÌàêÔåð-
ñîíà20, ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîïûòêó ñûìèòèðîâàòü äëÿ òðèàíãó-
ëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé îäèí èç ïåðâîíà÷àëüíûõ ïîäõîäîâ Ë.Ñ. Ïîíò-

15Òîì Ð., Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ¾â öåëîì¿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, Ðàññëîåííûå ïðîñòðàí-
ñòâà. Ì.: ÈË, 1958, ñ. 291�348.

16Ãàáðèýëîâ À.Ì., Ãåëüôàíä È.Ì., Ëîñèê Ì.Â., Êîìáèíàòîðíîå âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êëàññîâ, Ôóíêö. àíàëèç è ïðèë., ò. 9 (1975), �2, ñ. 12�28, �3, ñ. 5�26.

17Ãàáðèýëîâ À.Ì., Ãåëüôàíä È.Ì., Ëîñèê Ì.Â. Ëîêàëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî

êëàññà Ïîíòðÿãèíà, Ôóíêö. àíàëèç è ïðèë., ò. 10 (1976), �1, ñ. 14�17.
18MacPherson R., The combinatorial formula of Gabrielov, Gelfand and Losik for the �rst Pontrjagin

class, S�eminaire Bourbaki No. 497, Lecture Notes in Math., v. 677, Heidelburg: Springer, 1977.
19Ãàáðèýëîâ À.Ì., Êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà è GL-èíâàðèàíòíûå öåïè,

Ôóíêö. àíàëèç è ïðèë., ò. 12 (1978), �2, ñ. 1�7.
20Gelfand I.M., MacPherson R.D., A combinatorial formula for the Pontrjagin classes, Bull. Amer. Math.

Soc., v. 26 (1992), �2, p. 304�309.
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ðÿãèíà ê ïîñòðîåíèþ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ãëàâíûì
íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûé îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿ
ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, èñõîäíûì îáú-
åêòîì â ôîðìóëå Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî êîì-
áèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K, à êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå K ñ çàäàííûì
ñãëàæèâàíèåì. Îñíîâíûì ñðåäñòâîì, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ
ïåðåâîä èíôîðìàöèè î ñãëàæèâàíèè íà êîìáèíàòîðíûé ÿçûê, ÿâëÿþòñÿ
òàê íàçûâàåìûå ïðîñòðàíñòâà êîíôèãóðàöèé. Ïðîñòðàíñòâîì êîíôèãóðà-
öèé ΣL (n− 1)-ìåðíîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ íà ñèìïëåêñàõ âëîæåíèé cone(L) ↪→ Rn, ïðîôàêòîðèçîâàí-
íîå ïî åñòåñòâåííîìó äåéñòâèþ ãðóïïû GL(n,R). Ñãëàæèâàíèå êîìáèíà-
òîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå êàæäîãî ñèìïëåêñà σ
òðèàíãóëÿöèè K òî÷êó ïðîñòðàíñòâà êîíôèãóðàöèé Σlinkσ ëèíêà ñèìïëåê-
ñà σ. Òàêèì îáðàçîì, ñãëàæèâàíèå êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ çàäà¼ò
íàáîð ñîãëàñîâàííûõ îòîáðàæåíèé |σ| → Σlinkσ, ïðîíóìåðîâàííûõ ñèì-
ïëåêñàìè σ òðèàíãóëÿöèè K. Èìåííî êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ òà-
êèì íàáîðîì îòîáðàæåíèé âûñòóïàåò â êà÷åñòâå èñõîäíûõ êîìáèíàòîðíûõ
äàííûõ äëÿ ôîðìóëû Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà.

Ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð óñðåäíåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì âûáîðàì
ëîêàëüíûõ ñãëàæèâàíèé À.Ì. Ãàáðèýëîâ, È.Ì. Ãåëüôàíä è Ì.Â. Ëîñèê17

âñ¼-òàêè ñóìåëè ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà
Ïîíòðÿãèíà, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî ñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿ-
öèè. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, ýòà ôîðìóëà î÷åíü ñëîæíà, òàê êàê òðåáóåò óñðåä-
íåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì òî÷êàì â ïðîñòðàíñòâàõ ΣL äëÿ òð¼õìåðíûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ñôåð L, à âî-âòîðûõ, ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ
òåõ òðèàíãóëÿöèé K, äëÿ êîòîðûõ âñå ïðîñòðàíñòâà êîíôèãóðàöèé ëèíêîâ
ñèìïëåêñîâ íåïóñòû, òî åñòü äëÿ òàê íàçûâàåìûõ áðàóýðîâñêèõ òðèàíãóëÿ-
öèé. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøå 3 ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
îãðàíè÷èòåëüíûì, òî åñòü êëàññ áðàóýðîâñêèõ òðèàíãóëÿöèé ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî óçêèì ïîäêëàññîì â êëàññå âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Òðóäíîñòè â îáîáùåíèè ôîðìóëû Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà äëÿ
ñòàðøèõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñâÿçàíû êàê ðàç ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðî-
ñòðàíñòâ êîíôèãóðàöèé. Äåëî â òîì, ÷òî ñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ ΣL äî-
âîëüíî õîðîøî èçó÷åíî ïðè dimL 6 2: èçâåñòíî, ÷òî ΣL ñòÿãèâàåìî, åñ-
ëè dimL = 1, ëèíåéíî ñâÿçíî è îäíîñâÿçíî, åñëè dimL = 2, � íî ïðè
dimL > 3 î ñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâ ΣL ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íå èçâåñòíî.
È.Ì. Ãåëüôàíä è Ð.ÌàêÔåðñîí20 âìåñòî ïðîñòðàíñòâ êîíôèãóðàöèé èñ-
ïîëüçîâàëè áîëåå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû� òàê íàçûâàåìûå îðèåíòèðî-
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âàííûå ìàòðîèäû. Ýòî ïîçâîëèëî èì ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âñåõ ðàöè-
îíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, îäíàêî â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ýòèõ
ôîðìóë ïî-ïðåæíåìó âûñòóïàþò òðèàíãóëèðîâàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ çà-
äàííûì ñãëàæèâàíèåì, à íå ïðîñòî êîìáèíàòîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, íè îäíà èç ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîòàõ,
íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ïðîèçâîëüíîãî
êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áåç êàêèõ áû òî íè áûëî äîïîëíèòåëüíûõ
ñòðóêòóð.

Äðóãîé, àíàëèòè÷åñêèé, ïîäõîä ê êîìáèíàòîðíîìó âû÷èñëåíèþ êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðåäëîæåííûé Äæ. ×èãå-
ðîì21, îñíîâàí íà êîíñòðóêöèè η-èíâàðèàíòà (4k − 1)-ìåðíîãî ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíàäëåæàùåé Ì. Àòüÿ, Â. Ïàòîäè è È. Çèíãåðó22. Äæ. ×è-
ãåð íàäåëÿåò òðèàíãóëèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ïëîñêîé ìåòðè-
êîé, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà êàæäûé ñèìïëåêñ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé
åâêëèäîâîé ìåòðèêîé íà ïðàâèëüíîì ñèìïëåêñå ñ ðåáðîì 1, è ðàññìàòðè-
âàåò îïåðàòîðû Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâàõ L2-èíòåãðèðóåìûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì íà ëèíêàõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ
L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò âåùåñòâåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîá-
ðàçèÿ ïèøóòñÿ â òåðìèíàõ ñïåêòðîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà. Ôîðìóëû
×èãåðà ïðèìåíèìû äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ; öèêëû, ïî-
ëó÷àåìûå ïðè ïîìîùè ýòèõ ôîðìóë, çàâèñÿò òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî
ñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè. Òåì íå ìåíåå ýòè ôîðìóëû ñòîèò ðàññìàòðèâàòü
ñêîðåå êàê âàæíûå òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùèå îáúåêòû, èìåþùèå òîïîëîãè-
÷åñêóþ è àíàëèòè÷åñêóþ ïðèðîäó, ÷åì êàê ôîðìóëû äëÿ êîìáèíàòîðíîãî
âû÷èñëåíèÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ
Ëàïëàñà òàêæå íåò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ. Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè êîýôôèöèåíòû öèêëîâ, ïîëó÷àå-
ìûõ ïðè ïîìîùè ôîðìóë ×èãåðà, ðàöèîíàëüíûìè. Åùå îäèí ïîäõîä ê çà-
äà÷å êîìáèíàòîðíîãî âû÷èñëåíèÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ðàçâèâàþùèé èäåè
Ì. Ãðîìîâà, ïðåäëîæèë À.Ñ. Ìèùåíêî23: îí ïîñòðîèë ëîêàëüíóþ êîìáèíà-
òîðíóþ ôîðìóëó Õèðöåáðóõà, ÷òî ïîçâîëèëî åìó äàòü ëîêàëüíîå îïðåäåëå-
íèå ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü íà ýòîì ïóòè ÿâíóþ ôîðìóëó, âû÷èñëÿþùóþ õà-

21Cheeger J., Spectral geometry of singular Riemannian spaces, J. Di�erential Geom., v. 18 (1983), �4,
p. 575�657.

22Atiyah M.F., Patodi V.K., Singer I.M., Spectral asymmetry and riemannian geometry, Bull. London
Math. Soc., v. 5 (1973), �2, p. 229�234.

23Ìèùåíêî À.Ñ., Ëîêàëüíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà Õèðöåáðóõà, Òðóäû ÌÈÀÍ, ò. 244 (1999),
ñ. 249�263.

5



ðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë ïî òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîêà íå óäàëîñü.
Â äèññåðòàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ ëî-

êàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, òî
åñòü ôîðìóë âèäà

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=m−4k
f
(
〈linkσ〉

)
σ, (2)

ãäå ÷åðåç 〈L〉 îáîçíà÷åí êëàññ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííîé êîìáèíàòîð-
íîé ñôåðû L è f �ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòè-
ðîâàííûõ (4k−1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, ìåíÿþùàÿ çíàê ïðè îáðà-
ùåíèè îðèåíòàöèè êîìáèíàòîðíîé ñôåðû. Óíèâåðñàëüíîñòü ôîðìóëû (2)
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò îò êîìáèíàòîðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ K è öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì öèêëîì äëÿ ëþáîãî êîìáè-
íàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K. Èçíà÷àëüíî ìîòèâàöèåé äëÿ òàêîãî ïîäõîäà
ïîñëóæèëè ñëåäóþùèå òðè ðåçóëüòàòà.

1. Ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Ãàáðèýëîâà�Ãåëüôàíäà�Ëîñèêà17 äëÿ ïåðâîãî
êëàññà Ïîíòðÿãèíà: â ÷àñòíîì ñëó÷àå áðàóýðîâñêèõ òðèàíãóëÿöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó ñïåöèàëüíîìó óñëîâèþ, îíà äà¼ò öèêë êîðàçìåðíî-
ñòè 4, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå çàâèñèò òîëüêî îò
êëàññà èçîìîðôèçìà åãî ëèíêà.

2. Àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ×èãåðà21 äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò
âåùåñòâåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà èìåþò âèä (2).

3. Ðåçóëüòàò Í. Ëåâèòòà è Ê. Ðóðêà24: äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà
îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþ-
ùàÿ êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K ñèì-
ïëèöèàëüíûé öèêë, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîì ñèìïëåêñå ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì çâåçäû ýòîãî ñèìïëåêñà.
Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ, íå äà-
þùåé íèêàêîé ÿâíîé ôîðìóëû.

Äðóãîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé, ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè öèêëîâ, ïîñòàâëåííàÿ Í. Ñòèíðîäîì â êîíöå 1940-õ
ãîäîâ: ñóùåñòâóþò ëè äëÿ äàííîãî êëàññà ãîìîëîãèé z ∈ Hn(X;Z) òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Nn è
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Nn → X, òàêèå ÷òî f∗[N

n] = z? Êëàññè÷å-
ñêèì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ð.Òîìà15: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = k(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî

24Levitt N., Rourke C., The existence of combinatorial formulae for characteristic classes, Trans. Amer.
Math. Soc., v. 239 (1978), p. 391�397.
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n-ìåðíîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà ãîìîëîãèé z ∈ Hn(X;Z), êëàññ kz ðåàëè-
çóåì â âèäå îáðàçà îðèåíòèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ;
êðîìå òîãî Ð.Òîì äîêàçàë, ÷òî âñå êëàññû ãîìîëîãèé ðàçìåðíîñòåé 6 6
ðåàëèçóåìû è ïîñòðîèë ïåðâûé ïðèìåð 7-ìåðíîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà
ãîìîëîãèé, íå ðåàëèçóåìîãî ïî Ñòèíðîäó. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå
Ìèëíîðà�Íîâèêîâà, êîëüöî êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ ΩU

∗ íå èìååò êðó÷å-
íèÿ. Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò, Ñ.Ï. Íîâèêîâ25 äîêàçàë, ÷òî, åñëè öåëî÷èñëåí-
íûå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X íå èìåþò êðó÷åíèÿ, âñå êëàññû ãîìîëîãèé
ïðîñòðàíñòâà X ðåàëèçóþòñÿ ïî Ñòèíðîäó. Çàäà÷à î ðåàëèçàöèè öèêëîâ
òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î äèôôåðåíöèàëàõ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Àòüÿ�Õèðöåáðóõà â òåîðèè SO∗(·) îðèåíòèðîâàííûõ áîðäèçìîâ. ×ëåí
E2 ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä E2

s,t = Hs(X; ΩSO
t ), à

÷ëåí E∞ ïðèñîåäèí¼í ê ãðàäóèðîâàííîé ãðóïïå SO∗(X) îðèåíòèðîâàííûõ
áîðäèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X. Êëàññ z ∈ Hn(X;Z) = E2

n,0 ðåàëèçóåì îáðà-
çîì ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëîì âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ. Ïîðÿäêè äèôôåðåíöèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Àòüÿ�Õèðöåáðóõà áûëè âû÷èñëåíû Â.Ì.Áóõøòàáåðîì26. Â
ðåçóëüòàòå èì áûëè ïîëó÷åíû ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
îöåíêè ÷èñåë k(n).

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà î ðåàëèçàöèè öèêëîâ, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî áûëè ïîëó÷åíû óêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû, çàêëþ÷àåò-
ñÿ â å¼ ñâåäåíèè ê ãîìîòîïè÷åñêîé çàäà÷å ïðè ïîìîùè òåîðåìû òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè Òîìà è ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé ãîìîòîïè÷åñêîé çàäà÷è
ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â äèññåðòàöèè ìû ïðåäëàãàåì íîâûé,
êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå Ñòèíðîäà, îñíîâàííûé íà ÿâíîì êîì-
áèíàòîðíîì ïîñòðîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ, ðåàëèçóþùåãî ñ íåêîòîðîé êðàòíî-
ñòüþ çàäàííûé êëàññ ãîìîëîãèé. Íåêîòîðûå èäåè íàøåãî ïîäõîäà âîñõî-
äÿò ê ðàáîòå Ä.Ñóëëèâàíà27, â êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïðîáëåìå
Ñòèíðîäà, îñíîâàííûé íà ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèé.

Îòìåòèì, ÷òî Ñ. Áóîíêðèñòèàíî è Ä. Õýêîí28, ðàçâèâàÿ èäåè Ñóëëèâàíà,
ïîëó÷èëè äëÿ òåîðåìû Òîìà î òîì, ÷òî âñÿêèé êëàññ ãîìîëîãèé ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â Z2 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí îáðàçîì ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ãåî-
ìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, íå èñïîëüçóþùåå ðåçóëüòàòîâ àëãåáðàè÷åñêîé

25Íîâèêîâ Ñ.Ï., Ãîìîòîïè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïëåêñîâ Òîìà, Ìàòåì. ñá., ò. 57 (1962), �4, ñ. 407�442.
26Áóõøòàáåð Â.Ì., Ìîäóëè äèôôåðåíöèàëîâ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüñòè Àòüÿ-Õèðöåáðóõà I,

II, Ìàòåì. ñá., ò. 78 (1969), �2, ñ. 307�320; ò. 83 (1970), �1, ñ. 61�76.
27Sullivan D., Singularities in spaces, Proc. of Liverpool Singularities Symposium II, Lecture notes in

Mathematics, v. 209 (1971), p. 196�206.
28Buoncristiano S., Hacon D., An elementary geometric proof of two theorems of Thom, Topology, v. 20,

p. 97�99.
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òîïîëîãèè; òåì íå ìåíåå, èõ äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ãëàäêóþ òåîðåìó
òðàíñâåðñàëüíîñòè è íå äà¼ò ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé êîíñòðóêöèè ðåàëèçó-
þùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè êëàññîâ ãîìîëîãèé îáðàçà-
ìè ñïåöèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, èìåþùèõ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå òîïîëîãè-
÷åñêîå ñòðîåíèå. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðåàëèçàöèè
êëàññîâ ãîìîëîãèé îáðàçàìè ñôåð, òî åñòü çàäà÷à îá îïèñàíèè îáðàçà ãî-
ìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå àíàëîã òåîðåìû
Òîìà î÷åâèäíî íå âåðåí: ñóùåñòâóþò öåëî÷èñëåííûå êëàññû ãîìîëîãèé, äëÿ
êîòîðûõ íèêàêîé êðàòíûé èì êëàññ ãîìîëîãèé íå ëåæèò â îáðàçå ãîìîìîð-
ôèçìà Ãóðåâè÷à. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðåøàåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íà-
áîðàMn ãëàäêèõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåàëèçàöèè ñ
íåêîòîðûìè êðàòíîñòÿìè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ n-ìåðíûõ êëàññîâ ãîìîëîãèé
âñåõ ïðîñòðàíñòâ X. Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ îòíîøåíèåì äîìèíèðîâà-
íèÿ îðèåíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü M è N � îðèåíòè-
ðîâàííûå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ îäíîé ðàçìåðíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî-
îáðàçèåM äîìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå N è ïèøóòM > N , åñëè ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèåM → N íåíóëåâîé ñòåïåíè; ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèåM âèð-
òóàëüíî äîìèíèðóåò ìíîãîîáðàçèå N , åñëè íåêîòîðîå êîíå÷íîëèñòíîå íà-
êðûòèå íàäM äîìèíèðóåò N . ×àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå äîìèíèðîâàíèÿ íà
ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé âîñõî-
äèò ê ðàáîòàì Äæ. Ìèëíîðà è Ó. Ò¼ðñòîíà29 è Ì. Ãðîìîâà30. Î÷åâèäíî, ÷òî
ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ n-ìåðíîé ñôåðû ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â
ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ n-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòè÷íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç òîãî, ÷òî M > N ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ M
íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ N è ãðóïïà π1(M)
îòîáðàæàåòñÿ íà ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà â π1(N), ò. å. ìíîãîîáðà-
çèå M óñòðîåíî ¾íå ïðîùå¿, ÷åì ìíîãîîáðàçèå N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â
ìíîæåñòâå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ n-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé íå ìîæåò áûòü íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà. Â 1989 ãîäó Äæ. Êàðëñîí è
Ä. Òîëåäî31 ïîñòàâèëè çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíî-
ãîîáðàçèé îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ, òî åñòü òàêîãî êëàññà
n-ìåðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå îðèåíòèðî-

29Milnor J.W., Thurston W.P., Characteristic numbers of 3-manifolds, Enseign. Math., v. 23 (1977),
p. 249�254.

30Gromov M., Volume and bounded cohomology, Publ. Math. I.H.E.S., v. 56 (1982), p. 5�99.
31Carlson J.A., Toledo D., Harmonic mapping of K�ahler manifolds to locally symmetric spaces, Publ.

Math. I.H.E.S., v. 69 (1989), p. 173�201.
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âàííîå ìíîãîîáðàçèå äîìèíèðóåòñÿ êàêèì-íèáóäü ìíîãîîáðàçèåì èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî êëàññà. Åñòåñòâåííî, õî÷åòñÿ íàéòè ïî âîçìîæíîñòè áîëåå
óçêèé òàêîé êëàññ. Â ñèëó òåîðåìû Òîìà ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíò-
íà ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å î íàõîæäåíèè êëàññàMn. Ä. Êîòùèê
è Ê. Ë¼õ32 âûñêàçàëè èíòåðåñíóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî
ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìîæíî âçÿòü êëàññ âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé, òî åñòü ìíîãîîáðàçèé, íà êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Â ñëó÷àå n = 2 îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ ëåãêî ïîëíîñòüþ îïèñûâà-
åòñÿ. Ñëó÷àé n = 3 äîâîëüíî õîðîøî èññëåäîâàí (ñì. îáçîð Ñ. Âîíãà33); â
÷àñòíîñòè, Ð. Áðóêñ34 äîêàçàë, ÷òî âñÿêîå îðèåíòèðîâàííîå 3-ìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå äîìèíèðóåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñëó÷àé n > 4 èññëåäîâàí äîâîëü-
íî ïëîõî. Â îñíîâíîì âîïðîñ î íàëè÷èè äîìèíèðîâàíèÿM > N èññëåäîâàë-
ñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà N âûñîêîñâÿçíî è êîãäà N èìååò ðèìàíîâó ìåò-
ðèêó íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû (èëè êóñî÷íî åâêëèäîâó ìåòðèêó íåïîëî-
æèòåëüíîé ïîëèýäðàëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå CAT(0)-ïðîñòðàíñòâ). Ïðè
ýòîì åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ áûëè àëãåáðî-
òîïîëîãè÷åñêèìè, òî âî âòîðîì ðåøàþùóþ ðîëü èãðàëè ãåîìåòðè÷åñêèå
ìåòîäû, îñíîâàííûå, â ÷àñòíîñòè, íà òåîðèÿõ ñèìïëèöèàëüíîãî îáú¼ìà è
ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-
íû ïðàêòè÷åñêè âñå ðåçóëüòàòû áûëè íåãàòèâíûìè: äîêàçûâàëîñü, ÷òî ïðè
îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà M è N ìíîãîîáðàçèå M íå ìîæåò äîìèíèðî-
âàòü ìíîãîîáðàçèå N . Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Ä. Êîòùèêà è Ê. Ë¼õ32, êîòîðûå äëÿ áîëüøîãî
êëàññà ìíîãîîáðàçèé (âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå ðèìàíîâû ìíî-
ãîîáðàçèÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû) äîêàçàëè íåâîçìîæíîñòü èõ äî-
ìèíèðîâàíèÿ íèêàêèì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíûõ
ðàçìåðíîñòåé.

Äî ñèõ ïîð ïî ñóòè åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì ïî çàäà÷å îá îòûñêàíèè
ìàêñèìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ
ïðè n > 4 ÿâëÿëàñü êîíñòðóêöèÿ ãèïåðáîëèçàöèè Ì. Äýâèñà è Ò. ßíóøêå-
âè÷à35. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî ïîëèýäðà P ñòðîèòü àñôå-
ðè÷åñêèé ïîëèýäð P̂ è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P̂ → P , èíäóöèðóþùåå

32Kotschick D., L�oh C., Fundamental classes not representable by products, J. London Math. Soc., v. 79
(2009), p. 545�561.

33Wang S., Non-zero degree maps between 3-manifolds, Proc. of the ICM Beijin 2002, vol. II, p. 457�468,
Higher Education Press, Beijin, 2002.

34Brooks R., On branched coverings of 3-manifolds which �ber over the circle, J. Reine Angew. Math.,
v. 362 (1985), p. 87�101.

35Davis M.W., Januszkiewicz T., Hyperbolization of polyhedra, J. Di�. Geom., v. 34 (1991), �2, p. 347�388.
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ýïèìîðôèçì â ãîìîëîãèÿõ; ïðè ýòîì, åñëè èñõîäíûé ïîëèýäð P ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì, ïîëèýäð P̂ îêàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òîé æå ðàçìåðíî-
ñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ àñôåðè÷åñêèì, åñëè îíî
èìååò òèï K(π, 1), òî åñòü åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî è πi(X) = 0 ïðè i > 1.
Èç êîíñòðóêöèè Äýâèñà�ßíóøêåâè÷à ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå ìàêñè-
ìàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé â ñìûñëå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ìîæíî
âçÿòü êëàññ âñåõ àñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî ýòîò êëàññ ñëèøêîì
îáøèðåí è åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à î åãî óìåíüøåíèè.

Åù¼ îäíîé çàäà÷åé, ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
î ïîñòðîåíèè êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàäàííûì íàáîðîì ëèíêîâ
âåðøèí. Êàæäîé òðèàíãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî ñîïîñòàâëÿòü ðàçëè÷-
íûå õàðàêòåðèçóþùèå åå êîìáèíàòîðíûå äàííûå. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì
òàêèõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ f -âåêòîð (f0, f1, . . . , fn), ãäå ÷åðåç fi îáîçíà÷åíî êî-
ëè÷åñòâî i-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ â òðèàíãóëÿöèè. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ
êîìáèíàòîðíûå äàííûå òåì èëè èíûì îáðàçîì îïèñûâàþò âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ñèìïëåêñîâ. Íåêîòîðûå ôóíêöèè îò êîìáèíàòîðíûõ äàííûõ äàþò
èíâàðèàíòû ìíîãîîáðàçèÿ, íå çàâèñÿùèå îò òðèàíãóëÿöèè. Íàïðèìåð, ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî f -âåêòîð. Ìû
áóäåì ñîïîñòàâëÿòü êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíêîâ åãî âåðøèí.
Èíòåðåñ ê òàêèì êîìáèíàòîðíûì äàííûì îáóñëîâëåí â òîì ÷èñëå òåì, ÷òî
÷èñëà Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî íàáîðó êëàññîâ
èçîìîðôèçìà ëèíêîâ åãî âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, íàøèì îáúåêòîì èçó-
÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå L, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó îðèåíòèðî-
âàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð êëàñ-
ñîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð� ëèíêîâ âåðøèí
ìíîãîîáðàçèÿ K. Èçó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèå L, åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü çàäà÷ó
î åãî îáðàùåíèè:

Äëÿ êàêèõ íàáîðîâ Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòèðîâàííûõ (n− 1)-ìåðíûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ñôåð ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå
ìíîãîîáðàçèå, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì Y1, Y2, . . . , Yk?

Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ â òî-
ïîëîãèè ïðîáëåìû õàðàêòåðèçàöèè íàáîðîâ ëîêàëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ëîêàëüíûå èíâàðèàíòû íåêîòîðîãî ãëîáàëü-
íîãî îáúåêòà. Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû çàäà÷ òàêîãî òèïà � çàäà÷à õàðàêòå-
ðèçàöèè âîçìîæíûõ íàáîðîâ ëîêàëüíûõ âåñîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû Zp ñ èçîëè-
ðîâàííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè íà çàìêíóòîì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîì
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ìíîãîîáðàçèè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Â.Ì. Áóõøòàáåðà è Ñ.Ï. Íîâèêîâà36)
è çàäà÷à î ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó êëàññàìè êîáîðäèçìîâ öèêëîâ, ðåàëèçóþ-
ùèõ êëàññû Ïîíòðÿãèíà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðåøåííàÿ
Â. Ì. Áóõøòàáåðîì è À. Ï. Âåñåëîâûì37.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè óíèâåðñàëüíûõ ëî-
êàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà
êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé è êóñî÷íî ëèíåéíûõ áëî÷íûõ ðàññëîåíèé;
íàõîæäåíèå ÿâíîé ëîêàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ðàöèî-
íàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà; ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå
Ñòèíðîäà î ðåàëèçàöèè öèêëîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
1. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ðàöèîíàëü-

íûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü ôîðìóë
âèäà

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=m−4k
f
(
〈linkσ〉

)
σ,

ãäå f �ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàí-
íûõ (4k − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, íå çàâèñÿùàÿ îò ìíîãîîá-
ðàçèÿ K. Ïîñòðîåíî è èçó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå êîëüöî T∗ îðèåí-
òèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è äâîéñòâåííûé åìó êîöåïíîé êîì-
ïëåêñ T ∗(Q) = Hom(T∗,Q). Äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè f , çàäàþùèå óíè-
âåðñàëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà, ñóòü â òî÷íîñòè êîöèêëû êîìïëåêñà T ∗(Q); ïðè ýòîì ôóíê-
öèÿ f , çàäàþùàÿ óíèâåðñàëüíóþ ëîêàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ëþáîãî îäíî-
ðîäíîãî ïîëèíîìà, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ
êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q).

2. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ
êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìó-
ëà f , ÷òî çàäà÷à î âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïî äàííîé êîìáèíàòîðíîé
ñôåðå L ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

36Áóõøòàáåð Â.Ì., Íîâèêîâ Ñ.Ï., Ôîðìàëüíûå ãðóïïû, ñòåïåííûå ñèñòåìû è îïåðàòîðû Àäàìñà,
Ìàòåì. ñá., ò. 84 (1971), �1, ñ. 81�118.

37Buchstaber V.M., Veselov A.P., On a remarkable functional equation in the theory of generalized Dunkl

operators and transformations of elliptic genera, Math. Z., v. 223 (1996), p. 595�607.
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3. Ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ÿâíîé ëîêàëüíîé êîìáèíàòîðíîé ôîð-
ìóëû äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé.

4. Ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ðîñò çíàìåíàòåëåé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f
äëÿ ïåðâîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà: äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé
óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà è
ëþáîãî l > 12 íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé çíà÷åíèé f(〈L〉),
ãäå L ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ
íå áîëåå, ÷åì l âåðøèíàìè, äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
2, 3, . . . , l− 3. Äîêàçàíî, ÷òî íè äëÿ êàêîãî êðàòíîãî ïåðâîãî êëàññà Ïîíò-
ðÿãèíà íå ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííîé óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íîãî ðàññëîå-
íèÿ ξ íàä êîìïàêòíûì ïîëèýäðîì P ìîãóò áûòü êîìáèíàòîðíî âû÷èñëåíû
â òåðìèíàõ òðèàíãóëÿöèè K òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ) è îòîáðàæåíèÿ
g : P → E(ξ), ãîìîòîïíîãî íóëåâîìó ñå÷åíèþ, òðàíññèìïëèöèàëüíîãî ê
òðèàíãóëÿöèè K è òàêîãî, ÷òî çàìûêàíèÿ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðîîá-
ðàçîâ îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè K ïðè îòîáðàæåíèè g ÿâëÿþòñÿ
êóñî÷íî ëèíåéíûìè øàðàìè.

6. Äëÿ êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P ââåäåíà àáåëåâà ïîëóãðóïïà D(P ) êëàñ-
ñîâ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè. Äàíà êîí-
ñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó êëàññó ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä ïîëèýäðîì P , êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèé
ïîëèýäðà P íà ïðîñòûå êëåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ èíäóöèðó-
åò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì X : I(P ) → D(P ), ãäå I(P )� ãðóïïà êëàñ-
ñîâ ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä P . Äîêàçàíî, ÷òî
îòîáðàæåíèÿ pi : I(P ) → H4i(P ;Q), çàäàâàåìûå ðàöèîíàëüíûìè êëàññà-
ìè Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé, ðàñêëàäûâàþòñÿ â êîìïîçèöèþ ãî-
ìîìîðôèçìà X è åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé D(P ) → H4i(P ;Q), êîòîðûå
åñòåñòâåííî íàçûâàòü ðàöèîíàëüíûìè êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà ðàçáèåíèé íà
ïðîñòûå êëåòêè.

7. Íàéäåíû ÿâíûå êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå ïî íàáîðó îðèåíòèðîâàí-
íûõ (n−1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Y1, Y2, . . . , Yk òàêîìó, ÷òî âåðøèíû
íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ Y1 t . . . t Yk ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñ ëèíêàìè âåð-
øèí â êàæäîé ïàðå èçîìîðôíûìè äðóã äðóãó ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè,
ñòðîèòü îðèåíòèðîâàííîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðà-
çèå Q, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿ-
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þùåãî îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y ′1 , . . . , Y
′
1︸ ︷︷ ︸

q

, Y ′2 , . . . , Y
′
2︸ ︷︷ ︸

q

, . . . , Y ′k , . . . , Y
′
k︸ ︷︷ ︸

q

,

è îðèåíòèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèåK, íàáîð
ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòà-
öèþ èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, . . . , Y1︸ ︷︷ ︸
q

, Y2, . . . , Y2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Yk, . . . , Yk︸ ︷︷ ︸
q

, Z1, Z2, . . . , Zl,−Z1,−Z2, . . . ,−Zl,

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q è íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ
(n − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Z1, Z2, . . . , Zl. Çäåñü −Zi�êîìáèíà-
òîðíàÿ ñôåðà Zi ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé è Y ′i �ïåðâîå áàðèöåíòðè÷å-
ñêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìáèíàòîðíîé ñôåðû Yi.

8. Ïîëó÷åíû ÿâíûå îïèñàíèÿ âñåõ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë
äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

9. Ðåøåíà çàäà÷à î ïðÿìîì êîìáèíàòîðíîì ïîñòðîåíèè îðèåíòèðîâàííî-
ãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðåàëèçóþùåãî ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ çàäàí-
íûé êëàññ öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

10. Ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè êëàññàMn îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ
ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåàëèçàöèè ñ íåêîòî-
ðîé êðàòíîñòüþ ëþáîãî n-ìåðíîãî öåëî÷èñëåííîãî êëàññà ãîìîëîãèé ëþ-
áîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîãî êëàñ-
ñàMn ìîæíî âçÿòü êëàññ âñåõ êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèé íàä ìíîãîîáðà-
çèåì Mn èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ âåùåñòâåí-
íûõ (n+ 1)× (n+ 1)-ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå îðèåíòèðî-
âàííîå çàìêíóòîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå âèðòóàëüíî äîìèíèðóåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèåì Mn.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé, ãåîìåòðè÷åñêîé è êîìáè-
íàòîðíîé òîïîëîãèè, êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ãðàôîâ. Áîëüøîå
çíà÷åíèå èìååò èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ Ó. Ïàõíåðà38 î áèçâ¼çäíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå ðåçóëüòàòà Ê.Òîìåè39

38Pachner U., Konstruktionsmethoden und das kombinatorische Hom�oomorphieproblem f�ur

Triangulationen kompakter semilinearer Mannigfaltigkeiten, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, v. 57
(1987), p. 69�86.

39Tomei C., The topology of the isospectral manifold of tridiagonal matrices, Duke Math. J., v. 51 (1984),
�4, p. 981�996.
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î êëåòî÷íîì ðàçáèåíèè ìíîãîîáðàçèÿ èçîñïåêòðàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
òð¼õäèàãîíàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðå-
çóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, òîïîëîãèè
ìíîãîîáðàçèé, òåîðèè ãîìîëîãèé, êóñî÷íî ëèíåéíîé òîïîëîãèè. Ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ñïåöèàëèñòîâ èç Ìàòåìàòè÷åñêîãî èí-
ñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè èì. Ë.Ä. Ëàí-
äàó ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Íîâîñè-
áèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà, ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï. Ã. Äå-
ìèäîâà, Íåçàâèñèìîãî ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñå-
ìèíàðàx ¾Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ (ðóêîâîäèòåëè
Ñ.Ï.Íîâèêîâ è Â.Ì.Áóõøòàáåð, îòäåë ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ÌÈ ÐÀÍ
è êàôåäðà âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ), ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è å¼ ïðèëîæåíèÿ¿ èì.
Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà (áþðî ñåìèíàðà: Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.Â.×åðíàâñêèé,
È.À.Äûííèêîâ, Ë.À.Àëàíèÿ, Ä.Â.Ìèëëèîíùèêîâ, Ò.Å.Ïàíîâ, êàôåäðà
âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ), ¾Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë¿ (ðóêîâîäèòåëè
Í.Ï.Äîëáèëèí è Í.Ã.Ìîùåâèòèí, êàôåäðà òåîðèè ÷èñåë Ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ), ¾Ãåîìåòðè÷åñêèé ñåìèíàð èì.
À.Ä.Àëåêñàíäðîâà¿ (ðóêîâîäèòåëü Þ.Ä.Áóðàãî, ÏÎÌÈ ÐÀÍ),
¾Ìîñêîâñêî-Ïåòåðáóðãñêèé ñåìèíàð ïî ìàëîìåðíîé ìàòåìàòèêå¿ (ðó-
êîâîäèòåëü Ñ.Â.Äóæèí, ÏÎÌÈ ÐÀÍ), ¾Ñåìèíàð Ñåêòîðà 4.1¿ (ðó-
êîâîäèòåëü Ì.À.Öôàñìàí, ÈÏÏÈ ÐÀÍ), ¾Ãëîáóñ¿ (áþðî ñåìèíà-
ðà: À.À.Áåëàâèí, Â.À.Âàñèëüåâ, Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî, À.Á.Ñîñèíñêèé,
Ì.À.Öôàñìàí, Î.Â.Øâàðöìàí, ÍÌÓ), ¾Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, àë-
ãåáðû Ëè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿ (ðóêîâîäèòåëè Ñ.Ì.Íàòàíçîí,
Î.Â.Øâàðöìàí, Î.Ê.Øåéíìàí, ÍÌÓ), íà çàñåäàíèÿõ Ìîñêîâñêîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (ïðåçèäåíò Â.È.Àðíîëüä), à òàêæå íà ñëåäóþùèõ
ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:
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1. ¾Geometry, Topology and Combinatorics¿, ã. Ñòîêãîëüì, Øâåöèÿ, 2�6
èþëÿ 2004 ãîäà.

2. ¾Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ ìíî-
æåñòâ¿, ïîñâÿù¼ííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Â. Êåëäûø, ã. Ìîñêâà,
24�26 àâãóñòà 2004 ãîäà.

3. ¾International Conference on Toric Topology¿, ã. Îñàêà, ßïîíèÿ, 29 ìàÿ �
3 èþíÿ 2006 ãîäà.

4. ¾Íîâèêîâñêèé äåíü¿, ïîñâÿù¼ííàÿ 70-ëåòèþ Ñ.Ï. Íîâèêîâà,
ã. Ìîñêâà, 3 èþíÿ 2008 ãîäà.

5. ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ¿, ïîñâÿù¼ííàÿ 100-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ã. Ìîñêâà, 17�22 èþíÿ 2008 ãîäà.

6. ¾New Horizons in Toric Topology¿, ã. Ìàí÷åñòåð, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 7�11
èþëÿ 2008 ãîäà.

7. ¾Seventieth Meeting of the Transpennine Topology Triangle and Toric
Topology¿, ã. Ìàí÷åñòåð, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2�3 íîÿáðÿ 2009 ãîäà.

8. ¾International Conference on Topology and its Applications¿, ã. Íàôïàê-
òîñ, Ãðåöèÿ, 26�30 èþíÿ 2010 ãîäà.

9. ¾Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë, ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿ-
ù¼ííàÿ 120-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Í. Äåëîíå, ã. Ìîñêâà, 16�20 àâãóñòà
2010 ãîäà.

Çà îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àâòîðó áûëà ïðèñâîåíà ïåðâàÿ ïðåìèÿ
êîíêóðñà èì. À. Ì¼áèóñà (2005 ã.); íà îñíîâå îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáî-
òû áûëè ðàçðàáîòàíû èññëåäîâàòåëüñêèå ïðîåêòû, ïîääåðæàííûå ãðàíòîì
Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-4220.2009.1 è ïðåìèåé ôîíäà ¾Äèíàñòèÿ¿ (2009 ã.).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 10 ðàáîòàõ, ñïèñîê êî-
òîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1�10].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èçëîæåíà íà 341 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
ïÿòè ãëàâ è òð¼õ ïðèëîæåíèé. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 132 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîáëåì,
ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðà-
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áîòû è ñïèñîê îñíîâíûõ ñîãëàøåíèé è îáîçíà÷åíèé.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 1

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ òåîðèè óíèâåðñàëüíûõ ëî-
êàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìîâ îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Â ðàçäåëå 1.1 ìû ñòðîèì è èçó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå êîëüöî îðèåí-
òèðîâàííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. Äëÿ êàæäîãî n > 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn
àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ êëàññàìè èçîìîðôèçìà 〈L〉 îðèåíòèðîâàí-
íûõ (n− 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð è ñîîòíîøåíèÿìè 〈−L〉 = −〈L〉,
ãäå −L�êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà L ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé; ïîëàãàåì,
T0 = Z. Ïðÿìàÿ ñóììà

T∗ =
∞⊕
n=0

Tn

ÿâëÿåòñÿ ñóïåðêîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì äèôôåðåíöèàëüíûì ãðàäó-
èðîâàííûì êîëüöîì (ñ ïîíèæàþùèì îðèåíòàöèþ äèôôåðåíöèàëîì) îòíî-
ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ

〈L1〉〈L2〉 = 〈L1 ∗ L2〉,
ãäå L1 ∗ L2�äæîéí êîìáèíàòîðíûõ ñôåð L1 è L2, è äèôôåðåíöèàëà

∂〈L〉 =
∑

v∈V (L)

〈link v〉,

ãäå V (L)�ìíîæåñòâî âåðøèí êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L è ëèíêè âåðøèí
íàäåëÿþòñÿ îðèåíòàöèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè îðèåíòàöèåé L.

Êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ K ìû ìî-
æåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ãðóïïû Tn�ôîðìàëüíóþ ñóììó
êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíêîâ âåðøèí êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K.
Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ äî àääèòèâíîãî ãî-
ìîìîðôèçìà ∂∗ : ΩSPL

∗ → Hn(T∗), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñ
òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2. Çäåñü è äàëåå ΩSPL

∗ �êîëüöî êîáîðäèç-
ìîâ îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 1. ßäðî è êîÿäðî ãîìîìîðôèçìà ∂∗ : ΩSPL
∗ → H∗(T∗) ÿâëÿþòñÿ

ãðóïïàìè êðó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì

∂∗ ⊗Q : ΩSPL
∗ ⊗Q→ H∗(T∗)⊗Q

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.

16



Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â ãëàâå 4 äèññåðòàöèè. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì êîëüöà ΩSO

∗ êîáîðäèçìîâ îðèåíòèðîâàííûõ
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé â êîëüöî ΩSPL

∗ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì êîëåö

ΩSPL
∗ ⊗Q ∼= ΩSO

∗ ⊗Q ∼= Q
[
[CP2], [CP4], [CP6], . . .

]
.

Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 1.1 èññëåäóåòñÿ îïåðàòîð áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîä-
ðàçäåëåíèÿ β : T∗ → T∗, 〈L〉 7→ 〈L′〉, ãäå L′� áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäå-
ëåíèå êîìáèíàòîðíîé ñôåðû L.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 îïåðàòîð β ÿâëÿåò-
ñÿ ãîìîìîðôèçìîì äèôôåðåíöèàëüíûõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö, öåïíî ãîìî-
òîïíûì òîæäåñòâåííîìó.

Â ðàçäåëå 1.2 èçó÷àåòñÿ êîöåïíîé êîìïëåêñ T ∗(Q) = Hom(T∗,Q) ñ äèô-
ôåðåíöèàëîì

(δf)
(
〈L〉
)

= (−1)n
∑

v∈V (L)

f
(
〈link v〉

)
, (3)

Ïóñòü f ∈ T n(Q) è K � m-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå. Îïðåäå-
ëèì (m− n)-ìåðíóþ ñèìïëèöèàëüíóþ öåïü f](K) ïî ôîðìóëå

f](K) =
∑

σ∈K,dimσ=m−n
f
(
〈linkσ〉

)
σ. (4)

(Åñëè ìíîãîîáðàçèå K íåîðèåíòèðóåìî, ýòó öåïü íóæíî ïîíèìàòü êàê êî-
îðèåíòèðîâàííóþ.)

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f ∈ T n(Q) íàçûâàåòñÿ (óíèâåðñàëüíîé) ëîêàëü-
íîé ôîðìóëîé äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà F ∈ Q[p1, p2, . . .] ñòåïåíè n, åñëè
äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K öåïü f](K)
ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, êëàññ ãîìîëîãèé êîòîðîãî äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå êëàññó
F
(
p1(K), p2(K), . . .

)
.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ èçîìîðôèçì

δ∗ : H∗(T ∗(Q))→ Q[p1, p2, . . .], (5)

ñîïðÿæ¼ííûé èçîìîðôèçìó ∂∗ ⊗Q.

Òåîðåìà 4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ f ∈ T n(Q) ýêâèâàëåíòíû:
1) öåïü f](K) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëÿ ëþáîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ K;
2) f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q), òî åñòü δf = 0;
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3) f ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ íåêîòîðîãî îä-
íîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

Ïðè ýòîì åñëè f � êîöèêë êîìïëåêñà T ∗(Q), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ
êîãîìîëîãèé ψ, è δ∗(ψ) = F , òî f � óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà
äëÿ ïîëèíîìà F îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Òàêèì îáðàçîì,
óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà îò
ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîãðàíèöû êîìïëåêñà T ∗(Q).

×àñòü òåîðåìû 4, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà
îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëü-
íàÿ ôîðìóëà, ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû Ëåâèòòà�Ðóðêà24.

Â ðàçäåëå 1.3 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà F
îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ñòåïåíè 4k ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëü-
íàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà f ∈ T 4k(Q) òàêàÿ, ÷òî çàäà÷à î âû÷èñëåíèè çíà÷å-
íèÿ f(〈L〉) ïî çàäàííîé êîìáèíàòîðíîé ñôåðå L ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè
ðàçðåøèìîé.

Àíàëîãè òåîðåìû 1 èìåþò ìåñòî äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé, äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Â ðàç-
äåëå 1.4 ôîðìóëèðóåòñÿ íàèáîëåå îáùèé àíàëîã òåîðåìû 1. Ïóñòü C�
êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

1) Íóëüìåðíûå ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó C, ñóòü â
òî÷íîñòè âñå íóëüìåðíûå ñôåðû; âñå ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíîé
ðàçìåðíîñòè, ëåæàùèå â êëàññå C, ñâÿçíû è íîðìàëüíû.

2) Åñëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y ïðèíàäëåæèò êëàññó C, òî ëþáîå ïñåâ-
äîìíîãîîáðàçèå, êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèþ Y ñ
ñîõðàíåíèåì èëè ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè, òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

3) Åñëè n-ìåðíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y ïðèíàäëåæèò êëàññó C è σ�
ñèìïëåêñ ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Y , òàêîé ÷òî dimσ < n, òî ïñåâäîìíîãîîá-
ðàçèå linkσ ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

4) Åñëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Y ïðèíàäëåæèò êëàññó C, òî íåïðèâåä¼ííàÿ
íàäñòðîéêà ΣY òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

Èñïîëüçóÿ âìåñòî êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ èç êëàñ-
ñà C, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àíàëîã T C

∗ öåïíîãî êîìïëåêñà T∗; öåïíîé êîì-
ïëåêñ T C

∗ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, åñëè êëàññ C äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

5) Åñëè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Y1 è Y2 ïðèíàäëåæàò êëàññó C, òî èõ äæîéí
Y1 ∗ Y2 òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó C.
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Ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C íàçûâàåòñÿ ïñåâäîìíîãîîá-
ðàçèå, ëèíêè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò êëàññó C. Â ðàçäåëå 1.4
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà C, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 1)�4) ââîäèò-
ñÿ ãðàäóèðîâàííàÿ ãðóïïà ΩC

∗ êîáîðäèçìîâ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðà-
çèé ñ îñîáåííîñòÿìè èç êëàññà C, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, åñëè êëàññ C
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 5). Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî àíàëîãà òåîðåìû 1
òàêæå îòêëàäûâàåòñÿ äî ãëàâû 4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü C� êëàññ ïñåâäîìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì 1)�4). Òîãäà èìååòñÿ èçîìîðôèçì ãðàäóèðîâàííûõ ãðóïï

∂∗ ⊗Q : ΩC
∗ ⊗Q→ H∗

(
T C
∗
)
⊗Q.

Åñëè êëàññ C äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 5), èçîìîðôèçì
∂∗ ⊗Q ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.

Ðàññìàòðèâàÿ èçîìîðôèçì (5), åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, êàê
îïèñàòü êàêèì-ëèáî ÿâíûì êîìáèíàòîðíûì ñïîñîáîì óìíîæåíèå, âîçíèêà-
þùåå â êîãîìîëîãèÿõ êîìïëåêñà T ∗(Q). Â ðàçäåëå 1.5 êîìáèíàòîðíî îïðå-
äåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîöèêëîâ êîìïëåêñà T ∗(Q), êîòîðàÿ èíäóöè-
ðóåò èñêîìîå óìíîæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà îïåðàöèÿ óìíî-
æåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè áèëèíåéíîé, íè àññîöèàòèâíîé, íè êîììóòàòèâíîé,
íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Ëåéáíèöà è, ïî-âèäèìîìó, íå èìååò åñòåñòâåí-
íîãî ïðîäîëæåíèÿ íà âåñü êîìïëåêñ T ∗(Q). ßâíîå ïîñòðîåíèå äàæå òàêîãî
íå î÷åíü õîðîøåãî óìíîæåíèÿ êîöèêëîâ êîìïëåêñà T ∗(Q) ñðàçó äàåò íàì
âîçìîæíîñòü ïî èçâåñòíûì ëîêàëüíûì ôîðìóëàì äëÿ äâóõ ïîëèíîìîâ îò
ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîèòü ÿâíî ëîêàëüíóþ ôîðìóëó
äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ïîëèíîìîâ.

Êîãäà ìû õîòèì ïî ëîêàëüíûì ôîðìóëàì äëÿ äâóõ ïîëèíîìîâ îò êëàñ-
ñîâ Ïîíòðÿãèíà ïîñòðîèòü ëîêàëüíóþ ôîðìóëó äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ, íàì
óäîáíåå ðàáîòàòü ñ êîöèêëàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ïîëèíîìû îò êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà, à íå ñ öèêëàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè äâîéñòâåííûå êëàññû ãî-
ìîëîãèé. Âïåðâûå ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ êîöèêëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, ðàññìàòðèâàëèñü Í. Ëåâèòòîì è Ê. Ðóðêîì24.
Ïðè ýòîì îíè ðàññìàòðèâàëè ñèìïëèöèàëüíûå êîöèêëû â ïåðâîì áàðè-
öåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè äàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íàì
óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ áàðèöåíòðè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì, à ñ êàíîíè÷åñêèì
êóáè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ðàçäåëå 1.5
îïðåäåëÿåòñÿ êîöåïíîé êîìïëåêñW∗(Q), ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì êîìïëåêñà
T ∗(Q) â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè. Â êîìïëåêñå W∗(Q) ââîäèòñÿ àññîöè-
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àòèâíîå óìíîæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ôîðìóëå Ëåéáíèöà. Îñíîâíûì ðå-
çóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçì H∗(T ∗(Q)) ∼= H∗(W∗(Q)),
äàþùèé âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü óìíîæåíèå â êîìïëåêñåW∗(Q) äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ èñêîìîãî óìíîæåíèÿ êîöèêëîâ êîìïëåêñà T ∗(Q).

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ÿâíîé êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû äëÿ ïåð-
âîãî ðàöèîíàëüíîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà. Íàø ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû èñêàòü öèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïåð-
âîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà äàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K, â âèäå
óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû (4). Çäåñü n = 4, çíà÷èò, f �ðàöèî-
íàëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðî-
âàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð. ×òîáû îïèñàòü ÿâíî òàêóþ ôóíê-
öèþ f , íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ¾ïåðåìåùàòüñÿ¿ ïî
ìíîæåñòâó êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíàòîð-
íûõ ñôåð. Äëÿ ýòîé öåëè ìû èñïîëüçóåì òàê íàçûâàåìûå áèçâ¼çäíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ó. Ïàõíåðà38,
ëþáûå äâà êóñî÷íî ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèÿ
ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé è èçîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ 3-ìåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñôåðà
ïåðåâîäèòñÿ â ãðàíèöó 4-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áèçâ¼çä-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èçîìîðôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû
çàäàòü ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ
3-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, íàì äîñòàòî÷íî îïèñàòü, êàê å¼ çíà÷åíèå
èçìåíÿåòñÿ ïðè áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç óðàâ-
íåíèÿ δf = 0, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî
êëàññà Ïîíòðÿãèíà, ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèå çíà÷åíèÿ f(〈L〉) ïðè áèçâ¼çä-
íîì ïðåîáðàçîâàíèè β ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëîêàëüíûõ âêëàäîâ h(〈βv〉), çàâè-
ñÿùèõ òîëüêî îò áèçâ¼çäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé βv, èíäóöèðîâàííûõ ïðåîáðà-
çîâàíèåì β â ëèíêàõ âåðøèí ñôåðû L. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ êî-
öèêëîì, ïðåäñòàâëÿþùèì íåêîòîðûé êîíêðåòíûé êëàññ îäíîìåðíûõ êîãî-
ìîëîãèé c0 ãðàôà Γ2, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû èçîìîðôèçìà
îðèåíòèðîâàííûõ 2-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, à ð¼áðàìè� áèçâ¼çäíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ; ìû ÿâíî âû÷èñëÿåì êëàññ êîãîìîëîãèé c0. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷àåì ÿâíóþ ëîêàëüíóþ êîìáèíàòîðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïåðâîãî êëàñ-
ñà Ïîíòðÿãèíà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ëþáîìó êîìáèíàòîðíîìó
ìíîãîîáðàçèþ áåç êàêèõ áû òî íè áûëî äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð.
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Ãëàâà 2 îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ î áèçâ¼çäíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ, äëÿ êàæäîãî n ñòðîèòñÿ ãðàô Γn, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ êëàññû èçîìîðôèçìà îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ
ñôåð, à ð¼áðàìè� áèçâ¼çäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àáåëåâû
ãðóïïû ýêâèâàðèàíòíûõ êëåòî÷íûõ êîöåïåé Cj,n = Cj

Z2
(Γn−1;Q), ãäå ãðóï-

ïà Z2 äåéñòâóåò íà ãðàôå Γn−1 îáðàùåíèåì îðèåíòàöèé êîìáèíàòîðíûõ
ñôåð è Q� ãðóïïà Q, íàäåë¼ííàÿ ñòðóêòóðîé Z2-ìîäóëÿ òàêîé, ÷òî îáðà-
çóþùàÿ ãðóïïû Z2 äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà −1. Íà áèãðàäóèðîâàííîé
ãðóïïå C∗,∗ ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà áèãðàäóèðîâàííîãî êîöåïíîãî êîìïëåêñà ñ
äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè äèôôåðåíöèàëàìè: ïîâûøàþùèì ïåðâóþ ãðàäó-
èðîâêó äèôôåðåíöèàëîì d ýêâèâàðèàíòíûõ êëåòî÷íûõ êîöåïíûõ êîìïëåê-
ñîâ ãðàôîâ Γn è ïîâûøàþùèì âòîðóþ ãðàäóèðîâêó äèôôåðåíöèàëîì δ,
èíäóöèðîâàííûì îïåðàöèåé âçÿòèÿ ôîðìàëüíîé ñóììû ëèíêîâ êîìáèíà-
òîðíîé ñôåðû. Ïðè ýòîì ïåðâûé ñòîëáåö C0,∗ ââåä¼ííîãî áèêîìïëåêñà êà-
íîíè÷åñêè èçîìîðôåí êîöåïíîìó êîìïëåêñó T ∗(Q). Êðîìå òîãî, ñòðîèòñÿ
öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ s ìåæäó öåïíûìè îòîáðàæåíèÿìè d è 0 êîöåïíîãî êîì-
ïëåêñà (C0,∗, δ) â êîöåïíîé êîìïëåêñ (C1,∗, δ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãîìîìîð-
ôèçì

s : T 4(Q) = C0,4 → C1,3 = C1
Z2

(Γ2;Q)

îòîáðàæàåò ïîäãðóïïó ker δ ⊂ T 4(Q), ñîñòîÿùóþ èç óíèâåðñàëüíûõ ëî-
êàëüíûõ ôîðìóë äëÿ êëàññîâ, êðàòíûõ ïåðâîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíà, èçî-
ìîðôíî íà ïîäãðóïïó ãðóïïû C1

Z2
(Γ2;Q), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ êîöèêëîâ,

êëàññû ãîìîëîãèé êîòîðûõ ëåæàò â ÿäðå N ãîìîìîðôèçìà

δ∗ : H1
Z2

(Γ2;Q)→ H1
Z2

(Γ3;Q),

èíäóöèðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëîì δ; ïðè ýòîì îáðàòíûé ê s èçîìîðôèçì
ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì d−1δ. Òàêèì îáðàçîì, ÿâíîå îïèñàíèå óíèâåð-
ñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîðìóë äëÿ êëàññîâ, êðàòíûõ ïåðâîìó êëàññó Ïîíò-
ðÿãèíà ñâîäèòñÿ ê ÿâíîìó âû÷èñëåíèþ ãðóïïû N .

Â ðàçäåëàõ 2.2 è 2.3 èçó÷àþòñÿ öèêëû â ãðàôå Γ2. Â ðàçäåëå 2.2 ñòðî-
ÿòñÿ íåñêîëüêî ñåìåéñòâ öèêëîâ â ãðàôå Γ2, êîòîðûå óäîáíî íàçûâàòü ýëå-
ìåíòàðíûìè öèêëàìè, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé öèêë â ãðàôå Γ2 ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ. Â ðàçäåëå 2.3 ïðè-
âîäèòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîãî
öèêëà â ãðàôå Γ2 â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ. ßâíîå îïè-
ñàíèå ãðóïïû N äà¼òñÿ â ðàçäåëå 2.5: ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Q, ïîðîæä¼ííûì êëàññîì êîãîìîëîãèé
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c0 ∈ H1
Z2

(Γ2;Q), äëÿ êîòîðîãî ÿâíî óêàçûâàþòñÿ åãî çíà÷åíèÿ íà âñåõ ýëå-
ìåíòàðíûõ öèêëàõ.

Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ÿâíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàñ-
ñà Ïîíòðÿãèíà ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 2.4. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü
â ðàçâèòîì ïîäõîäå èãðàåò ëîêàëüíîñòü ôîðìóëû, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îêîí-
÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü óïðîùåíà, åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ
ëîêàëüíîñòè. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé óïðîù¼ííîé ôîðìóëå ñèìïëè-
öèàëüíîãî öèêëà Z, ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ ãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî
Ïóàíêàðå ïåðâîìó ðàöèîíàëüíîìó êëàññó Ïîíòðÿãèíàm-ìåðíîãî êîìáèíà-
òîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K, èìååò ñëåäóþùèé âèä.

1. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K êîðàçìåðíîñòè 3 èëè 4 íàéäåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áèçâåçäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

linkσ = L
(σ)
1

β
(σ)
1 L

(σ)
2

β
(σ)
2 . . .

β
(σ)
k(σ)
 L

(σ)
k(σ)+1

∼= ∂∆codimσ. (6)

2. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K êîðàçìåðíîñòè 4 âûáåðåì êàêóþ-
íèáóäü êîîðèåíòàöèþ, ò. å. îðèåíòàöèþ åãî ëèíêà; ñíàáäèì âñå ñèìïëåê-
ñû τ ∈ K êîðàçìåðíîñòè 3, ñîäåðæàùèå σ, òàêèìè êîîðèåíòàöèÿìè, ÷òîáû
êîýôôèöèåíò èíöèäåíòíîñòè ñèìïëåêñîâ σ è τ áûë ðàâåí +1; ïîëîæèì

ζσ =

k(σ)∑
j=1

∑
v

{(
β
(σ)
j

)
v

}
−

∑
τ∈K, τ⊃σ,
codim τ=3

k(τ)∑
j=1

{
β
(τ)
j

}
,

ãäå â ïåðâîì ñëàãàåìîì âíóòðåííÿÿ ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì âåðøèíàì v,

¾âîâëå÷¼ííûì¿ â áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå β
(σ)
j è ÷åðåç

(
β
(σ)
j

)
v
îáîçíà-

÷åíî èíäóöèðîâàííîå áèçâ¼çäíîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíêà âåðøèíû v. Òîãäà
ζσ �öèêë â ãðàôå Γ2.

3. Ïðåäñòàâèâ öèêë ζσ â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ, âû÷èñëèì
çíà÷åíèå rσ = c0(ζσ). Òîãäà èñêîìûé öèêë çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

Z =
∑

σ∈K, codimσ=4

rσσ.

Îòìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 ñëåäóåò ëèøü, ÷òî âûïèñàííàÿ ÿâ-
íàÿ ôîðìóëà äà¼ò ïåðâûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà íåêîòîðóþ óíèâåðñàëüíóþ (òî åñòü íå çàâèñÿùóþ îò ìíîãîîáðàçèÿ K)
êîíñòàíòó. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòà êîíñòàíòà â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíà 1,
íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèÿ ïî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå äëÿ íåêîòîðî-
ãî êîíêðåòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ èçâåñòíûì íåíóëåâûì êëàññîì Ïîíòðÿãèíà.
Òàêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ CP2 âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå B.
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Â îòëè÷èå îò ñòàðøèõ öåëî÷èñëåííûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà, ïåðâûé öåëî-
÷èñëåííûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà êîìáèíàòîðíî èíâàðèàíòåí. Ïîýòîìó èìååò
ñìûñë çàäà÷à î åãî âû÷èñëåíèè â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ. Ê íàñòîÿùå-
ìó âðåìåíè ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà: âñå èçâåñòíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìó-
ëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà äàþò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå öèêëû. Â
ðàçäåëå 2.6 ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå ìîæåò áûòü íàéäåíî â
âèäå óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû (4), òàê êàê çíàìåíàòåëè çíà÷å-
íèé ëþáîé ëîêàëüíîé ôîðìóëû f ∈ T 4(Q) äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà
íåîãðàíè÷åíû. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà: ïóñòü f ∈ T 4(Q)�ëîêàëüíàÿ
ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà; òîãäà äëÿ ëþáîãî l > 12 íàèìåíü-
øåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé çíà÷åíèé f(〈L〉), ãäå L ïðîáåãàåò ìíîæå-
ñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ 3-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð ñ íå áîëåå, ÷åì l
âåðøèíàìè, äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 2, 3, . . . , l − 3.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîëó÷åííûõ â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ
ðåçóëüòàòîâ î êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóëàõ äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ìíîãî-
îáðàçèé íà çàäà÷ó î êîìáèíàòîðíîì âû÷èñëåíèè ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ
Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðàöèîíàëüíûå êëàñ-
ñû Ïîíòðÿãèíà q-ìåðíîãî áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êëåòî÷íûì ðàçáèå-
íèåì Z êîìïàêòíîãî ïîëèýäðà P ìîãóò áûòü êîìáèíàòîðíî âû÷èñëåíû â
òåðìèíàõ ïàðû (K, g), ãäå K � êóñî÷íî ëèíåéíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ òîòàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà E(ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ íà áëîêè,
g : P → E(ξ) � êóñî÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

1) îáðàç êàæäîé êëåòêè σi ðàçáèåíèÿ Z ïðè îòîáðàæåíèè g ñîäåðæèòñÿ
â áëîêå βi íàä íåé;

2) îòîáðàæåíèå g òðàíññèìïëèöèàëüíî òðèàíãóëÿöèè K;
3) äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà τ òðèàíãóëÿöèè K çàìûêàíèå êàæäîé êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà g−1
( ◦
τ
)
åñòü êóñî÷íî ëèíåéíûé øàð ðàçìåð-

íîñòè dim τ − q; çäåñü ◦
τ � îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà τ .

Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ g−1
( ◦
τ
)
îá-

ðàçóþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P , êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç g!K. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êëåòêà Q ðàçáèåíèÿ g!K èìååò ñòðóêòóðó
êóñî÷íî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, âñå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
êóñî÷íî ëèíåéíûìè øàðàìè. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè ìû áóäåì íà-
çûâàòü êâàçèïðîñòûìè êëåòêàìè; êâàçèïðîñòàÿ êëåòêà íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòîé êëåòêîé, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà å¼ ãðàíåé ëèáî ïóñòî, ëè-
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áî ñíîâà ÿâëÿåòñÿ å¼ ãðàíüþ. Ïðîñòûå è êâàçèïðîñòûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ
åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ïðîñòûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Äåéñòâè-
òåëüíî, êàæäîé òðèàíãóëÿöèè ñôåðû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â
âèäå ãðàíèöû âûïóêëîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà, ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü äâîéñòâåííûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðîèç-
âîëüíàÿ n-ìåðíàÿ ïðîñòàÿ êëåòêà äâîéñòâåíà íåêîòîðîé êóñî÷íî ëèíåéíîé
òðèàíãóëÿöèè (n − 1)-ìåðíîé ñôåðû, à ïðîèçâîëüíàÿ n-ìåðíàÿ êâàçèïðî-
ñòàÿ êëåòêà � ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîìó ðàçáèåíèþ (n−1)-ìåðíîé ñôåðû,
òî åñòü ðàçáèåíèþ íà ñèìïëåêñû, â êîòîðîì äâà ñèìïëåêñà ìîãóò èìåòü
íåñêîëüêî îáùèõ ãðàíåé. Äëÿ êàæäîé êâàçèïðîñòîé êëåòêè Q ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü äâîéñòâåííîå åé ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ñôåðû
÷åðåç LQ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 3 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàöèîíàëü-
íûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íîãî ðàññëîåíèÿ ξ ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû
ïî êîìáèíàòîðíîìó ñòðîåíèþ ðàçáèåíèÿ g!K ïîëèýäðà P íà êâàçèïðîñòûå
êëåòêè.

Â ãðàäóèðîâàííîì êîëüöå Q[p1, p2, . . .] èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé àâòîìîð-
ôèçì w, ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ îáðàçóþùóþ pk â òàêîé ïîëèíîì p̃k, ÷òî

p̃k + p̃k−1p1 + p̃k−2p2 + . . .+ pk = 0

äëÿ âñåõ k. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç ïîëèíîìà F ïðè àâòîìîðôèçìå w
÷åðåç F̃ .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü F ∈ Q[p1, p2, . . .]� îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè 4k
è f ∈ T 4k(Q)� óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëèíîìà F̃ . Ðàñ-
ñìîòðèì 4k-ìåðíóþ êëåòî÷íóþ êîöåïü f ](1)(g

!K) ∈ C4k(g!K;Q), çíà÷åíèå

êîòîðîé íà êàæäîé 4k-ìåðíîé êëåòêå Q ðàçáèåíèÿ g!K ðàâíî f(〈L′Q〉).
Òîãäà f ](1)(g

!K)� êîöèêë, ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé

F (p1(ξ), p2(ξ), . . .). Åñëè ðàçáèåíèå g!K ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà ïðî-
ñòûå êëåòêè, âìåñòî f ](1)(g

!K) ìîæíî âçÿòü êîöåïü f ](g!K), â êîòîðóþ

êàæäàÿ êëåòêà Q âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì f(〈LQ〉).

Ðàçäåëû 3.1 è 3.2 ñîäåðæàò îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ìíîãîîáðà-
çèé ñ óãëàìè, ïðîñòûõ è êâàçèïðîñòûõ êëåòîê, ðàçáèåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ
óãëàìè, ïðîñòûå è êâàçèïðîñòûå êëåòêè. Ðàçäåë 3.3 ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå
ñâåäåíèÿ î áëî÷íûõ ðàññëîåíèÿõ. Â ðàçäåëå 3.4 ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé
ðåçóëüòàò ãëàâû 3� òåîðåìà 6.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëàâû 3 ïîñâÿùåíà ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ðàç-
áèåíèé êîìïàêòíûõ ïîëèýäðîâ íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, ïðîñòûå è êâàçè-
ïðîñòûå êëåòêè. Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êëàñ-
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ñîâ êîíêîðäàíòíîñòè òàêèõ ðàçáèåíèé. Äâà ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà P íà ìíî-
ãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòûå èëè êâàçèïðîñòûå êëåòêè) íà-
çûâàþòñÿ êîíêîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïîëèýäðà P × [0, 1]
íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòûå èëè êâàçèïðîñòûå
êëåòêè), îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîãî íà îñíîâàíèÿ öèëèíäðà P × [0, 1] ñîâïà-
äàþò ñ äâóìÿ äàííûìè ðàçáèåíèÿìè. Â ðàçäåëå 3.5 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ïîëó÷àþùååñÿ ìíîæåñòâî D(P ) êëàññîâ êîíêîðäàíòíîñòè íå çàâèñèò îò òî-
ãî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû ðàçáèåíèÿ ïîëèýäðà íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ óãëàìè, íà
ïðîñòûå êëåòêè èëè íà êâàçèïðîñòûå êëåòêè; ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D(P )
ìû íàçûâàåì D-ñòðóêòóðàìè íà ïîëèýäðå P . Â ðàçäåëàõ 3.6 è 3.7 â ìíî-
æåñòâå D(P ) ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, ïðåâðàùàþùàÿ åãî â àáåëåâó
ïîëóãðóïïó ñ íóë¼ì, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëóãðóïïà D(P ) ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
òîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîëèýäðà P , à ñîïîñòàâëåíèå P 7→ D(P ) ÿâëÿ-
åòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè êîìïàêòíûõ ïîëèýäðîâ
è ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ èõ îòîáðàæåíèé â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ïîëó-
ãðóïï ñ íóë¼ì. Â ðàçäåëå 3.8 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òðèàíãóëÿ-
öèÿ K òàêîâà, ÷òî êàæäûé áëîê ðàññëîåíèÿ ξ òðèàíãóëèðîâàí êàê êîíóñ
íàä òðèàíãóëÿöèåé ñâîåé ãðàíèöû, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : P → E(ξ),
óäîâëåòâîðÿþùåå ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì 1�3; òàêæå äîêàçû-
âàåòñÿ îòíîñèòåëüíûé âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîç-
âîëÿþò íàì â ðàçäåëå 3.9 ñîïîñòàâèòü êàæäîìó áëî÷íîìó ðàññëîåíèþ ξ

êëàññ êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ g!K. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò êëàññ êîí-
êîðäàíòíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû (K, g) è îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì X : I(P )→ D(P ), ãäå I(P )� ãðóïïà êëàññîâ ñòàáèëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè áëî÷íûõ ðàññëîåíèé íàä ïîëèýäðîì P . Â ðàçäåëå 3.10 äî-
êàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò î D-ñòðóêòóðàõ íà êîìïàêòíûõ ïîëèäðàõ,
êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ìîòèâàöèåé äëÿ èõ èçó÷åíèÿ: îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð, òî
åñòü åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ pk : D(P ) → H4k(P ;Q) òàêèå, ÷òî â êîì-
ïîçèöèè ñ åñòåñòâåííûì ãîìîìîðôèçìîì X îíè äàþò ðàöèîíàëüíûå êëàñ-
ñû Ïîíòðÿãèíà áëî÷íûõ ðàññëîåíèé. Êîíñòðóêöèÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà D-
ñòðóêòóð ïîäñêàçûâàåòñÿ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 6: k-ûé ðàöèîíàëüíûé
êëàññ Ïîíòðÿãèíà êëàññà êîíêîðäàíòíîñòè ðàçáèåíèÿ Y ïîëèýäðà P íà ïðî-
ñòûå êëåòêè ïî îïðåäåëåíèþ åñòü êëàññ ãîìîëîãèé êîöèêëà f ](Y ), çíà÷åíèå
êîòîðîãî íà êàæäîé êëåòêå Q ðàâíî f(〈LQ〉), ãäå f �ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà
äëÿ ïîëèíîìà p̃k; êëàññ êîãîìîëîãèé êîöèêëà f ](Y ) íå çàâèñèò îò âûáîðà
ëîêàëüíîé ôîðìóëû f è íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ðàçáèåíèÿ Y íà êîíêîð-
äàíòíîå. Â ðàçäåëå 3.11 ñòðîèòñÿ êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî Z òà-
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êîå, ÷òî D(P ) ∼= [P,Z] äëÿ ëþáîãî ïîëèýäðà P ; äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò
ìåñòî èçîìîðôèçì

H∗(Z;Q) ∼= H∗(T ∗(Q)) ∼= Q[p1, p2, . . .];

ñ ïîìîùüþ ýòîãî èçîìîðôèçìà äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ
ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà D-ñòðóêòóð, â ÷àñòíîñòè, àíà-
ëîã ôîðìóëû Óèòíè. Â êîíöå ðàçäåëà 3.11 íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ î D-ñòðóêòóðàõ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 6. Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 3.11
äîêàçàíà äâóñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà Z , îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò òðèâèàëü-
íîñòü ïîëóãðóïï D(P ) äëÿ âñåõ äâóìåðíûõ ïîëèýäðîâ P ; â ðàçäåëå 3.12
ñôîðìóëèðîâàíî íåñêîëüêî îòêðûòûõ âîïðîñîâ.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 4

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ L, ñîïîñòàâëÿ-
þùåãî êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó êîìáèíàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ íåóïî-
ðÿäî÷åííûé íàáîð ëèíêîâ åãî âåðøèí. Ââèäó íàëè÷èÿ ãðóïïîâîé ñòðóê-
òóðû â ìíîæåñòâå Tn íàðÿäó ñ ïðåîáðàçîâàíèåì L óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
ïðåîáðàçîâàíèå LT , ñîïîñòàâëÿþùåå îðèåíòèðîâàííîìó n-ìåðíîìó êîìáè-
íàòîðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñóììó ëèíêîâ åãî âåðøèí â ãðóïïå Tn. Çàäà÷à îá
îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ LT ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó âîïðîñó:

Äëÿ êàêèõ íàáîðîâ Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòèðîâàííûõ (n− 1)-ìåðíûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ñôåð ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êîìáèíàòîðíîå
ìíîãîîáðàçèå, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, Y2, . . . , Yk, Z1, Z2 . . . , Zl,−Z1,−Z2 . . . ,−Zl

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà Z1, Z2, . . . , Zl îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-ìåðíûõ êîì-
áèíàòîðíûõ ñôåð?

Ïîìèìî èíòåðåñà, êîòîðûé âîïðîñû îá îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèé L
è LT ïðåäñòàâëÿþò ñàìè ïî ñåáå, èõ âàæíîñòü äëÿ íàñ âûçâàíà òåì, ÷òî
îíè ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Â ãëàâå 4 ïîëó÷åí
ñëåäóþùèé ÷àñòè÷íûé ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ïî çàäà÷å îá îáðàùåíèè
ïðåîáðàçîâàíèé L è LT .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü Y1, Y2, . . . , Yk �íàáîð îðèåíòèðîâàííûõ (n−1)-ìåðíûõ
êîìáèíàòîðíûõ ñôåð òàêîé, ÷òî ýëåìåíò

∑k
i=1〈Yi〉 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì öåï-

íîãî êîìïëåêñà T∗. Òîãäà ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå êóáè÷å-
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ñêè êëåòî÷íîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå Q, íàáîð ëèíêîâ âåðøèí êî-
òîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y ′1 , . . . , Y
′
1︸ ︷︷ ︸

q

, Y ′2 , . . . , Y
′
2︸ ︷︷ ︸

q

, . . . , Y ′k , . . . , Y
′
k︸ ︷︷ ︸

q

è n-ìåðíîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèåK, íàáîð ëèíêîâ
âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñ íàáîðîì

Y1, . . . , Y1︸ ︷︷ ︸
q

, Y2, . . . , Y2︸ ︷︷ ︸
q

, . . . , Yk, . . . , Yk︸ ︷︷ ︸
q

, Z1, Z2, . . . , Zl,−Z1,−Z2, . . . ,−Zl

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q è íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ
(n− 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð Z1, Z2, . . . , Zl.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ÿâíûå êîíñòðóêöèè êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîãîîáðàçèéQ èK, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ýòîé òåîðåìû;
ìû òàêæå äîêàçûâàåì àíàëîã òåîðåìû 7 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ïñåâäîì-
íîãîîáðàçèé C, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì èç ðàçäåëà 1.4. Èç òîãî, ÷òî
∂
∑k

i=1〈Yi〉 = 0, ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû ñôåð Yi ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ïàðû
òàê, ÷òî ëèíêè âåðøèí â êàæäîé ïàðå èçîìîðôíû äðóã äðóãó ñ îáðàùå-
íèåì îðèåíòàöèè. Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê êîìïëåêñó Q â òåîðåìå 7,
ìîãóò áûòü óñèëåíû: îí ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû èçîìîðôèçìû
ëèíêîâ åãî âåðøèí ñî ñôåðàìè Y ′i áûëè îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì ñîãëàñîâà-
íû ñ íàïåð¼ä çàäàííûì ðàçáèåíèåì âåðøèí ñôåð Yi íà ïàðû ñ ëèíêàìè,
èçîìîðôíûìè ñ îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè.

Â ðàçäåëàõ 4.2 è 4.3 èçëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîìíîãî-
îáðàçèÿ, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïî îäíîðîäíîìó ãðàôó.
Ïóñòü P n�ïðîñòîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåðãðàíÿìè, F �ìíî-
æåñòâî åãî ãèïåðãðàíåé. Ïóñòü Γ� îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè m íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí V ñ ð¼áðàìè, ðàñêðàøåííûìè â öâåòà èç ìíîæåñòâàF ïðàâèëü-
íûì îáðàçîì, òî åñòü òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó,
íå îêðàøåíû â îäèí öâåò. Äëÿ êàæäîé ãèïåðãðàíè F ∈ F îáîçíà÷èì ÷åðåç
ΦF èíâîëþöèþ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå V , ñîïîñòàâëÿþùóþ
êàæäîé âåðøèíå âåðøèíó, ñîåäèí¼ííóþ ñ íåé ðåáðîì öâåòà F . Ïîëîæèì

Mn(P n,Γ) = (V × P n)/ ∼,

ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ïîðîæäåíî îòîæäåñòâëåíèÿìè
(v, x) ≡ (ΦF (v), x), åñëè x ∈ F . Òîãäà Mn(P n,Γ)�ïñåâäîìíîãîîáðàçèå,
ñêëååííîå èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà P n� ñèìïëåêñ,
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îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèíàäëåæèò Ì.Ïåööàíà40 è Ì.Ôåððè41. Â ðàç-
äåëå 4.4 ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ ïîäðîáíåå íà ñëó÷àå, êîãäà P n�êóá [0, 1]n.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè ãðàô Γ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì
óñëîâèÿì, êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Q(Γ) = Mn(Γ, [0, 1]n) ÿâëÿ-
åòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïîäðàçäåëåíèåì íåêîòîðîãî êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî
ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Q̃(Γ). (Êàíîíè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå êóáè÷åñêè êëå-
òî÷íîãî êîìïëåêñà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè êàæäûé åãî n-ìåðíûé êóá ðàçáèòü
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì íà 2n êóáîâ ñ âäâîå ìåíüøèì ðåáðîì.)

Â ðàçäåëå 4.5 äà¼òñÿ êîíñòðóêöèÿ êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî êîìáèíàòîðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿQ. Îíà îñíîâàíà íà ïðÿìîì ïîñòðîåíèè îäíîðîäíîãî ãðàôà Γ
ñòåïåíè 2n òàêîãî, ÷òî Q = Q̃(Γ)�èñêîìîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîìáèíà-
òîðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàçäåë 4.6 ñîäåðæèò êîíñòðóêöèþ ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K: îíî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì
äâóõ ýêçåìïëÿðîâ áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ Q′ è íåñêîëüêèõ êîì-
áèíàòîðíûõ ñôåð. Òàêæå â ðàçäåëå 4.6 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 5, ÷àñòíûì
ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.

Â ðàçäåëå 4.7 ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ êîìáèíàòîðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿQ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ âñåõ óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíûõ ôîð-
ìóë äëÿ L-ïîëèíîìîâ Õèðöåáðóõà îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà. Íàïîìíèì, ÷òî
ïîëèíîìû Ll îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü f ∈ T 4l(Q)� óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ
ïîëèíîìà Õèðöåáðóõà Ll. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà Y1, Y2, . . . , Yk îðèåíòè-
ðîâàííûõ (4l − 1)-ìåðíûõ êîìáèíàòîðíûõ ñôåð òàêîãî, ÷òî

∑k
i=1〈Yi〉�

öèêë öåïíîãî êîìïëåêñà T∗, ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

f(〈Y1〉) + f(〈Y2〉) + . . .+ f(〈Yk〉) =
sign(Q)

q
, (7)

ãäå Q è q� ñîîòâåòñòâåííî îðèåíòèðîâàííîå êóáè÷åñêè êëåòî÷íîå êîì-
áèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå è íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç òåîðåìû 7. Îáðàòíî,
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ T 4l(Q), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé (7),
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ôîðìóëîé äëÿ ïîëèíîìà Ll.

Âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 1.5 ýòà òåîðåìà äà¼ò ÿâíûå, õîòÿ, êîíå÷íî
æå, î÷åíü íåýôôåêòèâíûå, ëîêàëüíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ
îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ îò ðàöèîíàëüíûõ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà.

40Pezzana M., Diagrammi di Heegaard e triangolazione contratta, Boll. Un. Mat. Ital., Ser. 4., v. 12 (1975),
Suppl. al �3, p. 98�105.

41Ferri M., Una rappresentazione delle n-variet�a topologiche triangolabili mediante gra� (n + 1)-colorati
Boll. Un. Mat. Ital., Ser. 5, v. 13-B (1976), �1, p. 250�260.
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Ñîäåðæàíèå ãëàâû 5

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ÿâíîìó ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ, ðåàëèçóþùåãî ñ
íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ çàäàííûé öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé. Ðàç-
äåë 5.1 ïîñâÿù¼í ôîðìóëèðîâêàì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ëþáîé êëàññ ãî-
ìîëîãèé z ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàí â âèäå íåïðåðûâíîãî îáðàçà íåêîòîðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïñåâ-
äîìíîãîîáðàçèÿ Z. Â ðàçäåëàõ 5.2, 5.3 ìû äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî
ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ êëåòîê, ñòðîèì ÿâíî åãî ðàç-
ðåøåíèå îñîáåííîñòåé ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ q, òî åñòü îðèåíòèðîâàí-
íîå êóñî÷íî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå N è îòîáðàæåíèå g : N → Z òàêèå, ÷òî
âíå îñòîâà êîðàçìåðíîñòè 2 ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ
q-ëèñòíûì íàêðûòèåì, óâàæàþùèì îðèåíòàöèþ. Ïðè ýòîì N �êóáè÷åñêè
êëåòî÷íîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè èç ðàçäå-
ëà 4.5, ïðèìåí¼ííîé ê íàáîðó êîìáèíàòîðíûõ ñôåð, äâîéñòâåííûõ ïðîñòûì
êëåòêàì ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z.

Â ðàçäåëå 5.4 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êëàññå áîðäèçìîâ, ïðåäñòàâëÿåìîì â
ãðóïïå SPL∗(X) îðèåíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ áîðäèçìîâ ïðîñòðàí-
ñòâà X ñêâîçíûì îòîáðàæåíèåì

ϕ : N
g−→ Z → X.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, áîëåå ïðàâèëüíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âû-
÷èñëåíèè êëàññà [ϕ]

q ∈ SPL∗(X) ⊗ Q. Ñîäåðæàòåëüíûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ â
äâóõ ñëó÷àÿõ. Åñëè Z � ñèìïëèöèàëüíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå, òî âñå ðàöè-
îíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ N ðàâíû íóëþ è ýëåìåíò [ϕ]

q

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êëàññà z ïðè ãîìîìîðôèçìå

H∗(X;Z)
η−−→ H∗(X; ΩSPL

∗ ⊗Q)
(chSPL)

−1

−−−−−−→ SPL∗(X)⊗Q.
Ïóñòü òåïåðü X = K � îðèåíòèðîâàííîå ñèìïëèöèàëüíîå êîìáèíàòîðíîå
ìíîãîîáðàçèå è Z �êëåòî÷íûé öèêë â äâîéñòâåííîì ðàçáèåíèè K∗, òî åñòü
ïðè îòîáðàæåíèè Z → K êàæäàÿ êëåòêà ðàçáèåíèÿ Z îòîáðàæàåòñÿ èçî-
ìîðôíî íà íåêîòîðóþ êëåòêó ðàçáèåíèÿ K∗. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ∗ ïåðå-
âîäèò ðàöèîíàëüíûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ K â ðàöèîíàëüíûå
êëàññû Ïîíòðÿãèíà ìíîãîîáðàçèÿ N è ýëåìåíò [ϕ]

q ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êëàñ-
ñà z ïðè ãîìîìîðôèçìå

H∗(X;Z)
D−→ H∗(X;Z)

η−→ H∗(X; Ω∗SPL ⊗Q)
ch−1

SPL−−−→
ch−1

SPL−−−→ SPL∗(X)⊗Q
D−1

SPL⊗Q−−−−−→ SPL∗(X)⊗Q.
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Çäåñü η� ãîìîìîðôèçìû, èíäóöèðîâàííûå èçîìîðôèçìîì ΩSPL
0
∼= Z, D è

DSPL� îïåðàòîðû äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå â êîãîìîëîãèÿõ è êîáîðäèçìàõ
ñîîòâåòñòâåííî, chSPL è chSPL�õàðàêòåðû ×æåíÿ�Äîëüäà â òåîðèÿõ îðè-
åíòèðîâàííûõ êóñî÷íî ëèíåéíûõ áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû 5 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè êëàñ-
ñàMn îðèåíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåà-
ëèçàöèè ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ ëþáîãî n-ìåðíîãî êëàññà ãîìîëîãèé ëþáî-
ãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â öåíòðå íàøåé êîíñòðóêöèè íàõîäèòñÿ
ìíîãîîáðàçèå Mn èçîñïåêòðàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õ-
äèàãîíàëüíûõ (n + 1) × (n + 1)-ìàòðèö, òî åñòü ìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåí-
íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì ïðîñòûì
ñïåêòðîì λ1 > λ2 > . . . > λn+1. (Ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ òð¼õäèàãî-
íàëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè |i− j| > 1.)

Òåîðåìà 9. Ïóñòü X �ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
z ∈ Hn(X;Z); òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå M̂n íàä ìíî-
ãîîáðàçèåì Mn è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : M̂n → X òàêèå, ÷òî
ϕ∗
[
M̂n
]

= qz äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà q.

Ñëåäñòâèå 10. Ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå äîìèíèðóåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîá-
ðàçèåì Mn; òàêèì îáðàçîì, ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå n-ìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå âèðòóàëüíî äîìèíèðóåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Mn.

Òåîðåìà 9 ïîëó÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ñðàçó èç íàøåé ÿâíîé êîíñòðóêöèè
ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ, ñêëååííîãî èç ïðîñòûõ êëå-
òîê: äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíîå ïñåâäîìíîãîîáðàçèå Z ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, íàøà êîíñòðóêöèÿ àâòîìàòè÷åñêè äà¼ò ìíîãîîá-
ðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì Mn.
Ðàçäåëû 5.5�5.7 ñîäåðæàò íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ìíîãîîáðàçèèMn è
åãî êîíå÷íîëèñòíûõ íàêðûòèÿõ. Â ðàçäåëàõ 5.8�5.10 êîíñòðóêöèÿ ðàçðåøå-
íèÿ îñîáåííîñòåé ñèìïëèöèàëüíîãî ïñåâäîìíîãîîáðàçèÿ Z ïåðåèçëàãàåòñÿ
íà äðóãîì ÿçûêå, áîëåå óäîáíîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîñòðîåí-
íîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçè-
åì Mn. Ïåðåèçëîæåíèå íà äðóãîì ÿçûêå çàêëþ÷àåòñÿ ïî ñóòè â òîì, ÷òî
ìû âìåñòî êóáè÷åñêè êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ N ñòðîèì äâîéñòâåííîå åìó
êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà ñïåöèàëüíûå ïðî-
ñòûå ìíîãîãðàííèêè� òàê íàçûâàåìûå ïåðìóòîýäðû. Ïåðìóòîýäð Πn åñòü
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà (n+ 1)! òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn+1, ïîëó÷åííûõ èç òî÷-
êè (1, 2, . . . , n + 1) ïðè ïîìîùè âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê å¼ êîîðäèíàò;
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ýòî n-ìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ñ 2n+1−2 ãèïåðãðàíÿìè. Èñêîìîå ðàç-
áèåíèå íà ïåðìóòîýäðû èìååò âèäMn(Πn,Γ) äëÿ ïîäõîäÿùåãî îäíîðîäíîãî
ãðàôà Γ ñòåïåíè 2n+1− 2. Ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿMn íà 2n ïåðìóòîýäðîâ
áûëî ïîñòðîåíî Ê.Òîìåè39. Èç íàøåé êîíñòðóêöèè ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåí-
íîå ðàçáèåíèå Mn(Πn,Γ) ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì íàä ðàçáèåíèåì Òîìåè ìíî-
ãîîáðàçèÿ Mn.

Ñîäåðæàíèå ïðèëîæåíèé

Ïðèëîæåíèå A ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêàõ,
êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ, ñêëååííûõ èç ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, â ÷àñòíî-
ñòè, î ñèìïëèöèàëüíûõ, êóáè÷åñêèõ, ñèìïëèöèàëüíî êëåòî÷íûõ è êóáè÷å-
ñêè êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ, à òàêæå îá îïåðàöèÿõ íàä òàêèìè êîìïëåêñàìè.

Ïðèëîæåíèå B ïîñâÿùåíî âû÷èñëåíèÿì ïðè ïîìîùè ÿâíîé êîìáèíàòîð-
íîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà, ïîñòðîåííîé â ãëàâå 2. Ìû
ïðèâîäèì ÿâíûå ðàñ÷¼òû äëÿ äâóõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ: 9-âåðøèííîé òðè-
àíãóëÿöèè CP2, ïîñòðîåííîé Â. Êþíåëåì è Ò. Áàíõîôîì42, è 15-âåðøèííîé
òðèàíãóëÿöèè CP2, ïîñòðîåííîé àâòîðîì [9].

Ïðèëîæåíèå C ïîñâÿùåíî ïðèìåíåíèþ íåêîòîðûõ èäåé, âîçíèêøèõ â
çàäà÷å î ïîñòðîåíèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ çàäàííûìè íàáîðàìè
ëèíêîâ âåðøèí, ðàññìàòðèâàåìîé â ãëàâå 4, â çàäà÷å îá èíòåãðèðóåìîñòè
m-çíà÷íûõ äèíàìèê ïðè ïîìîùè m-çíà÷íûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïðè-
ëîæåíèÿ ïîëó÷åíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Â.Ì. Áóõøòàáåðîì [4].

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëü-
òàíòó Â.Ì.Áóõøòàáåðó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ìíîãî÷èñëåííûå
ïîëåçíûå ñîâåòû. Àâòîð áëàãîäàðåí Ë.À.Àëàíèÿ, È.Â.Áàñêàêîâó,
Í.Ï.Äîëáèëèíó, È.À.Äûííèêîâó, Í.Þ.Åðîõîâöó, Ì.Ý.Êàçàðÿíó,
Â.Ï.Ëåêñèíó, Ñ.À.Ìåëèõîâó, À.Ñ. Ìèùåíêî, Ñ.Ï.Íîâèêîâó, Ò.Å.Ïàíîâó,
À.Â.Ïåíñêîìó, À.Á.Ñîñèíñêîìó, Ã.È.Øàðûãèíó, Î.Â.Øâàðöìàíó çà ïî-
ëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû
âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ çà ïîääåðæêó è âíèìàíèå.

42K�uhnel W., Bancho� T. F., The 9-vertex complex projective plane, Math. Intell., v. 5 (1983), �3, 11�22.
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