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Изучаются регулярные глобальные аттракторы динамических систем, которые
соответствуют диссипативным эволюционным уравнениям и их неавтономным воз-
мущениям. Доказано, что при малом неавтономном возмущении автономной дина-
мической системы (полугруппы), имеющей регулярный аттрактор, получающаяся
неавтономная динамическая система (процесс) также имеет регулярный неавто-
номный аттрактор. При этом симметричное хаусдорфово отклонение возмущенных
аттракторов от невозмущенных оценивается сверху величиной O(εκ), где ε – пара-
метр возмущения, 0 < κ < 1. Полученные результаты применяются к волновым
уравнениям со слабой диссипацией в ограниченной области R3, которые возмуща-
ются внешними силами, зависящими от времени.

§1. Регулярный аттрактор автономной динамической системы. В бана-
ховом пространстве E с нормой ∥ · ∥E рассматривается динамическая полугруппа
{St} := {St | t ≥ 0}, St : E 7→ E; S0 = Id, St1+t2 = St1 ◦ St2 , t1, t2 ≥ 0.

Напомним (см. [1, 2]), что компактное множество A b E называется глобаль-
ным аттрактором полугруппы {St}, если 1) A строго инвариантно, т.е., StA = A
при всех t ≥ 0, и 2) множество A является притягивающим для полугруппы {St},
т.е., для любого ограниченного подмножества B ⊂ E

distE(StB,A) → 0 (t → +∞), (1)

где distE(B1, B2) = inf{δ | B1 ⊆ Oδ(B2)} – (несимметричное) отклонение по Хау-
сдорфу множества B1 от множества B2. Соотношение (1) эквивалентно тому, что
при любом δ > 0 найдется T = T (δ, B), такое, что St(B) ⊂ Oδ(A) при всех t ≥ T.

Обозначим пространство L∞(F) := L∞(F, E), где F – это R+,R− или R. Функ-
ция y(·) ∈ L∞(R−) называется отрицательной полутраекторией полугруппы {St},
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если Sty(s) = y(t + s) при всех t ≥ 0, s ∈ R−, t + s ≤ 0. Аналогично определяет-
ся положительная полутраектория y(·) ∈ L∞(R+), а также полная траектория
y(·) ∈ L∞(R). Множество всех ограниченных полных траекторий полугруппы на-
зывается ее ядром и обозначается K, K ⊂ L∞(R).

Хорошо известно, что глобальный аттрактор A и ядро K динамической полу-
группы связаны соотношением: A = K|t=0 (см. [1, 2]).

Зафиксируем отображение S := S1, S : E 7→ E.
Рассмотрим произвольную стационарную точку z ∈ E отображения S, S(z) = z.

Пусть S в z имеет дифференциал Фреше, который обозначается S ′(z) ∈ L(E,E).
Напомним, что стационарная точка z называется гиперболической, если спектр σ(L)
линейного оператора L := S ′(z) не пересекает единичную окружность в комплекс-
ной плоскости: σ(L) ∩ {λ ∈ C, |λ| = 1} = ∅. Как известно (см. [1]), в этом случае
пространство E раскладывается в прямую сумму E = E+ + E− двух инвариант-
ных спектральных подпространств: неустойчивого E+ и устойчивого E−, причем
σ(L|E+) = σ(L) ∩ {|λ| > 1}, σ(L|E−) = σ(L) ∩ {|λ| < 1}. Кроме того, оператор L
обратим на E+, и выполнены следующие оценки:{

∥Lnh∥E ≤ C∥h∥E e−βn, ∀h ∈ E−, n ∈ N,
∥L−nh∥E ≤ C∥h∥E e−βn, ∀h ∈ E+, n ∈ N,

с некоторыми положительными константами C и β, которые не зависят от n и h.
Выделим три блока предположений относительно полугруппы {St}.

I. Аналитические свойства. a) Операторы St ∈ C1(E,E) при t ≥ 0. При любом
t ∈ [0, 1] выполнено неравенство

∥Sty∥E + ∥S ′
t(y)∥L(E,E) ≤ Q0(∥y∥E),

где монотонная функция Q0 не зависит от y и t. Кроме того, при t = 1 производная
по Фреше S ′

1(y) равномерно непрерывна по y на ограниченных подмножествах E.

b) Оператор St инъективен при любом t ∈ [0, 1] и его производная по Фреше S ′
t(y)

имеет нулевое ядро: ker{S ′
t(y)} = {0} при каждом y ∈ E и при всех t ∈ [0, 1].

II. Условие гиперболичности. Отображение S = S1 имеет конечное множество
стационарных точек R0 = {z1, . . . , zN} ⊂ E, S(zi) = zi, и все они являются гипер-
болическими.

III. Регулярность динамики на аттракторе. a) Полугруппа {St} имеет гло-
бальный аттрактор A b E.

b) При любом y0 ∈ A положительная полутраектория y(t) := Sty0 (принадлежащая
аттрактору) сходится при t → +∞ к некоторой стационарной точке z = zy ∈ R0 :

lim
t→+∞

∥y(t)− zy∥E = 0.

c) Полугруппа {St} не имеет гомоклинических структур на аттракторе A, т.е.,
если y1(·), . . . , yk(·) ∈ L∞(R) – некоторое конечное множество ограниченных полных
траекторий из ядра K полугруппы {St}, таких, что

lim
t→−∞

∥yi(t)− zi∥E = 0, lim
t→+∞

∥yi(t)− zi+1∥E = 0, i = 1, . . . , k,

где {zi}k+1
i=1 ⊂ R0, тогда все стационарные точки zi различны.
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Замечание 1 Все элементы R0 являются стационарными точками полугруппы
{St}, т.е., Stz = z при любом t ≥ 0 для каждой z ∈ R0. Это следует из предполо-
жении о конечности множества R0 стационарных точек отображения S.

Замечание 2 Хорошо известно, что условия III b) и III c) выполнены, если
полугруппа {St} имеет глобальную функцию Ляпунова (см., например, [1]).

Определение 1 Пусть z ∈ R0. Неустойчивым множеством M+
0,z точки z полу-

группы {St} называется множество

M+
0,z := {y0 ∈ E | ∃ отрицательная полутраектория y ∈ L∞(R−),

y(0) = y0, lim
t→−∞

∥y(t)− z∥E = 0}.

Легко видеть, что множество M+
0,z строго инвариантно относительно полугруппы

{St}, StM+
0,z = M+

0,z при t ≥ 0. Кроме того, M+
0,z принадлежит глобальному ат-

трактору A полугруппы {St}, и, следовательно,
∪

z∈R0
M+

0,z ⊆ A.

Теорема 1 Пусть выполнены условия I, II и III. Тогда a) для любого y0 ∈ E
положительная полутраектория y(t) = Sty0 стабилизируется к некоторой ста-
ционарной точке zy ∈ R0 при t → +∞ :

lim
t→+∞

∥y(t)− zy∥E = 0, zy ∈ R0;

любая полная траектория y ∈ L∞(R), принадлежащая аттрактору A, является
гетероклинической траекторией между некоторыми двумя различными стацио-
нарными точками из R0 :

lim
t→−∞

∥y(t)− z−∥E = 0, lim
t→+∞

∥y(t)− z+∥E = 0, z± ∈ R0, z− ̸= z+;

b) для любой z ∈ R0 соответствующее неустойчивое множество M+
0,z явля-

ется конечномерным C1-подмногообразием E, диффеоморфным E+(z), где E+(z) –
неустойчивое подпространство линейного гиперболического отображения S ′(z). В
частности, M+

0,z ∼ E+(z) = Rind+(z), ind+(z) := dim E+(z) < ∞, ∀z ∈ R0;
c) глобальный аттрактор A представим в виде

A =
∪

z∈R0

M+
0,z; (2)

d) найдется положительное число α и монотонно возрастающая функция Q, та-
кие, что для любого ограниченного подмножества B ⊂ E

distE(StB,A) ≤ Q(∥B∥E)e−αt, ∀t ≥ 0. (3)

Из формулы (2) видно, что аттрактор A состоит из конечного числа конечно-
мерных C1-подмногообразий в E. Такие аттракторы, следуя терминологии [1, 3]
(см. также [4]), принято называть регулярными. Теорема 1, была доказана в [1], где
вместо условий III b) и III c) рассматривалось более сильное предположение –
существование у полугруппы {St} глобальной функции Ляпунова.

В завершении этого параграфа сформулируем улучшенный вариант свойства
экспоненциального притяжения (3), который, в некотором смысле, означает асимп-
тотическую замкнутость регулярных аттракторов. Напомним следующее опреде-
ление (см. [1]).
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Определение 2 Функция y ∈ L∞(R) называется N-составной траекторией по-
лугруппы {St}, если найдутся {Ti}Ni=1 ⊂ R, T1 < T2 < · · · < TN , такие, что y(t) яв-
ляется траекторией полугруппы {St} на каждом интервале ]−∞, T1], [T1, T2], . . . ,
[Ti, Ti+1], . . . , [TN ,+∞[, т.е., Sty(s) = y(t + s) при условии, что s и t + s принад-
лежат одному из этих интервалов. Иначе говоря, каждая N -составная траек-
тория y(t) полугруппы {St} состоит из N + 1 куска “обычных” траекторий этой
полугруппы, а в точках T1, . . . , TN допускаются “перескоки” на другие траектории.

Следствие 1 Пусть выполнены условия I, II, и III. Тогда для любого ограничен-
ного подмножества B из E и для любой полутраектории y(t) := Sty0, y0 ∈ B, най-
дется N -составная траектория a = ay(t), t ∈ R, этой полугруппы, принадлежа-
щая аттрактору (т.е., ay(t) ∈ A при всех t ∈ R), такая, что N = N(y0) ≤ #R0

и
∥y(t)− ay(t)∥E ≤ C∥y0 − ay(0)∥Ee−αt, ∀t ≥ 0,

где положительная константа C зависит от ∥B∥E.

§2. Неавтономное возмущение динамической системы и ее регулярный
аттрактор. Рассматривается семейство {Uε(t, τ) | t, τ ∈ R, t ≥ τ} динамических
процессов в пространстве E. Здесь ε ∈ [0, 1] является малым параметром, смысл
которого станет ясен позже.

Напомним, что семейство отображений {U(t, τ)} := {U(t, τ) | t, τ ∈ R, t ≥
τ}, U(t, τ) : E 7→ E, называется динамическим процессом в E, если U(τ, τ) =
Id, U(t, s) ◦ U(s, τ) = U(t, τ), для всех t ≥ s ≥ τ, τ ∈ R. Эти соотношения есте-
ственным образом выполнены для разрешающих операторов неавтономных эво-
люционных уравнений с частными производными (см., например, [5, 6], а также
следующий параграф).

Зафиксируем произвольное число θ ∈ R. Функция y ∈ L∞(] − ∞, θ]) (или y ∈
L∞([θ,+∞[)) называется отрицательной (или положительной) полутраекторией
процесса {Uε(t, τ)}, с концом в θ (или с началом в θ) если Uε(t, τ)y(τ) = y(t) при
всех τ ≤ t ≤ θ (или, соответственно, при всех t ≥ τ ≥ θ). Функция y ∈ L∞(R) назы-
вается полной траекторией, если Uε(t, τ)y(τ) = y(t) при всех t ≥ τ, τ ∈ R. Множе-
ство всех ограниченных полных траекторий называется ядром процесса {Uε(t, τ)}
и обозначается Kε.

Предполагается, что процесс {Uε(t, τ)} “стремится” при ε → 0 к некоторой пре-
дельной полугруппе St−τ : E 7→ E. Поэтому операторы Uε(t, τ) удобно представить
в виде

Uε(t, τ) = St−τ +Rε(t, τ), (4)

где Rε(t, τ) : E 7→ E – некоторые возмущающие операторы. Условия, характеризу-
ющие “малость” возмущающих операторов, описываются ниже в блоке IV.

Предполагается, что полугруппа {St} удовлетворяет условиям I, II и III, а для
семейства процессов {Uε(t, τ)} и для неавтономных возмущений Rε(t, τ) выполнены
следующие дополнительные условия.

IV. Аналитические свойства. a) Операторы Uε(t, τ) ∈ C1(E,E) при всех t ≥
τ, τ ∈ R, ε ∈ [0, 1], и выполнены неравенства

∥Uε(τ + t, τ)y∥E + ∥U ′
ε(τ + t, τ)(y)∥L(E,E) ≤ Q1(∥y∥E), ∀τ ∈ R, t ∈ [0, 1].

где монотонная функция Q1 не зависит от ε, y, τ и t. Кроме того, при каждом
ε ∈ [0, 1] производные по Фреше U ′

ε(τ + 1, τ)(y) равномерно непрерывна по y на
ограниченных подмножествах E, причем соответствующий модуль непрерывности
не зависит от τ ∈ R.
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b) Оператор Uε(τ + t, τ) инъективен при любых ε ∈ [0, 1], τ ∈ R, t ∈ [0, 1], и его
производная по Фреше U ′

ε(τ + t, τ)(y) имеет нулевое ядро: ker{U ′
ε(τ + t, τ)(y)} = {0}

при каждом y ∈ E и при всех ε ∈ [0, 1], τ ∈ R, t ∈ [0, 1].

c) Операторы Rε(τ + t, τ) = Uε(τ + t, τ)−St равномерно малы в следующем смысле:

∥Rε(τ + t, τ)y∥E + ∥R′
ε(τ + t, τ)(y)∥L(E,E) ≤ εQ2(∥y∥E); ε, t ∈ [0, 1], τ ∈ R, (5)

где монотонная функция Q2 не зависит от ε, y, τ и t.(Свойства I включаются в IV

при ε = 0.)
V. Равномерная диссипативность. Процессы {Uε(t, τ)} (см. (4)) имеют общее
ограниченное в E равномерно (по τ ∈ R и по ε ∈ [0, 1]) поглощающее множество
B b E: для каждого ограниченного подмножества B ⊂ E найдется T = T (B) такое,
что при всех τ ∈ R, ε ∈ [0, 1]

Uε(τ + t, τ)B ⊂ B, ∀t ≥ T.

При ε = 0 процесс (4) в силу (5) становится полугруппой, {U0(t, τ)} = {St−τ}.

Замечание 3 Отметим, что мы не требуем существование у семейства про-
цессов {Uε(t, τ)} компактного в E равномерно (по τ ∈ R и по ε ∈ [0, 1]) погло-
щающего или притягивающего множества. Достаточно, что компактное при-
тягивающее множество имеется лишь у предельной (при ε = 0) полугруппы St

(условие III a).

Как уже отмечалось, множество стационарных точек полугруппы {St} совпада-
ет с множеством R0 стационарных точек отображения S = S1 : R0 = {z | S(z) = z}.
Нам также понадобятся стационарные траектории процессов {Uε(t, τ)} при ε > 0.

Утверждение 1 Пусть выполнены условия I, II и IV. Тогда найдется ε0 > 0
такое, что при любом ε ≤ ε0 для каждой стационарной точки z ∈ R0 существу-
ет, и при том единственная, ограниченная полная траектория wε,z ∈ L∞(R, E)
процесса {Uε(t, τ)}, которая удовлетворяет неравенству

∥wε,z(t)− z∥E ≤ C ′ε, ∀t ∈ R, (6)

где константа C ′ не зависит от ε и z. Следовательно, полная траектория wε,z

стремится (равномерно по t ∈ R) к предельной стационарной точке z при ε → 0.

Траектория wε,z будет называется стационарной траекторией динамического
процесса {Uε(t, τ)}. Множество стационарных траекторий обозначается

Rε := {wε,z | z ∈ R0}, ε ≤ ε0.

Определение 3 Пусть ε ≤ ε0 (ε0 взято из утверждения 1). Для каждой точ-
ки z ∈ R0, которой соответствует стационарная тректория wε,z ∈ Rε, и для
каждого θ ∈ R (глобальное) неустойчивое множество M+

ε,z(θ) (с концом в θ)
определяется по следующей формуле:

M+
ε,z(θ) := {yθ ∈ E | ∃ отрицательная полутраектория y ∈ L∞(]−∞, θ]),

y(θ) = yθ и lim
t→−∞

∥y(t)− wε,z(t)∥E = 0}.
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При обобщении понятий стационарная точка z и неустойчивое множество M+
ε,z,

введенных для полугруппы {St}, на неавтономный случай, приходится рассматри-
вать объекты и множества, которые зависят от времени: wε,z(t), M+

ε,z(t), t ∈ R.
То же происходит и с понятием глобального аттрактора, который вводится для
изучаемого динамического процесса {Uε(t, τ)}. Пусть Kε – ядро процесса {Uε(t, τ)}.
Обозначим

Aε(t) := {y(t) | y ∈ Kε} ⊂ E, t ∈ R.

Будет показано, что при малых ε это семейство множеств служит регулярными гло-
бальными аттракторами процесса {Uε(t, τ)} при выполнении определенных усло-
вий. Пользуясь терминологией [5], глобальные аттракторы Aε(t) – это сечения ядра
Kε процесса в моменты времени t. В автономном случае при ε = 0, множество A0(t)
не зависит от времени t, а в более общем, неавтономном случае при ε > 0, у гло-
бальных аттракторов возникает зависимость от времени.

Заметим, что при ε = 0 условия I–III выполнены, и свойства (автономного)
глобального аттрактора A0 = A предельной полугруппы {St} описаны в теореме 1.

Сформулируем основной результат статьи.

Теорема 2 Пусть выполнены условия I–V. Тогда найдется ε0 > 0, такое, что при
любом ε ≤ ε0 выполнены следующие свойства: a) при каждом τ ∈ R и при любом
yτ ∈ E положительная полутраектория y(t) = Uε(t, τ)yτ , t ≥ τ, стабилизируется
к некоторой стационарной траектории wε ∈ Rε при t → +∞ :

lim
t→+∞

∥y(t)− wε(t)∥E = 0;

любое полная траектория yε ∈ L∞(R), принадлежащая ядру Kε, является гете-
роклинической траекторией между двумя различными стационарными траекто-
риями w−,ε и w+,ε из Rε :

lim
t→−∞

∥y(t)− w−,ε(t)∥E = 0, lim
t→+∞

∥y(t)− w+,ε(t)∥E = 0, w±,ε ∈ Rε, w−,ε ̸= w+,ε;

b) для любой z ∈ R0 и при каждом t ∈ R неустойчивое множество M+
ε,z(t) явля-

ется конечномерным C1-подмногообразием E, диффеоморфным E+(z). В частно-
сти, M+

ε,z(t) ∼ M+
0,z ∼ E+(z) = Rind+(z);

c) имеет место следующее представление:

Aε(t) =
∪

z∈R0

M+
ε,z(t), (7)

причем множество Aε(t) компактно в E при каждом t ∈ R и при всех ε ∈ [0, 1];
d) найдется положительное число α и монотонно возрастающая функция Q, та-
кие, что для любого ограниченного подмножества B в E

distE(Uε(τ + t, τ)B,Aε(τ + t)) ≤ Q(∥B∥E)e−αt, ∀τ ∈ R; (8)

e) выполнена следующая оценка:

distsymE (Aε(t),A) ≤ Cεκ, ∀t ∈ R, (9)

где A = A0 – регулярный аттрактор предельной полугруппы {St}. Здесь констан-
ты C > 0 и 0 < κ < 1 не зависят от ε. Напомним, что distsymE (B1, B2) :=
distE(B1, B2) + distE(B2, B1).
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По аналогии с автономным случаем вводится понятие N -составной траекторией
процесса {Uε(t, τ)} (см. определение 2). Оценки (8) и (9) можно улучшить следую-
щим образом.

Следствие 2 Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда при ε ≤ ε0
a) для любого ограниченного подмножества B ⊂ E и для любой полутраектории
y(t) := Uε(t, τ)yτ , yτ ∈ B, найдется N-составная траектория a = ay,τ (t), t ∈
R, соответствующие куски которой принадлежат неавтономному аттрактору
Aε(t), причем N = N(yτ ) ≤ #R0, и выполнено неравенство

∥y(t)− ay,τ (t)∥E ≤ C∥yτ − ay,τ (τ)∥Ee−α(t−τ), t ≥ τ,

где положительная константа C зависит от B, но не зависит от ε ≤ ε0, τ ∈ R
и от выбора yτ ∈ B.
b) Для каждой полной траектории yε ∈ L∞(R) возмущенного процесса {Uε(t, τ)},
которая принадлежит неавтономному аттрактору Aε(·), найдется N -составная
траектория a0 ∈ L∞(R) предельной полугруппы {St}, лежащая на аттракторе
A0, такая, что

∥yε(t)− a0(t)∥E ≤ Cεκ, ∀t ∈ R,

где константы C > 0 и 0 < κ < 1 не зависят от ε, ε ≤ ε0.

Отметим, что в автономном случае свойства N -составных траекторий полу-
групп и их (автономных) возмущений подробно изучались в [1]. В неавтономном
случае некоторые задачи, связанные с построением N -составных траекторий про-
цессов, рассматривались в [7, 8].

§3. Пример: неавтономное волновое уравнение со слабой диссипацией. В
ограниченной области Ω ⊂ R3 рассматривается следующее уравнение:

∂2
t u−∆u+ γ∂tu = −f(u) + g0(x) + εg1(x, t), u|∂Ω = 0, (10)

u|t=τ = uτ , ∂tu|t=τ = pτ , (11)

содержащее малый параметр ε ∈ [0, 1]. Предполагается, что γ > 0, нелинейная
функция f ∈ C1(R), f(0) = 0, и выполнено неравенство

|f ′(v)| ≤ C
(
|v|2 + 1

)
, ∀v ∈ R, (12)

и кроме того функция f удовлетворяет стандартному условию диссипативности

lim inf
|v|→∞

f(v)/v > −λ1, (13)

где λ1 – первое собственное значение оператора −∆ при граничном условии Дири-
хле (см. [1, 2, 5, 9]).

Предполагается, что “автономнная” внешняя сила g0 ∈ L2(Ω), “неавтономная”
внешняя сила g1 ∈ Lb

2(R;L2(Ω)), т.е.,

∥g1∥2Lb
2(R,L2(Ω)) := sup

t∈R

∫ t+1

t

∥g1(·, s)∥2L2(Ω) < ∞.

При любым ε ∈ [0, 1] задача (10)–(11) имеет, и притом единственное, решение
u(t) := u(·, t), для которого u ∈ Cb(Rτ ;H

1
0 (Ω)) и ∂tu ∈ Cb(Rτ ;L2(Ω)), где Rτ =
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[τ,∞), и Cb обозначает пространство непрерывных ограниченных функций (см.
[1, 2, 5, 9, 10, 11]). Обозначим

yτ = (uτ , pτ ) ∈ E, y(t) = (u(t), ∂tu(t)) ∈ E, E = H1
0 (Ω)× L2(Ω),

где u(t) – решение задачи (10)–(11). Тогда y ∈ Cb(Rτ ;E) и y(τ) = yτ . Кроме того,
функция y(t) удовлетворяет оценке:

∥y(t)∥2E ≤ C1∥yτ∥4Ee−β(t−τ) + C2, ∀t ≥ τ, (14)

для некоторых C1, C2 > 0 и β > 0, которые не зависят от ε ∈ [0, 1], τ ∈ R и yτ ∈ E
(см. [1, 2, 5, 12]).

Задача (10)–(11) порождает динамический процесс {Uε(t, τ)} := {Uε(t, τ) | t ≥
τ, τ ∈ R}, действующий в пространстве E по формуле Uε(t, τ)yτ = y(t) при всех
yτ ∈ E. Из (14) следует, что процесс {Uε(t, τ)} имеет равномерное (по τ ∈ R и по
ε ∈ [0, 1]) поглощающее множество

B0 = {y ∈ E | ∥y∥E ≤ 2C2}.

Следовательно, выполнено условие V.
Рассмотрим предельное автономное уравнение (10) при ε = 0. В этом случае

процесс {U0(t, τ)} = {St−τ} является динамической полугруппой, у которой имеется
глобальный аттрактор A0 b E (см. [1, 2, 10, 11]). Кроме того, как показано в [1],
полугруппа {St} принадлежит классу C1(E,E), и для производной по Фреше S ′

t(y)
выполнено неравенство

∥S ′
t(v)∥L(E,E) ≤ Q(∥y∥E)eKt, ∀t ≥ 0, (15)

где константа K > 0 и монотонная функция Q не зависят от t. Функция S ′
1(y)

равномерно непрерывна на ограниченных подмножествах E. Из этого свойства, а
также из (14) и (15) вытекает выполнение аналитических условий I. В [1] доказано,
что условие гиперболичности II выполнено для автономных волновых уравнений
вида (10) (при ε = 0), если g0 принадлежит некоторому открытому и плотному
подмножеству L2(Ω). Поэтому предположим, что для выбранной функции g0 усло-
вие II выполнено. Проверим условие III. Свойство III a) уже установлено, а в [1]
было доказано существование у полугруппы {St} глобальной функции Ляпунова
Φ : E → E, для которой

Φ(y(t))− Φ(y(τ)) = −
∫ t

τ

∥∂tu(·, s)∥2L2(Ω)ds,

где y(t) = (u(·, t), ∂tu(·, t)) – любое решение (10) при ε = 0. Очевидно, отсюда
вытекают условия III b),c). Проверены все условия теоремы 1, из которой следует,
что глобальный аттрактор A0 автономной полугруппы {St} задачи (10)–(11) при
ε = 0 является регулярным. В частности, он представим в виде (2) и обладает
свойством экспоненциального притяжения (3). Отметим, что впервые регулярность
глобального аттрактора для автономного волнового уравнения вида (10) при ε = 0
была доказана в [3] (см. также [1, 10]).

Наконец рассмотрим волновое уравнение (10) с неавтономным возмущением
εg1(x, t) при ε > 0 и соответствующий ему динамический процесс {Uε(t, τ)} в про-
странстве E. Проверим аналитические свойства IV. Аналогично автономному слу-
чаю доказывается, что Uε(t, τ) ∈ C1(E,E) при любом τ ∈ R и при t ≥ τ , уста-
навливается равномерная непрерывность производных по Фреше U ′

ε(τ + 1, τ)(y) на
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ограниченных подмножествах E, и, кроме того, по аналогии (15) выводится нера-
венство

∥U ′
ε(τ + t, τ)(y)∥L(E,E) ≤ Q(∥y∥E)eKt, ∀t ≥ 0, (16)

где константа K и монотонная функция Q не зависят от ε ∈ [0, 1], τ ∈ R. Сле-
довательно, выполнено IV a). Свойство инъективности IV b) легко вытекает из
свойств волновых уравнений, в которых можно обратить время и получить кор-
ректную задачу. Наконец, стандартным образом (см. [1, 5, 13]) устанавливаются
оценки

∥Uε(τ + t, τ)y − Sty∥E + ∥U ′
ε(τ + t, τ)(y)− S ′

t(y)∥L(E,E) ≤ εQ1(∥y∥E)eK1t, ∀t ≥ 0,

где константа K1 и монотонная функция Q1 не зависят от ε ∈ [0, 1], τ ∈ R. Значит,
все условия теоремы 2 выполнены для динамических процессов {Uε(t, τ)}, отвеча-
ющих неавтономной задаче (10)–(11). В частности, она имеет неавтономный регу-
лярный аттрактор Aε(t), t ∈ R, представимый в виде (7), обладающий свойством
экспоненциального притяжения (8), и отклонение которого от регулярного аттрак-
тора A0 предельного автономного волнового уравнения не превосходит величины
O(εκ) при некотором положительном κ < 1. Наконец, следствие 2 позволяет опи-
сывать структуру неавтономного аттрактора с помощью N -составных траекторий
процесса.

В заключении отметим, что в работах [13, 14] изучались глобальные и обрат-
ные аттракторы неавтономных диссипативных волновых уравнений, содержащих
неавтономные быстро осциллирующие по времени возмущения. Для аттракторов,
построенных в этих работах, были доказаны свойства, близкие к свойствам (8) и
(9), которые характеры для регулярных аттракторов. В работе [15] были построены
регулярные аттракторы для потенциальных систем реакции-диффузии с малыми
неавтономными возмущениями. Использовался аналог теоремы 2 с дополнитель-
ными ограничениями, которые удалось исключить в теореме 2 (см. замечание 3).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (гранты № 11-01-00339 и № 12-01-00203), а также Минобрнауки РФ (согла-
шение № 8502).
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