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пввдисловив

В настоящее время математическая теория систем как одно
из направлений системного анализа привлекает к себе все боль-
шее внимание инженеров и математиков, экономистов и биологов,
механиков и других специалистов. Интерес к этому направле-
нию связан как с появлением нового объекта математических
исследований, так н с прикладной значимостью этого объекта.

Новизна исследуемого объекта состоит в том, что отдельные
его части (подсистемы) и объект (система) как целое могут иметь
различные типы поведения. Например, подсистемы, будучи изо-
лированными, могут быть неустойчивыми, тогда как их коллек-
тив устойчив. Довольно распространенной ситуацией является
также такая, когда подсистемы имеют стохастический тип пове-
дения, а система как целое - вполне детерминированная. Сни-
сок таких примеров может быть нродолжен, но уже из приведен-
ных видно, что исследование системы как целого позволило бы
вскрыть так называемый системный эффект, который не наблюда-
ется ни в одной из составляющих ее подсистем и возникает как
результат их взаимодействия.

Подобные явления чаще всего наблюдаются в системах с боль-
шим количеством элементов (подсистем). Анализ таких многоэле-
ментных систем связан с необходимостью учитывать и оценивать
множество разнообразных но своей природе факторов в условиях
неопределенности и недостаточной информированности. Такая
ситуация типична для многих экономических, биологических, со-
циальных, технических и других систем.

Математическая теория систем находится сейчас в стадии на-
копления определенных фактов, методов, моделей, алгоритмов,
ориентированных на исследование системы как целого.

В последние годы проблемы математической теории систем ин-
тенсивно обсуждались и развивались на общесоюзных и общемос-
ковских семинарах, проводимых Всесоюзным научно- исследова-
тельским институтом системных исследований. Многие из них
носят завершенный характер и представляют интерес для широ-
кого круга специалистов. Часть этих результатов подытожена в
настоящей монографии, подготовленной авторским коллективом
сотрудников ВНИИСИ ГКНТ и АН СССР, ИПУ Минприбора
и АН СССР, ИПМ АН СССР, ВКНЦ АМН СССР.

Книга состоит из восьми глав. В первых трех главах основное
внимание уделяется оптимизационным проблемам теории систем.
В гл. 1, написанной В. Г. Болтянским, приведено описание ме-
тода шатров. Этот метод, обладающий высокой конструктивной

З



мощностью, дает единую методологию доказательств в различных
общих условиях утверждений типа теоремы Куна -- Таккера,
принципа максимума и других утверждений теории оптимизации.
Гл. 2 написана Н. А. Бобылевым. В ней развивается основанный
на понятии топологического индекса экстремали подход к опти-
мизационным задачам; результаты важны уже для задач класси-
ческого вариационного исчисления. В главе вычисляется тополо-
гический индекс оптимальных управлений в задачах с ограниче-
ниями по энергетике. Специфические сложности возникают в зада-
чах оптимального управления системами, содержащими задержки
различного типа. В гл. 3, написанной В. Б. Колмановским, пред-
лагаются общие условия оптимальности для систем с последейст-
вием, устанавливаются важные соотношения двойственности меж-
ду оптимальными управлениями и наблюдениями.

Важный раздел математической теории систем связан с изуче-
нием стохастических моделей массового обслуживания, надежнос-
ти, управления запасами и т. п. Поведение подобных моделей час-
то описывают так называемыми регенерирующими процессами.
Гл. 4, написанная В. В. Налашниковым и С. Ю. Всехсвятским,
посвящена предельным теоремам, соответствующим распределе-
нию времени наступления первого события (типа отказа системы,
переполнения очереди и т. п.) в изучаемом процессе.

Последующие главы монографии посвящены изучению сложных
нелинейных систем. Анализ динамики таких систем часто упира-
ется в необходимость построения корректного математического
описания их нестандартных звеньев. В гл. 5, написанной
А. А. Кравченко, предлагается математическая теория нового
класса звеньев с гистерезисом, охватывающая общие реологиче-
ские модели (включая модели А. Ю. Ишлинского, В. В. Новожи-
лова _ Ю. И. Кадашевича и др.). Гл. 6 написана А. В. Покров-
ским. Здесь излагаются методы исследования динамики систем
с различными типами гистерезисных нелинейностей, с разрывны-
ми звеньями и «сильными» нелинейностями других типов. Изуча-
ется диссипативность таких систем, исследуются колебательные
режимы, обнаруживаются режимы, обладающие свойствами «силь-
ной корректности››. В гл. 7, написанной А. М. Красносельским,
развиваются частотные методы нелокальной теории вынужденных
колебаний в нелинейных системах управления. Предлагаемые
частотные критерии существования вынужденных периодических
колебаний одновременно обеспечивают реализуемость и сходимость
метода гармонического баланса их приближенного построения.

При анализе уравнений, возникающих в математической тео-
рии систем, применяются различные формальные процедуры их
упрощения. В задачах, связанных с исследованием малых реше-
ний, входящие в уравнения нелинейности часто заменяются не-
сколькими членами их разложения в ряд Тейлора. Еще с работ
А. Пуанкаре - А. М. Ляпунова известно, что эта процедура может
привести к качественно неверным выводам. В последней главе,
написанной В. С. Козякиным, исследуется вопрос об эффектив-
ных условиях, при которых указанные упрощения допустимы.



1
МЕТОД ІІІАТРОВ
И ПРОБЛЕМЫ СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА

Современная математика пока не знает адекватных методов
исследования сложных систем в целом. Возможно, сложившиеся
математические методы не приспособлены для всестороннего ана-
лиза таких систем. Вместе с тем в системных исследованиях важ-
ную роль играет математическая постановка (и методы реше-
ния) задач, связанных с оптимальным функционированием отдель-
ных звеньев сложных систем, с расчетом оптимального поведения
упрощенных моделей сложных систем и т. п. Сюда относятся в
первую очередь проблемы системного анализа, математически фор-
мулирующиеся в виде экстремальных задач разного характера:
оптимизации с дискретным и непрерывным (даже <<1\1ногомерным››)
временем, математического программирования, минимаксных, иг-
ровых равновесных и т. д. Теория таких задач относится к числу
сложившихся, сформировавшихся математических методов систем-
ного анализа, применяющихся, например, при исследовании
экономико-математических моделей, экологических систем, задач
управления различными техническими системами. Сказанное де-
лает понятным, что центральные результаты теории экстремаль-
ных задач (теорема Куна- Таккера, принцип максимума для за-
дач оптимизации с непрерывным или дискретным временем и др.)
относятся к числу важных аппаратных математических средств
системного анализа.

Вместе с тем следует отметить, что специфика экстремальных
задач, возникающих при математическом исследовании различ-
ного рода систем, чрезвычайно многообразиа. Постоянно появляют-
ся все новые постановки задач, которые чуть- чуть не укладывают-
ся в стандартную формулировку теоремы Куна- Таккера или
принципа максимума, и это приводит к возникновению все новых
вариантов этих теорем. Теорема Куна- Таккера_ это сегодня
уже не один результат, а большая группа сходных теорем, отли-
чающихся спецификой накладываемых условий. То же относится
к принципу максимума и другим критериям решения экстремаль-
ных задач. И поскольку возникают все новые вариации постано-
вок задач, совокупность близких, но чем- то отличающихся кри-
териев оптимизации становится все более «распухшей» и менее
обозримой, не говоря уже о том, что нет гарантии найти в этом
«распухшем» наборе критериев именно тот, который можно будет
применить к решению вновь возникшей экстремальной за-
дачи.



К счастью _ в отличие от положения вещей, характерного
для комбинаторной геометрии или задач дискретного математиче-
ского программирования, где каждая новая задача зачастую
требует совершенно нового подхода,- для решения большей
части экстремальных задач созданы единые достаточно общие
методы. И с точки зрения методологии системного анализа овладе-
ние этими общими методами представляется более важным, чем
детальное знакомство с многочисленными критериями решения
конкретных экстремальных задач. Во всяком случае, для матема-
тика, обслуживающего тот или иной раздел прикладного систем-
ногдїанализа, владение этими общими методами особенно ценно,
поскольку эти методы могут с помощью более или менее стандарт-
ных схем помочь получить специфические критерии оптимизации
для новых постановок экстремальных задач.

В этой главе читатель найдет весьма общее (и в то же время
достаточно популярное) изложение метода шатров, который сей-
час обладает, по- видимому, наибольшей конструктивной мощ-
ностью применительно к задачам оптимизации и другим экстре-
мальным задачам (в первоначальном - конечномерном _ виде
метод шатров изложен в работах [7-101; полные доказательства
формулируемых ниже теорем - бесконечномерных _ можно найти
в работах [11-1-41).

1. Наглядное описание метода шатров

Для того чтобы пояснить идейную сторону метода, рассмотрим
Вначале «На ПаЛЬЦаХ» ОДНУ ПРОСТУЮ ЗЗДЗЧУ МаТЄМаТІ/ ІЧЄСКОГОПРОГ-

раммирования, на материале которой будет удобно проследить ос-
новные конструкции, характерные для метода шатров.

Пусть множество 92 задано в пространстве В" системой нера-
венств

з1(1)< 0, г: (т) < 0, _ - -. з1(т)< 0, (М)
где а; = (11, же, . . ., атп) Є В", а 3, -- скалярные функции. Кроме
того, в пространстве В" (или в некотором открытом множестве;
содержащем 52) задана функция ї (ж) и ставится задача об отыска-
нии наименьшего значения этой функции на множестве 92:

і(а:) -> шіп (на 92). (12)

Мы хотим выяснить, как может выглядеть необходимое условие
того, что в некоторой точке то Є 9 функция і принимает наимень-
шее значение. С этой целью обозначим через 92, множество всех
точек ж, удовлетворяющих условию д, (х) < О:

Ѕ2 і ={ ш:ді(: с)<О}, і=1,...,І.

Так как множество 52 определяется системой неравенств, то оно
является пересечением введенных множеств:

Ѕ2=Ѕ21ПЅЪП... ПЅ2,.



Рис. 1

Далее, «поверхность уровня» функции і, проходящая через точку
:с0, т. е. {х: І Ис) = у” (аг0)}, разбивает В" на область меньших зна-
чении и область ббльших значений. Добавим к области меньших
значений точку ає0 и полученное множество обозначим через 90:

90 = {11 Пт) <ї ( т<›)}Ы {т0}~
При этих обозначениях справедлива следующая теорема: для

того чтобы функция і, рассматриваемая на множестве 9, дости-
гала в точке :с0 наименьшего значения, необжодимо и достаточно,
чтобы пересечение 90 Г] 9 состояло из единственной точки :с0:
е0пе=е0пе1п... пе,= ез- <1.з ›
В самом деле, если бы существовала отличная от х0 точка

:с' Є 90 П 9, то в этой точке (по определению множества 90)
мы имели бы і (:с') < ї (10), т. е. в точке :с' Є 9 функция ў прини-
мала бы меньшее значение, чем в точке то. Поэтому условие (1.3)
необходимо. Аналогично проверяется достаточность.

Следующая идея - линеаризация Мы хотим заменить каждое
из множеств 90, 91, . . ., 9, его «линейным приближением»,
с тем чтобы сделать соотношение (1.3) более грубым, но легче про-
веряемым. На рис. 1 (относящемся к случаю І = 2) изображены
области 91, 92 и их пересечение 9 = 91 И 90. Вблизи точки
ас0Є 9 множество 9 мало отличается от выпуклого конуса К
(см. на рис. 2 окрестность, ограниченную штриховой окружностью).
Конус К и представляет собой «линейное приближение» множест-
ва 9 вблизи точки 1:0 - шатер, как в дальнейшем будем говорить
(точные определения приведены ниже).

Заметим, что шатром множества 91 в точке 10 является полу-
плоскость К1 (рис. 3), а шатром множества 9, - полуплоскость
К0, причем конус К (шатер множества 9) является пересечением
этих нолуплоскостей. Иначе говоря, в рассматриваемой ситуации
справедливо следующее утверждение: пусть 91, . . ., 9, - не-
которые множества в Н", имеющие общую точку ас0, и пусть
К1, . . ., К, - шатры этих множеств в точке аг0; тогда К1 П . . .
. . . П К, есть шатер множества 91 П . . . П 9,. В такой общей
формулировке это утверждение места не имеет (контрпример при-
веден в работе [151), но при наложении некоторых естественных
ограничений оно справедливо, и притом не только в евклидовом,
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но и в топологическом векторном, пространстве. Ниже будет прп-
ведена точная формулировка (и док' азательство) этого утверждения,
являющегося одним из центральных результатов теории шатров.

Вернемся к двумерной модели, изображенной на рис. 1-3.
На рис. 4 изображены не только множество 52 и его шатер К,
ноивведенное ранее множество 520, шатром которого является
полуплоскость Ко. В соответствии с равенством (13) пересечение
520 П 52 состоит только из одной точки 1:0. На рисунке видно, что
граничная прямая Г полуплоскости Ко отделяет Ко от конуса
К3= К, П К2, т. е. Ко содержится в одной полуплоскости, оп-
ределяемой прямой Г (даже совпадает с ней), а пересечение
КдП К., - в другой полуплоскости. Это дает повод к введению

Рис. 3 Рис. 4

следующего определения: будем говорить, что система выпуклых
конусов Ко, КІ, . . ., К, с общей вершиной то в Н" обладает
свойством отделимости, если существует в В” гиперплоскость,
проходящая через точку 10, которая отделяет какой-либо один
из этих конусов от пересечения остальных (т. е. для некоторого
і конус Кд находится в одном замкнутом полупространстве, опреде-
ляемом этой гиперплоскостью, а пересечение остальных конусов -
в другом замкнутом полупространстве). В основной части главы
аналогичное определение будет рассматриваться в произвольном
топологическом векторном пространстве.

Заметим теперь, что (насколько можно судить по ситуации,
изображенной на рис. 4) свойство отделимости конусов Ко, КІ, . . .
. . ., К д является необходимым условием выполнения равенства
(13) _ именно необходимым, так как конусы Ко и К могут быть
отделимыми, даже если равенство (1.З) не выполняется (т. е. най-
дется отличная от эго точка :с' Є 520 И 52, рис. 5). Таким образом,
в рассматриваемой ситуации справедливо следующее утверждение:
пусть 520, 521, . . ., 52, _ некоторые множества в В", имеющие
общую точку 2:0, и пусть Ко, КІ, . . ., К, _ щатры этих мно-
жеств в точке 1:0; тогда, если конусы Ко, К1, . . ., К, не обладают
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свойством отделимости, то найдется отличная от 1,, точка
з:' Є 920 П 91 П . . . П 9,. Утверждение это при некотором уточ-
иении (а именно в предположений, что хотя бы один из конусов
Ко, К1, . . ., К, не совпадает со своей несущей плоскостью)
в самом деле справедливо. Более того, при наложении некоторых
естественных ограничений, оно имеет место для топологических
векторных пространств. Ниже будет приведена точная формули-
ровка (и доказательство) этого утверждения, также являющегося
одним из центральных результатов теории шатров.

»

Ж
ІІ'бІІ, ""'І

\ї'
Рис. 5 Рис. 6

о” дпЁІц/ Іжўі

Сформулированные утверждения дают возможность получения
необходимых критериев минимума (для различных экстремаль-
ных задач) в геометрической форме, т. е. в виде требования о вы-
полнении свойства отделимости для некоторой системы выпуклых
конусов. Для того чтобы переформулировать эти необходимые
условия в алгебраической форме (в виде системы равенств и не-
равенств), воспользуемся понятием двойственного (полярного)
конуса.

На рис. 6 изображен двойственный конус В (К) конуса К С:
С 32. Он строится следующим образом: берется конус К' с вер-
шиной О, получающийся из К параллельным переносом, после
чего 1) (К) определяется как множество всех векторов а Є Н",
для которых скалярное произведение аж' неотрицательно для
любого И Є К':
В( К)= {а: а( а:- э:0)<0при асЄК}.

Заметим, что для конуса К1 (полуплоскости) двойственный конус
В (КІ) представляет собой луч, являющийся одной из сторон
угла В (К) на рис. 6. Конус В (Ка) - луч, являющийся другой
стороной этого угла. Так как угол В (К) -- выпуклый, то любой
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вектор а Є В (К) представляется в виде а = а, -1- а2, Где 611 Є:
Є 1)([{1), а2 Є В (Кг) (см. рис. б). Вообще, если а Є В (К1 П - - -
. _ _ П Кд), то существуют такие векторы а, Є В (КІ), . . .
..., аІЄВЦЄІ), что и==и1+---+111-

Это утверждение (также справедливое в топологических вектор-
ных пространствах) и позволяет получить интересующее нас ал-
тебраическое условие, при выполнении которого система конусов
обладает свойством отделимости. Пусть выпуклые конусы Ко,
КІ, . . ., К, обладают свойством отделимости. Например, сущест-
вует гиперплоскость Г, отделяющая Ко от пересечения остальных

конусов (см. рис. 4). Если ао -
внешняя нормаль полупро-

д; странства, содержащего конус
Ко (рис. 7), то ао Е В (Ко), при-
чем -ао есть внешняя нормаль

д» є полупространства, содержаще-
гоКІП
(К, П . .. П КІ). Согласно
сказанному выше это означает,

д, что- а0=а1+...+ а,, где” а, ЄВ( К1),..., а, ЄВ( К,).
Таким образом, в рассматри-

Ршь 7 ваемой ситуации справедливо
следующее утверждение: пусть
Ко, КІ, . . . , К, - система

выпуклых конусов в В" с общей вершиной то; для того
чтобы эта система конусов обладала свойством отделимости,
,необходимо и достаточно существование таких векторов
ад -ЧВ (Ко), а, г; В (КІ), . . ., а, Є В (КЦ), шатл бы один из ко-
торых был отличен от нуля, и выполнялось соотношение
а0+а1+...+ а[ ї 0.

При наложении некоторых естественных ограничений (о которых
речь пойдет ниже) это утверждение справедливо для системы ко-
нусов в топологическом векторном пространстве, и это также слу-
жит одним из центральных результатов теории шатров.

Наглядные соображения, позволившие сформулировать эти
центральные результаты теории шатров, по существу, не выходят
за рамки рассуждений, относящихся к доказательству так назы-
ваемой леммы Фаркаша и применяющихся при доказательстве тео-
ремы Куна- Таккера. Однако они изложены на языке отдели-
мости системы выпуклых конусов. Эта новая идея является решаю-
щей. Достаточно сказать, что пользующийся известностью при
решении экстремальных задач метод Дубовпцкого- Милютина
132, 331, который в идейном плане близок к методу шатров, содер-
жит весьма ограничительное требование телесности выпуклых
конусов, мешающее в ряде случаев получать адекватные необхо-
димые критерии экстремума. Именно идея об отделимости систе-
мы выпуклых конусов позволяет снять это ограничительное требо-
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вание телесности и сделать метод шатров весьма общим аппаратом
(частным случаем которого является метод дубовицкогочМилю-
тина), дающим наиболее тонкие критерии экстремума.

Сформулированные предложения дают достаточно ясное пред-
ставление о схеме рассуждений, характерной для метода шатров.
Для примера покажем, как работает эта схема применительно
к экстремальной задаче (14), (1.2), которая была рассмотрена вна-
чале. При этом будем считать, что все функции 31, 32, . . ., 3,, ў
являются гладкими, т. е. имеют непрерывные первые производные.

Рис. 8 Рис. 9

Пусть то -некоторая точка, удовлегворяющая системе нера«
венств (14), т. е.

х0Є52=521П522П... П52,.
Тогда в точке то некоторые из функций 31, 52, . . ., д, могут при~
нимать нулевое значение, а некоторые - отрицательные значе-
ния; индекс і, для которого д, (то) = 0, называется активным,
а индекс, для которого 3, (то) < 0,- неактивным. Для случая
активного индекса і (рис. 8) шатром множества 52, является по-

дї- (10)
лупространство Кі: ж: -їфп _ ас0)<0 , а двоиственныи
конус В (Кі ) состоит из всех векторов вида а, = 9», (дддєсд/дш),
где 7», 2 0. Аналогично, для множества 520 шатром является полу-

д (х _, _,пространство Ко: {а:: %(х -х0)<0}, а двоиственныи ко-
нус состоит из всех векторов вида ад = М, (ді (жд/ди), где Ж., 2 0.
Наконец, для случая неактивного индекса і (рис. 9) все достаточ-
но близкие к 10 точки а: Є В" принадлежат множеству 52,, и пото-
му шатром множества 52, служит все пространство К, = В" (рас-
сматриваемое как конус с вершиной то). Поэтому двойственный
конус В (Кі ) состоит из единственного вектора 0. Можно считать,

11



что и в этом случае двойственный конус состоит из векторов вида
7», (дддссд/дх), где, однако, 1., = О. Теперь равенство (4) прини-
мает вид

ддт) дв* (1) дё! (1)ЖО-#-+ Ж1%+...+ Ж, Ёі = О ,Ж,> О , (1.5)

причем среди чисел М, М, . . ., М имеются отличные от нуля И
9», 2 0 для случая активного индекса (т. е. при д, (то) = 0), 7», =
= 0 для неактивного индекса (т. е. при д, (то) < О). Таким обра-
зом, для любого индекса (активного или неактивного) справедли-
во равенство

Жід, (жд) = 0, і= 1, . . ., І, (1.6)

называемое условием нежесткости. Соотношения (1.5), (1.6) и дают
необходимое условие экстремума в рассматриваемой задаче мате-
матического программирования (представляющее собой частный
случай теоремы Нуна- Таккера ; более общая постановка задачи
предполагает, что имеются как ограничения типа неравенств (1.1),
так и ограничения типа равенств). Заметим, что все конусы Ко,
КІ, . . :, К, являются в рассматриваемом случае телесными, т. е.
к этой 'задаче в равной степени применимы как метод шатров,
так и метод Дубовицкого- Милютина.

Отметим, что по той же схеме рассуждений, основанной на
методе шатров, проводится решение и других экстремальных задач,
только множества 92,, участвующие в соотношении (1.1), а также
их шатры К, определяются каждый раз по- своему, с учетом сие- р
цифики рассматриваемой экстремальной задачи.

Рассмотрим в качестве иллюстрации одну простейшую задачу
оптимального управления с непрерывным временем. Рассматри-
вается управляемый объект

аё = 3(а:, и),

где х = (д, . . ., хп) Є В" _ фазовое состояние объекта, а и -
управляющий параметр, которому предписано изменяться в не-
которой области управления П С: В". Изменение и (і ) управляю-
щего параметра с течением времени может быть любой кусочно
непрерывной функцией со значениями в П. Задано начальное фа-
зовое состояние ж* и терминальное множество М0. Кроме того,
в В” задана некоторая функция у” (ж). Задача заключается в том,
чтобы найти такое управление и (і ), і* < і< іо («оптимальное››),
для которого соответствующая фазовая траектория ш (і ), і* <
< і < іо, начинающаяся в точке ж* (т. е. х (і*) = д), в момент
времени ід приходит в некоторую точку множества Мо и при этом
доставляет минимум функции у* в конечной точке:
то: ас (іо) Є 1110, 1” (эго) -›шіи.
Чтобы осмыслить эту задачу в рамках изложенных выше идей,

обозначим через 52, множество достижимости, т. е. множество
всех тех фазовых состояний, в которые рассматриваемый управ-
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ляемый объект может прийти под воздействием какого-либо до-
пустимого управления и (І) (начиная движение из точки 1*). Да-
лее, терминальное множество Мо обозначим теперь через 92. Та-
ким образом, интересующие нас точки шо должны принадлежать
множеству 91 И 92, т. е. в точку 10 мы можем прийти под воз-
действием некоторого допустимого управления и при этом то Є
Ё Мо. Задача теперь заключается в том, чтобы найти минимум
функции і на этом множестве 91 И 92. Это задача того же типа,
что и выше, и для осуществления минимума функции і в точке
то Є 91 П 92 необходимо и достаточно выполнение условия

90 П 91И 92: {-73о}
(ср. с условием (13)), где 90 определяется так же, как и прежде.

Теперь ясно, что если мы будем знать шатры множеств 90,
9,, 9, в точке то, то решение этой задачи (получение необходимого
условия экстремума) можно будет провести на основе описанной
схемы рассуждений по методу шатров. Это и приводит к принципу
максимума, дающему искомое необходимое условие оптималь-
ности. Для множеств 90, 92 (например, в случае, если множество
92 представляет собой многообразие или является выпуклым) на-
хождение шатров не представляет затруднений. Однако множе-
ство 9, (множество достижимости) имеет более сложную природу,
и нахождение шатра этого множества в точке то связано с сущест-
венными затруднениями. Именно построение шатра этого мно-
жества, впервые осуществленное автором [16], и явилось успехом
в построении основ теории оптимизации в общем, нелинейном слу-
чае. Детали этого построения можно найти в обстоятельиой статье
ИОІ, где имеются также и другие примеры решения экстремаль-
ных задач.

На примере задач оптимизации удобно проиллюстрировать
сформулированное выше положение о появлении новых, видоиз-
мененных экстремальных задач и о важности в связи с этим разви-
тия общих методов. В. Г. Гребенников высказал соображения о
целесообразности рассмотрения экономических моделей, в кото-
рых при достижении заданного уровня происходит «агрегирова-
ние» координат, т. е. переход к упрощенной модели. Например,
в начальный (плановый) период учитывается производство не-
скольких типов легированной стали, а на заключительном (упреж-
дающем) периоде эти координаты соединяются в одну, характери-
зующую общее производство стали. Таким образом, при перехо-
де от планового периода к упреждающему происходит изменение
числа координат, т. е. смена фазового пространства.

Иначе говоря, развитие производства на плановом периоде
описывается некоторым управляемым объектом 1:3 = 51 (ж, и), и в
фазовом пространстве этого объекта задана гиперповерхиость пе-
рехода, характеризующая «выполнение плана». Различные точки
гиперповерхности соответствуют различным вариантам выполне-
ния плана. Когда рассматриваемый управляемый объект достигает
этой гиперповерхности, происходит (по определенному заданному
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закону) «перескок» в другое заданное фазовое пространство, и даль-
нейший процесс осуществляется в этом фазовом пространстве по
другому закону: 3) = 32 (у, и). В фазовом пространстве переменной
у задано терминальное многообразие Мо, и задача заключается
в том, чтобы найти полную траекторию (содержащую участок, рас-
положенный в первом фазовом пространстве, перескок и участок
во втором фазовом пространстве), для которой конечная точка
принадлежала бы терминальному многообразию Мо и при этом
достигался бы максимум заданной функции или заданного инте-
грального функционала (суммарного дохода).

Эта задача не укладывалась в рамки ранее рассматривавшихся
вариантов принципа максимума; ее решение было получено [17]
на основе метода шатров в соответствии с намеченной выше общей
схемой рассуждений, но, разумеется, в связи с новой постановкой
задачи построение шатра для множества достиэкимости было про-
ведено заново с необходимыми видоизменениями.

Впоследствии, после обсуждения с В. Г. Гребенниковым,
была рассмотрена более общая постановка (задача оптимизации со
сменой фазового пространства и с переменной областью управле-
ния), для которой с помощью метода шатров было получено [18]
необходимое условие онтимальности. Это хорошо иллюстрирует
важность и действенность метода шатров.

2. Математические основы метода*

Везде в дальнейшем через Е обозначается локально выпуклое,
отделимое топологическое векторное пространство. Будем гово-
рить, что плоскости Ь, и 1,2 пространства Е находятся в общем по-
ложении, если для любых открытых множеств 01, 02 этих плос-
костей векторная сумма 61 + 02 является открытым множеством
плоскости Ь, -І- Ь2. Далее, если К - выпуклый конус в Е, то его
относительной внутренностыо гі К будем называть наибольшее
открытое множество плоскости аії К, содержащееся в К (где
аїї К - несущая плоскость конуса К, т. е. наименьшая плос-
кость, содержащая К); под плоскостью, как всегда, понимаем мно-
жество вида а + Ь, где Ь - векторное подпространство простран-
ства Е.

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что система выпук-
лых конусов КІ, . . ., К, с общей вершиной то в Е обладает свойст-
вом отделимости, если в Е существует замкнутая гиперплоскость,
отделяющая какой-либо один из этих конусов от пересечения ос-
тальных (т. е. для некоторого і конус К, находится в одном замк-
нутом полупространстве, определяемом этой гиперплоскостью,
а пересечение остальных конусов _ в другом замкнутом полупро-
странстве).

* Читатель, интересующийся лишь приложениями метода, может ознако-
миться с приводимыми ниже определениями и формулировками теорем,
пропустив доказательства.
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О п р е д е л е н и е 2.2. Для выпуклого конуса К с вершиной
хо в Е через В (К) будем обозначать его двойственный конус, т. е.
конус, состоящий из всех таких а Є Е', что а (х _ хо) < 0 для
любого х -Ё К; здесь Е' _ топологически сопряженное к Е про-
странство (состоящее из всех непрерывных линейных функциона-
лов на Е).

Условие общности положения означает, грубо говоря,_ в слу-
чае когда Ь, и Ь, пересекаются в одной точке,_ что «угол» между
векторами х, Є Ь, и х, г-Ё Ь, «ограничен снизу» по величине (хо-
тя понятие угла не определено в топологических векторных про-
странствах, но смысл этого утверждения наглядно понятен). При-
мер 2, приведенный ниже и относящийся к гильбертову простран-
ству, иллюстрирует это определение. Заметим, что в конечномерном
пространстве любые две плоскости находятся в общем положе-
нии. Важность условия общности положения иллюстрируется сле-
дующей леммой; пример, 2, приведенный ниже, показывает, что
это условие существенно.

Л е м м а 2.1. Пусть К,, К, _ выпуклые конусы с общей вер-
шиной в Е. Если гі К, ф ф, гі К, эЬ ф, ті К, П гі К2 = ф и не-
сущие плоскости аїї К1, аії К, находятся в общем положении, то
конусы К, и К, отделимы.

Справедливость этой леммы несложно устанавливается на ос-
нове стандартной теоремы отделимости * и теоремы Хана_Ба-
наха. Сформулированная лемма является основой доказательства
следующей теоремы, служащей одним из центральных результа-
тов теории шатров. Отметим, что в конечномерном случае условия
А и Б, указанные в формулировке этой теоремы, выполняются
автоматически (т. е. в этом случае указанные условия можно из
формулировки исключить).

Т е о р е м а 2.1. Пусть К,, . _., К, _ система выпуклых ко-
нусов в Е с общей верєииной хо, обладающая следующими двумя свой-
ствами: А) гі К, фф, . . ., ті К, ф ф; Б) если Ь, и Ь, _ две
плоскости в Е, каждая из которых представляется в виде пересе-
чения некоторых из плоскостей аії К,, . . ., аїї К,, то Ь, и Ь,
находятся в общем положении. Для того чтобы система конусов
К,, . . ., К, обладала свойством отделимости, необходимо и дос-
таточно существование таких векторов а, Є В (К,), . . ., а, Є
Є В (К ,), хотя бы один из которых отличен от нуля, что выпал--
нено соотношение
а,-|-...+а,=0. (21)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть векторы а,, . . ., а,, указан-

ные в формулировке, существуют, и пусть, для определенности,
* Все необходимые факты, относящиеся к топологическим векторным прост-
ранствам, можно найти в [21] или [88]. Стандартная теорема отделимости
утверждает, что если К _ выпуклый конус с вершиной 0 (в отделимом,
локально выпуклом тополргическом векторном пространстве), а 0 _ вы-
пуклое открытое множество, не имеющее с К общих точек, то существует
замкнутая гиперплоскость, отделяющая К и 0 (т. е. существует непрерыв-
ный линейный функционал, положительный на О и неположительный на К).
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а1± 0. Замкнутые полупространства, определяемые гиперплос-
костью {х: а1( х- то) = 0}, обозначим через ПІ, ПЗ:

П1 = {ї5 а1( ї_ їо) < 0}› Пг = {$5 016% '_ то) > 0}-
Так как а, Є В (К,), то для любой точки ш Є К, имеем а, (х -
_ то) < 0, т. е. К, С ПІ. Далее, так как а, Є В (К,), то для лю-
бой точки єсЄ К2 Г] . . . И К, имеем

(Іі (ЅІї--(І`0›<0, Ё=2,..., І .

Складывая эти неравенства, получаем (412 + . . . -І- а,) (а: -
- то) < 0, т. е. в силу соотношения (2.1) а, (а: -- то) 2 О. Это оз-
начает, что жЄ П2. Итак, К, С П1, К, П . . : П К, С П2, т. е.
система конусов К” . . ., К, обладает свойством отделимости.
Этим доказана достаточность.

Докажем необходимость. Можно считать, что общая вершина
конусов совпадает с точкой 0. При І = 2 соотношение (2.1) (для
отделимых конусов КІ, Кг) тривиальным образом справедливо.
Предположим, что І 2 3 и для меньшего, чем І, числа конусов не-
обходимость условия (2.1) установлена. Докажем его для І кону~
сов КІ, . . ., К,, обладающих свойством отделимости. Предполо-
жим для определенности, что существует замкнутая гиперплос-
кость Г, отделяющая К, от К2П. . .ПК,, т. е. К, С П1, К2Ц . . .
. . . И К, С П2, где П1, Пг - соответствующие замкнутые по-
лупространства.

Если гі К,_1 П гі К, = ф, то согласно лемме 2.1 конусы КИ
и К, отделимы, т. е. К,_1 С {х: 11.1 < 0}, К, С {а:: уаз 2 0}, где
9 Є Е', 9 72 0, и потому векторы а, = . . . = 111-2 = О, ан, = 9,
а, = -4 удовлетворяют условию (21).

Пусть теперь гі К,_1 Щ гі К, ± ф.
Полоіким

Кї, = КИ П
И
К,. ТогдаК1СП1,КэгП

.. . П Кідд П К,_1СП2, т. е. І --1
конусов КІ, . . ., КИ, КІ-, обладают свойством отделимости. При

. - . . *этом п КЁЦ, = (г1 КИ) И (п К,), аН КИ =
(аії К,_1) П (аії К,),

откуда следует, что конусы КІ, . . ., КИ, К,_1 удовлетворяют
указанным в формулировке условиям А, Б. По предположению
индукции существуют такие векторы а, Є В (К,), . . ., щ-, Є

* *Є В (КИ), 11,-, Є В (КИ), не все равные нулю, что
` *

111 + е е . + 01-2 + 01-1 ї" 0.

*Если щ-, = 0, то, положив а,_1 = а, = О, получаем систему век-
торов а1, . . ., а,_2, а,_1, 11,, удовлетворяющих соотношению (2.1).
Пусть теперь а*,-1 =;Ь 0; положим Пт = {ш: аї., аг< 0}, П: =
= {а:: аї., а: 2 0}. Тогда КЁ, С ПТ, т. е. Кї., П іпіъ П: = ф,
и потому

ин-, п ш ПЭ п ж, п м п:› = ф. <2.з ›
Если кН п іць п: = ф, то 11,-, с пї, т. е. ай; е в (ки).
Поэтому, положив 11,-, = 11111, а, = 0, получаем векторы аІ, . . .
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. . ., а,_2, а,_,, а,, удовлетворяющие (2.1); аналогично при К, Й
. *П тпъ П, = ф. Пусть теперь оба пересечения непусты, т. е. су-

ществуют векторы
д-, Є кН п шт пї, 1, Є к, п ть пї. (24)

Так как аїї К,_, и аії К, находятся (по условию Б) в общем поло-
жении, то из соотношения (2.З) вытекает согласно лемме 2.1, что
конусы К,_, И іпї ПЁ и К, Г] іпЬ П: отделимы, т. е. первый из
них содержится в Р, == {а:: Ьсс < 0}, а второй - в Р, = {а:: Ьх 2
2 0}, где Ь ЧЬ О. При этом функционалы 4171,, Ь линейно независи-
мы (поскольку согласно записи (2.4), аї, ш,_,>0, ааї., гс, >0, НО
дат-, < 0, Ьх, 2 0). Следовательно, пересечения ПТ П Р,, Пї П
П Р2, П: П Р,, П: Г] Р, являются телесными выпуклыми кону-
сами, причем внутренность каждого из них не пересекается с ос-
тальными тремя коиусами. Из включения

ю-,с ПТ ы (КИ П шт Пёїс пї Ы Ра
. *вытекает теперь, что К,_, И шт, (Пг П Р,) = ф, и потому К,_,

*и П2 П Р, отделимы, т. е.

К,_, С: {ш: с, а: < 0}, ПЁ П Р, С {а:: с,: с2 0},

' г* . * .где с, -г 0. Аналогично, К, т__
*2 0}, с, ф 0. При этом из включения П., П Р, С

вытекает, что с, есть линейная комбинация функционалов а,_,
.,. *и Ь (и, аналогично, с, _ линейная комбинация функционалов щ-,

И Ь). Далее,
п: = (п: п Р,› д; (пўпрдс р; с, х>о} ц {$:с,т>0}, (2.5),

ОТКУДЗ, ПЄРЄХОДЯ К ДОПОЛНЄНИЯМ, ИМЄЄМ

ть п? 3 о: щ < о; п ы; 0,, < о}. (из)
Если теперь с, и с, линейно независимы, то ат., = ос, с, -І- оє2с2,
причем из выражения (2.6) следует, что ос, 2 О, ос, 2 0. Так как
К,_, Є {а:: с, а: < 0}, то с, Є В (К,_,), и потому ос, с,Є В (К,_,).
Аналогично, ос2с2 Є В (К,). Поэтому, полагая а,_, = ос, с,, а, =
= ос2с2, получаем требуемые векторы а,, . . ., а,_2, а,_,, а,, удов-
летворяющие в силу равенства (2.2) условию (24). Если же с,
И с, линейно зависимы, т. е. с, = ієс, (їс =,Ь 0), то при Іс > 0 из фор-
мулы (2.5) следует, что ПЁ = {:с: с, а: 2 0}, т. е. ай, = ос, с,, где
ос, > О. Поэтому векторы 11,-, = ос, с,, а, = 0 обеспечивают выпол-
нение условия (2.1). Наконец, если с, = ієс,, где Іс < О, то, пос-
кольку с, Є В (К,_,), с, Є В (К,), имеем -с, Є В (К,), и пото-
му условию (2.1) удовлетворяют векторы а, = . . . = 41,-, = 0,
411-1 = 011 111 = *Ст-
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Проведенная индукции доказывает теорему. Ниже приведены
примеры, показывающие существенность наложенных условий
А и Б.

В дальнейшем предполагается, что фиксирован некоторый класс
Е топологических векторных пространств и некоторый класс (9
локальных отображений (отображающих окрестность нуля одного
пространства класса Е в другое), причем выполнены сформулиро-
ванные ниже условия ос, В, у. При формулировке этих условий
и во всем дальнейшем изложении условимся по аналогии с обозна-
чением о (аз) любое отображение класса 8 обозначать Є (х) (или
просто Є).

ос. Пусть ї, = И, -і - 0, їг = 112 -і - 6 - локальные отображения,
где Щ: Е, -›Е2 и 112: Ег -›Е3 - непрерывные гомоморфгтзмы.
Тогда іг о ІІ = ігг о Іъі -Е- 6.

В. Пусть і = е -і - 6 - локальное отображение из Е в Е, где
е -- тождественное отображение. Тогда существуют такие окрест-
ности нуля Уи 2 в Е, что ї гомеоморфно отображает Уна 2 и Г* =
= е -{- 0.

у. Пусть і = Ра -і - 6, где Н: Е1'-› Е2 _ непрерывный гомомор-
физм. Пусть, далее, 2 Є Е, и С С Е2 - такой конус с вершиной
О, что 11 (2) Є іпЬ С. Тогда существует такой конус О с вершиной 0
в Е, и такая окрестность нуля 2 в ЕІ, что 2 Є іпЬ О и ї (О П
П Ё) С С.

Чтобы условия ос, В, у не казались слишком абстрактными,
.заметим, что они (как несложно проверить, см. работу [14]) выпол-
няются, если Е - класс всех банаховых пространств, а 6 - класс
всех локальных отображений типа о (х), имеющих непрерывный
дифференциал Фреше.

О п р е д е л е н и е 2.3. Пусть 9 С Е - множество, содер-
жащее точку эго, и К - выпуклый конус в Е с вершиной то. Конус
К будем называть шатром множества 52 в точке то, если К обладает
непустой относительной внутренностью и для любой точки 2Є
Є гі К найдется такой выпуклый конус О; С К с вершиной то
и такое отображение ф, = е -і - 0, где е - тождественное отобра-
жение пространства Е, что выполнены следующие условия: 1°
2 Ё ті О: И а” 02 : аНКЁ 2О1р2 ((_'350 + 02) П 22) С: *330 + 9»
где 2, _ некоторая окрестность точки

Условие 2° можно сформулировать и иначе: существует такое
отображение ср, определенное вблизи точки то и имеющее вид
ср (т) = ш + 0 (х - го), что ср (О, П 22) С 9, где 22 -- некоторая
окрестность точки то.

З а м е ч а н и е. Если существует такое отображение ф =
= е -ї- В и такая окрестность нуля 2, что ф ((-ш0 + К) П 2) С
С -жо + 9, то К - шатер множества 52 в точке го. В самом деле,
для любой точки 2 Є іпт, К можно положить О, = К, ф, = ф,
2, = 2, и тогда условия 1°, 2° выполняются.

Следующие три теоремы содержат наиболее простые случаи
нахождения шатров.

Т е о р е м а 2.2. Пусть 3 = Ь -і - 6 _ локальное отображение
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из Е в ЕІ, где к _ непрерывный гомоморфизм. Если существует
такое подпространство Ь С Е, что гомоморфизм к: Ь ~›Е1 об-
ладает непрерывным обратным голшморфизмом к: Е, -› Ь, то яд-
ро К гомоморфизма к: Е -›Е1 является шатром лгножества 9 =
= д* (0) в точке 0.
Доказательство. Полопанм р=кэк , к1=е_р

(е _ тождественное отображение). Тогда гомоморфттзм р является
тождественным на Ь н потому для любого ж Є Е имеем р (11 (ж)) =
=р(1)- р( р( т ))= р(1)~ р( т )=0,т- е. 9(1)Єр̀1(0)=
=к "1(0)=К. Положим, далее, ї =к=›;;= р+9,ср=ї +11.
Тогда ср = (р -і - 6) + (е _ р) = е + 0. Согласно свойству [З в оп-
ределении класса 6 существуют такие окрестности нуля У и Е,
что ср гомеоморфно отображает У на Е, а отображение ф = ср*
имеет видтр = е -І- 6. Для любой точки ж Є К П 2 имеем

/'(1Р(1))=<Р(Ф($))-Ч(Ф(ї))=1-Ч(Ч>(1))ЄК-
Кроме того, ї (ф (1)) Є Ь, поскольку ї _ локальное отображение
из Е в Ь. Следовательно, ї (ф (ж)) Є К Г] Ь = {0}, т. е. ї (ф (ж)) =
= 0, и потому ф (ж) Є ї"1 (0) = 3** (О) = 9. Таким образом,
тр (К И Е) С 9, т. е. согласно замечанию к определению ЗК _
шатер множества 9 в точке 0.

Т е о р е м а 2.3. Пусть ї (ж) _ действительная функция, за-
данная в окрестности точки жд Є Е и имеющая вид ї (ж) = ї (жд) +
-і - І (ж _ жд) + 6 (ж _ жд), где І _ нетривиальньъй непрерывный
линейный функционал. Положим: 91 = {ж: ї (ж) < ї (ж0)}, 90 =
= И Пт) < Ґ (так Ы {1<›}, Ко = (11 7(т)<1(т0)}- Тогда Ко
есть шатер каждого из множеств 90, 91 в точке жд.

Д о к а з а т е л ь с т в о достаточно провести в случае, когда
жд = О. Пусть и Є гі Ко, т. е. І (г) < 0. Множество Иї, = {ш:
І (ш) < _1/2І (2)} открыто в Е и содержит точку О, и потому 2 +
+ Иї, есть окрестность точки 2. Обозначим через 0:: конус с вер-
шиной 0 в Е, пороэкденный множеством 2 -І- 147,. Если ж Є Ой,
причем ж 7% О, т. е. ж = 7» (2 + ш), 7» > 0, ш Є 147,, то имеем

1(=г )= 1(^(2+Ш)) =7»(1(2) +1(Ш))<7~(1(2)-1/21(2)) =
= І/,м (г) < о, (2.7›

*и потому О, С Ко.
Далее, положим к = 1/21, ї1 = ї _ к = к + Є. и обозначим

через С множество всех неполоъкительных чисел. Тогда С есть ко-
нус с вершиной 0 в Н, и мы имеем к (г) = 1/2! (2) < 0, т. е. к (г) Є
Є іпЬ С. Согласно свойству у в определении класса Є существует
такой конус ОЁ* с вершиной 0 в Е и такая окрестность нуля 2,
в Е, чтогєімоїттлюї* о гос с, т. е.1н<1›<0прихє
Е

Л (т) = ї (т) - 1/21 (т) < 0- (2-8)
Наконец, положпм О, = О: Г) ОЁ* С Ко. Тогда 2 Є іпї, О,
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и аІї О, = Е = аії Ко, т. е. условие 1° в определении шатра вы-
полнено. При а: Є О, Г] 2,, к -,+ 0, хтмеем согласно соотношениям
(2.7) и (2.8) ў (х) = 1/2! (сс) -І- (і (ж) _ 1.21 (22)) < 0, откуда выте-
кает, что О, П Е, С 521,. Поэтому, полагая ф, = е (тождественное
отображение пространства Е), находим ф, (О, П 2,) = О, П
П 2, С 520, т. е. выполнено и условие 2° в определении шатра.
Таким образом, КО - шатер множества 520 в точке О. Так как
520 С 521, то Ко является также шатром множества 521 в точке 0.

Т е о р е м а 2.4. Пусть 52 С Е _ выпуклое множество, об-
ладающее непустой относительной внутренностью и удовлетво-
ряющее условию 0 С 52, а К - опорный конус множества 52 в точке
О, т. е. К = Ы 0,52). Тогда К - шатер множества 52 в точке 0.

›.>о
При доказательство этой теоремы (которое мы не рассматри-

ваем) в качестве ф, берется (как и в предыдущем доказательстве)
'тождественное отображение.

Для того чтобы доказать следующую (основную) теорему, по-
надобится еще одно определение и несколько лемм.

О п р е д е л е н и е 4. Пусть топологическое векторное про-
странство Е распадается в алгебраическую прямую сумму своих
подпространств Ь1 и Ьг. Если при этом Ь1 и Ь, находятся в общем
положении, то будем писать Е = Ь1 (901, Ь2.

Л е м м а 2.2. Пусть р: Е -› Ь - проекция пространства Е
на Ь параллельно подпространству Аї. Тогда каждое из подпрост-
ранств Ь, Лї замкнуто в Е и Е = Ь 630,, Аї.

Л е м м а 2.3. Пусть Ь1 и Ь С Ь1 - подпространства топо-
логического векторного пространства Е и Е = Ь $011 П. Тогда
І/І ї (ЬІ П

Л е м м а 2.4. Пусть Ь1 и Ь2 _ подпространства топологи-
ческого векторного пространства Е, находящиеся в общем положе-
нии, и Ь _ их пересечение. Если Ь1 = Ь 63,11, К, то Ь1 + Ь, =
= 1/2 (Ёоп Н-

Т е о р е м а 2.5. Пусть 521, . . ., 52, - некоторые множества
в отделимом локально выпуклом пространстве Е, имеющие общую
точку 10, и К1, . . ., К, - щатры этих множеств в точке то.
Предположим, что Е = (аїї К1 П . . . П аНК,) (Эт, Н, П С
С Е, и гі К, 4: ф, і = 1, . . ., І. Предположим, кроме того, что
,любые две плоскости, каждая из которых представляется в виде
пересечения некоторых из плоскостей аНЁ К1, . . ., аН К ,, находят-
ся в общем положении, а из: сумма является замкнутой плоскостью
в Е. Тогда если конусы К1, . . ., К , не обладают свойством отде-
лимости, то К1 Г] . . . П К, является шатром множества 521 И . . .
. .. П 52, в точке то.

Д о к а з а т е л ь с т в о (при то = 0). Пусть для меньшего,
чем І, числа конусов теорема справедлива (І > 1). Положим К =
= К1 П . . . П К_,_1. Согласно условиям теоремы аії К находит-
ся в общем положении с аїї К,, а подпространство аії К + аіі К,
замкнуто и потому. совпадает с Е (иначе К1, . . ., К, обладали бы
свойством отделимости). Положим, Ь = аії К П аїї К ,. Согласно
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леммам 2.3 и 2.4 имеем
аїї К,=(1\ їП аїІКд $011), Е=( аїїК) (ЭОПЦУ П аПКд.

Следовательно, в силу индуктивного предположения К - шатер
множества 9 = 9, П . . . П 9,4.

Пусть 2 Ф: гі (К П КІ) = гі К Г) гі К, и пусть (см. определе-
НИЄ 3) ФЮ Г) Ё) С9,Ф:(0: Г) Ё) С9:, где 25110: 830 =
= аії К и 2 Є 1401, аН О, = аіі КІ. Можно считать, что О =
= С П аїї К, О, = С П аНКІ, где С - телесный конус в Е с
вершиной 0 и 2 Є іпЬ С.

Обозначим через р проектирование пространства Е на аїї К
параллельно 1\/' П аїі К,, а через 9 _ проектирование на И П
П аїї К, параллельно аїї К и положим і = 9 о ф* о ф, = 9 -і -
-І-Є, Ф= і +1>=г +9-Тогда

ср* (Ь П У) С М П аїі КІ, (2.9)

где М = Гї (О), а У - достаточно малая окрестность нуля. В са-
мом деле, при ш Є ср"1 (Ь П У) имеем ср (х) Є Ь С аїі К, откуда
<1(<Р(1)) = 0, Ч (Ґ (т) + Р (д) = 0» Ч (ї (д) = 0» И ПОТОМУ В СИЛУ
соотношения 9оі =9<›(9оф'1<› ф,)=] і(а:)=0, т. е. азЄ
Є Гї (О) = М. Кроме того, при т Є ср* (Ь П У) имеем в силу
СООТНОШЄНИЯ Пт) = 0 Р (1) = Р (ї (1) + Р (1)) = Р (Ф (т) Є
Є р (Ь) = Ь, и потомух Є аіїКр Этим соотношение (2.9) доказано.

Далее, для любого у Є 111 имеемї (у) = О, т. е. 9 (1|Г1 (ф, (у)) =
= 0: Ф 1 (Ф: (11)) Є гїї К, И ПОТОМУ Ф:( М)СФ ((8310 Г) 71),
где УІ _ область определения отображения ф. Следовательно,
согласно соотношению (2.9)

Ф: (ЧГІ (Ъ Г) 7)) СФ: (М) СФ (ФЙК) П Уд- (2-10)
В силу свойства у в определении класса Є существует такой те-

лесный конус О* в Е с вершиной О и такая окрестность нуля 2* С
С У, что 2 Є іпї, О* и выполнены включения

ф* кг* п 2*›с с: Ф* (ф: «г ю* о 2*››› с с,
п потому (если окрестность 2* достаточно мала)

Ф: (Ф-І Ю* П Ё*)) СФ: (С П Ё), Ф: (Ф-І (0*П Ё*)) С
СФ (С П 2).

Следовательно,

Ф:( Ф`*(0*ПБ Г) Ё*)) СФ:( СП Ё) ПФ( СГ) Ё) Г)
ПФ:( Ф`1( ЪГ )Ё*)) СФ:( СП Ё) ПФЮГ) Ё) Г)
П Ф: ((8310) П Уг) П Ф (Шїїї) Г) Ут)

(см. соотношения (2.9), (210), где У, _ область определения ото-
бражения 1р,). Отсюда получаем
Ф:( Ф`*(0* ПЬПЁ*)) СФ( СГ) (ШҐОП Ё) Г ) Ф:( СП
П( гїЁК:) ПЁ)=Ф(0ПЁ) ПФ:( О: ПЁ) С9 Г )9:-
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Это означает, что конусы К П К,, 0* П Ь и отображение ф, О
о (р-ї удовлетворяют (по отношению к множеству 9 Г) 9,) усло-
виям 1°, 2°, и потому К П К, является шатром множества 9 П 9,
в точке О.

Т е о р е м а 2.6. Пусть 9,, . . ., 9, - некоторые множества
в пространстве Е, имеющие общую точку хо, и КІ, . . ., К, _ шат-
ры этих множеств в точке хо, причем выполнены условия теоремы
2.5 и хотя бы один из конусов КІ, . . ., К, не совпадает со своей
несущей плоскостью. Тогда, если конусы К 1, . . ., К, не обладают
свойством отделимости, то найдется отличная от хо точка
ЅІҐІЄЅЗІП ... Г) 9,.

Доказательство (при х0=0). ПустьгёгіК, П
. . . П гі К,. Так как хотя бы один из конусов К, не совпадает
со своей несущей плоскостью, то для этого конуса 0 её гі К,, и по-
тому : =;Ь 0. По теореме 5 конус К = К, П . . . П К, является
шатром множества 9 = 9, И . . . П 9, в точке 0. Так как я Є
Є гі К, то найдутся такой выпуклый конус 02) С К с вершиной
0, такое отображение фЁ = е + 6 и такая окрестность нуля 2Ё
в Е, что 2 Є 1102 и фЁ (02 П 22) С 9. Так как 2 # 0, то сущест-
вует такой непрерывный линейный функционал І: Е-› В, что
1 (2) < 0.

Положим, ї = Іо фЁ; тогда согласно свойству а в определе-
нии класса Є ї= І-і- 6. Повторяя конструкцию, проведенную
при доказательства теоремы 2.3, найдем такой конус 0, с верши-
ной 0 в Е и такую окрестность нуля 2,, что 2 Є іпї, 0, и ї (х) < 0
при х Ё 0, П 2,, х =,± 0. Из соотношения ї (х) < 0 вытекает, что
фЁэЬ 0 при хЄ 0, П 2,, хэЬ 0. Если теперь хЄ (02 П 22) Г|
П (0, И 2,), хэё 0 (такая точка существует, поскольку 2 Є
Є гі 0Ё П іпЬ 0, С 02 П 0,), то имеем ф? (х) ± 0, фЁ (х) Є 9,
т. е. х' = ф? (х) есть отличная от 0 точка множества 9 = 91 Г] . . _
. . . П ,.

З а м е ч а н н е. Теорема 2.6 справедлива также [8], если
Е -класс всех конечпомерътых пространств, а 6 - класс всех
непрерывных локальных отображений вида ї (х) = 11 (х) -і - о (х),
где Ра - линейный гомоморфизм. Однако теорема 2.5 в этом слу-
чае места не имеет [15].

Т е о р е м а 2.7. Пусть 91, . . ., 9,'- некоторые множества
в отделимом локально выпуклом топологическом векторном пра-
странстве Е, имеющие общую точку хо, и К1, . . ., К, - шатры
множеств 91, . . ., 9, в точке хо. Пусть, далее, ї - действитель-
ная функция, заданная в некотором открытом множестве, содер-
жащем 9,, . . ., 9,, и имеющая в точке хо вид ї (х) = ї (хо) +
+ І (х - хо) + 0 (х _ хо), где І - непрерывный линейный функ-
иионал. Через К 0 обозначим конус (х: І (х) < І (х0)}. Предположим,
что выполнены условия, наложенные на конусы К1, . . ., К, в теоре-
ме 2.5. Для того чтобы функция ї, рассматриваемая на множестве
91 П . . . П 9,, достигала минимума в точке хо, необходимо,
чтобы конусы К 0, КІ, . . ., К, обладали свойством отделимости,
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т. е. существовали такие векторы ао ЄВ (Ко), а, Є В (К,), . . .
.., щЄВ (К,), не все равные нулю, что а0+а,+ . . . -і -а,=

Доказательство. Таккак аїіКо =Е, токонусыКо,
1, . . ., К, обладают всеми свойствами, которые в теореме 2.5

сформулированы для конусов КІ, . . ., К,. Кроме того, конус Ко
не совпадает со своей несущей плоскостью, причем этот конус яв-
ляется шатром множества 52,, = {з:: ](э:) <ї (х0)} Ы {а:0} в точке
,то (теорема 2.3). Если бы Ко, К,, . . ., К, не обладали свойством
отделимости, то согласно теореме 2.5 существовала бы отличная
от 1,, точка ж' Є 52,, П 52, П . . . П 52,. Тогда мы имели бы з:' Є
Є 52, Г] . . . П 52, и, кроме того, з:' Є 520, :є' угшо, т. е. ](а:') <
<і (то), это означает, что функция ї, рассматриваемая на множе-
«стве 521 П . . . П 52,, не достигала бы минимума в точке 10. Таким
образом, для того чтобы в точке ха достигался минимум, необходи-
мо чтобы конусы Ко, КІ, . . ., К, обладали свойством отделимо-
сти, т. е. (согласно теореме 2.1) необходимо существование векто-
ров ао, а,, . . ., а,, указанных в формулировке теоремы 2.7.

Доказанная теорема легко обобщается на случай, когда функ-
ционал І-- выпуклый. В таком виде она содержит практически
все необходимые условия первого порядка в задачах математиче-
ского программирования (теоремы типа Куна- Таккера и др.).
Достаточные условия получаются с помощью следующей теоремы.

Т е о р е м а 2.8. Пусть Ко, КІ, . . ., К, _ вьтукльъе конусы
с общей вершиной то в топологическом векторном пространстве Е
и 520, 521, . . ., 52, - такие множества, что выполнены включения
52, С Кі, і = О, 1, . . ., І. Если существуют такие векторы ао Є
ЄБЦЁО), - - -,а,ЄВ (К,), чтоа0±0иа0+ . . . +а,=0, то

П=( іпІ ;52,,) П521ПП 52,=ф.
(Заметим, что если выполнены условия теоремы 2.1, то вместо
ао =;Ь О можно потребовать, чтобы не все векторы ао, а1, . . ., а,
были равны нулю и конусы К1, . . ., К, не обладали свойством от-
делимости.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, напротив, что П ф ф,
и пусть 2 Є П. Так как 2 Є 52, С К, и а, ЄВ (Кі ), то

а, (и _ то) < 0, і= 1, . . _, І. (2.11)

Далее, так как 2 Є іпЪ 52,, С іш, Ко и ао Є В (Ко), причем ао #= О,
то ао (2 - то) < 0. Отсюда, учитывая соотношения (211), получаем

(ао+а1+..,_ ў'аі )( ї_їо)<о,
что, однако, противоречит соотношению ао -і - а, + . . . -і - а, = 0.
Полученное противоречие доказывает, что П = ф.

В заключение приведем примеры, иллюстрирующие условия
А и Б в теореме 2.1.

П р и м е р 1. Обозначим через Ѕ единичную сферу гильберто-
ва пространства Н и выберем счетное множество М = {ш1, же, . . .
. . .} С Ѕ, плотное в Ѕ. Далее, построим индуктивно та-
кие элементы :с1, ж; . . . сферы Ѕ, что |[ ж, -
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= 1, 2, . . ., и для любого Іс векторы ті, . . .,
симы. Множество ЛГ =
теперь через Аї алгебраический базис в Н, содержащий М', а че--
рез К1 _ множество всех (конечных) линейных комбинаций эле-
ментов базиса Ш с неотрицательными коэффициентами. Наконец,
положим, КЗ = -К1, КЗ = {х: асє < 0}, где а Є Н - ненулевой
элемент, Тогда [(1 П [(2 = {0}, и потому выпуклые конусы КЗ,
КЗ, КЗ с общей вершиной 0 обладают свойством отделимости. Од~
нако равенство а1 + аЗ + аЗ = 0, где 111 Є Б (КО, 112 Є В (КЗ),
аЗ Є В (КЗ), имеет место лишь при а1 = аЗ = аЗ = 0 (поскольку
КЗ = Н, т. е. В (КЗ) = {0} и, аналогично, В (КЗ) = {0}). Непри-
менимость теоремы 2.1 объясняется здесь тем, что не выполнено
условие А: аїї КЗ = Н, но гі КІ = ф.

П р и м е р 2. Пусть еІ, еЗ, . . . - ортонормированный базис-
гильбертова пространства Н. Обозначим через КЗ замкнутое под-
пространство, порожденное векторами еЗ, е4, . . ., еЗ,,, . . ., через.
КЗ - замкнутое подпространство, порожденное единпчными век-

-ті еЗЗ -і -еЗпд), п = 1, 2, . . ., и положимІ/пг + 1 п .

КЗ = р: ь$< 0}, где ЬІЕЁҐЄЗ. тогда кїпкЗ = {0}, и пото-
му выпуклые конусы КЗ, КЗ, КЗ с общей вершиной О обладают
свойством отделимости. Однако равенство а1 + аЗ + аЗ = 0, где
аЗ Є В (КЗ), аЗ Є В (КЗ), аЗ Є В (КЗ), как нетрудно проверить,
имеет место лишь при 111 = аЗ = аЗ = 0. Неприменимость теоре-
мы 2.1 объясняется здесь тем, что не выполнено условие Б: под-
пространства КЗ и КЗ не находятся в общем положении.

Эти примеры показывают, что` условия А и Б в теореме 2.1
существенны.

Заметим еще, что в примере 2 угол щ, между векторами еЗп Є
Є К, и е; Є КЗ удовлетворяет условию Ѕіп щ, < і/п, и потому
00,, -› 0 при п -›- оо. Именно с этим связан тот факт, что замкнутые
подпространства КЗ и КЗ (имеющие лишь одну общую точку О)
не находятся в общем положении.

ТОРЕІМИ Є; Зї
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ТОПОЛОГИЧЕСКІ/ ІЙИНДЕКС
ЭКСТРЕМАЛЕЙ ОПТИМИЗАЦИОННЬІХ ЗАДАЧ

Глава посвящена важному разделу математической теории си-
стем_оптимизационным задачам (см., например, ІБ, 39, 73, 83, 1041).
В главе вводится и изучается топологический индекс экстрема-
лей ряда оптимизационных задач; указываются приложения этого
понятия.

1. Топологический индекс критических точек функционалов
на гильбертовых пространствах

1.1. Н- правильньъефункциональъ. Пусть Н -- вещественное се-
парабельное гильбертово пространство со скалярным произведе-
нием (и, и). Функционал 1* (и) Є СІ (Н, ВІ) назовем Н- правиль-
ным на шаре Т С Н, если его градиент ограничен на Т и удовлет-
воряет следующему условию (Ѕ); если щ, Є Т, щ, _» но и

1іп1(7](ип),ип--и0)<0, (11)
71-»00

то ип» ио (символы -1 и _» обозначают соответственно слабую
и сильную сходимость в Н). Функционалу” (и) назовем Н- правиль-
ным в точке и* Є Н, если он Н- правильныйна некоторой ее ша-
ровой окрестности. Приведем примеры.

а. Рассмотрим функционал у* (и) = (и, и)/2. Так как 71* (и) =
= и, то из ип Р» щ, вытекает оценка

1іп1(7]“( ип),и,,_ но): Ііш (ип, ип - и0)=1іш
їЪ->О0 П- ФОО П- ЬСЮ

и в силу соотношения (11) ип» но. Значит, рассматриваемый
функционал Н- правилен.

б. Рассмотрим функционал і(и) = (и, и)/2 + 3 (и), где д (и)
дифференцируем по Фреше и его градиент 75; (и) слабо непреры-
вен, т. е. переводит слабо сходящиеся последовательности в слабо
сходящиеся. Если ип -» ио, то

Ііт (71 (ип), щ, - ид) = 1іп1(и,, + ў3(и,,), ип - ио) =
ТІ- ФЭО 71~ФОО

:1ігп
П- ФОО 'УІ->ЭО ТІ- МЗО

и из соотношения (11) следует, что и" -> но. Значит, функционал
1* (и) Н- правилен.
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в. Пусть Е! СВ” (Н ў 3) - ограниченная область с гладкой
0

границей. Пусть И/ Ё (52) - пространство Соболева [95] функций
и (ах) (ж ЕЩЕ), имеющих обобщенные производные ихі (гс), сумми-
руемые с квадратом, и имеющих нулевой след на границе 052 об-

0

ласти 9. Пространство И/ Ё(9) гильбертово. Рассмотрим функцио-
нал

т): Ѕгсаауддах, аегї/ щзг), (12)
о

с гладкнм интегрантомї (сс, и, р) (ж Є 9, | и І, |р | < со). Пусть

|Ри1<0<1+1и1°~+| р|°~›, <1.з ›
1Ррі 1<0(1+1и|°=»+| р|›, :=1,...,Ы, (1.4›
ІЁииІ < С (1 + ІЫ ІЩМ” + ІР РЖ). (15)
Іїирі|<'С(1+ІИІ2““`”+ІРІ2/“), і=1,~-.1\ї,

(1.6)
'

сіёмё <дё1чдцрдё ёі<сіёмё (1 І)

где С, с, осд, 0:2, из _ положительные постоянные, причем 0:1 <
< (1\/` -і - 2)/(1\/` - 2), ос2 <(1\7 + 2)/1\/', щ, < АҐ/( АҐ- 2). Функцио-

0
нал (1.2) И/ Ё (52) _ правилен [941.

1.2. Топологический индекс множества минимумов. Пусть на
границе дУ ограниченной области У С Н нет критических точек
Н- правильного функционала і (и), а 932 -~ множество лежащих в
У его критических точек. Ниже рассматриваются расширяющие-
ся последовательности НІ С Н2 С . . . С: Нд С . . . конечно-
мерных подпространств, для которых

Ы Нп=Н; (1-8)
ТІ

через Р” обозначаются ортопроекторы на Нд. Тогда [76, 94] оп-
ределенные на границах 617,, областей Уп = У П Н). конечномер-
ные векторные поля Ф” (и) = Рпў] (и) при больших п невырож-
дены и их вращения одинаковы. Это общее вращение назовем то-
пологическим индексом іші 032; і) множества 532 критических то»
чек функционала і(и).

Пусть 5332 - компактное связное многообразие класса СЗ, ле-
жащее в конечномерном подпространстве, а Х (т) - его характе-
ристика Эйлера- Пуанкаре (см., например, 1841).

Т е о р е м а 1.1. Пусть 533? реализует строгий локальный ми-
нимум фунпционала ў (и). Тогда іпєі (932) = Х (932).

Доказательству предпошлем несколько лемм. Для простоты
будем считать окрестность У, участвующую в определении топо-
»логического индекса іші (ЭМ ї). шаром. Пусть 932 реализует стро-
гий минимум функционала ] (и) на 17 и І (и) = 0 при и Е 932.

а
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1.3. Леммьъ. Л е м м а 1.1 11071. Каждый Н- правильньъйфунк-
ционал слабо полунепрерьивен снизу.

Л е м м а 1.2. Пусть И/ С У - некоторая опрестность мно-
гообразия 932. Тогда іпї {] (и): и Є дИ7} > О.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В предположении противного най-
дется последовательность точек ип Є дІ/ У, для которой

Іішў (ип) = 0. (1.9)
'ІІ-Изо

Так как шар 17 слабо компактетт, то можно считать, что ил* ид Є
Є У. Тогда в силу леммы 1.1

Ііш Дип) >і ( и0). (110)
п- азо

Из соотношений (1.9) и (110) следует равенство і(и0) = О. По-
этому ио Є т. По формуле конечных приращений

тип) -і
где ип = ап (1 -і - 6п)/2 -І- но (1 _ 6п)/2, а 6,, _ некоторое число
из промежутка (О, 1). Поскольку

т*- ип+и0пт [ином
то в силу равенства (1.9)

ТЕ (Удип), 11,, _ мо) < 0.
ТІ- ЬОО

Так как 12,, _»- ио, то в силу (Ѕ)- свойства градиента Уі (и) имеет ме-
сто сходимость ип -›- ао. Но тогда и ип -› но. Следовательно, щ, Є
Є дИ7. С другой стороны, ио Є
Лемма доказана.

Пусть_И7ЄУ - окрестность многообразия 50? и Т (п) =
= (У\ И/) П Нп.

Л е м м а 1.3. Существуют, такие 1\/' и о: > 0, что

їИїІІ Рпїї (и) Н > т, Ы Є Т (п), п > 1\ї -
Д о к а з а т е л ь с т в о. В предположении противного най-

дутся последовательности индексов пк и точек ид, Є Т (пк), для
которых

рт ||1›,,,\ч;(и,д|і- 0. (141)
Поскольку щ, Є У, то можно считать что щ, -» ад Є 17, и так
как операторы Р” сильно сходятся к единичному, то

РШ (щ (ЦкЪ щ: _ 110) = НЮ (Рики (их): “к _ Но) +

+
уш

(7]'(ик), Рщио - но) <
РП:

+ Ѕир
'ЬІЄУ Г-»оо



Но оператор Уў (и) обладает (Ѕ) свойством, поэтому щ, -› ио. Тог-
да в силу равенства (1.11)

н и (на п = рт и Рид «ы и <
< ум п И (но ~ и (мы н + ддт н Рш (мы н = 0.

Следовательно, Уў (но) = 0 и 11,0 Є т. С другой стороны. в силу
включений ин Є Т (пк) справедливо включение но Є У `\ т.
Мы пришли к противоречию. Лемма доказана.

1.4. Доназательспгво теоремы 1.1. Пусть 533? С Н” (п = 1,
2, . . ), а У (е) и УК (а) _ это є окрестности многообразия 93? в Н
и Нд. Поскольку при малых є > 0 границы дУп (с) областей УП (г)
гладкие, то на дУп (е) определ ны поля їРп (и) внешних единич-
ных нормалей к дУп (г) в Нп. А так как при малых є > 0 вращения
уп полей ЧҐН совпадают с характеристикой Эйлера- Пуанкаре
Х (533), то для доказательства теоремы достаточно показать, что
при больших п вращения уп совпадают с вращениями р" вектор-
ных полей Фп (и) = Рпўї (и), рассматриваемых на дУп (а). При
этом без ограничения общности можно считать, что поля Ф” име-
ют гладкость СІ.

Выберем такое во > 0, что Ул (го) С У и вращения уп совпада-
ют с х (5332). В силу лемм 1.2 и 1.3 найдутся такие По > О, 0'<
<81<є0, 0<оє1<ос0, В>0, что

іпі {і (и): и Є дУ} > оао, Ѕир {] (и): и Є У (є0)} < оао,
(142)

іПї {і (101 И Є ду (80)}> 001- ЅПР И (101 И Є 17 (81)} < щ,
<1.1з ›

їИї *їШїП Шўїп (и) ІІ › ІІ 78141011 }= И Є (7 \ 7181)) П На,
п > А/, д> в. (144)

Здесь іп (и) - сужение функционала ў (и) на Нд, а
3,, (и) = шін {|| и - и|[ 2: иЄ ЭЩ, и Є Нд.

Зафиксируем некоторое т > По и рассмотрим дифференциальные
уравнения

й=_' ў. іт ( и› тй:_' ўётт( и) иёЕўт=І 7ПНпг
Для этих уравнений определены соответственно операторы сдвига
010) и 02 (і ). Рассмотрим эти операторы на границе дУт (го)
области У (во) П Нт. Из оценок (1.12) - (1.14) вытекает сущест-
вование такого Т0> 0, что при 2 > То выполнены включения

01 с) и е иго), и; (г) и є 1/(81), и є дт/ т (го). (из)
Рассмотрим на дУт (во) два непрерывных семейства векторных
полей:

Ф( и _›)_{ и - П1(7 ь ) и
при О<7 ь < Т 0,

, у і
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и- П2(7»)и при 0<Ж<Т,
и- Ц1(7»- Т) П2(Т) и при Т<Ж<2ТЁ

В силу включений (145) поля Ф (щ А) и Чї (щ 7.), 0 < 7. < 2Т,
и Є дї/' т(го), Невырояадены и, следовательно, гомотопны, соот-
ветственно, полям І - 02 (Т) ПІ (Т) и І - 1/1 (Т) П? (Т). Но при
малых 7» > О векторы Ф (и; А) образуют острый угол с векторами
Фт (и). Поэтому при малых 7» > 0 поля Ф (и; Ж) гомотопны полю
Фт (и). Следовательно, вращение ро поля І - 02 (Т) 01 (Т) на
дУт (со) равно рт. Аналогично, вращение уо поля, І -
- П, (Т) (Д, (Т) на дУт (го) равно ут. Но в силу теоремы
М. А. Красвосельского и П. П. Забрейко о равенстве вращении
полей І - АВ и І - ВА (см. [64, с. 1941) ус = но. Следовательно,
у", = рт. Теорема доказана.

Из теоремы 1.1 и равенства х (и*) = 1 вытекает
С л е д с т в и е 1.1. Если многообразие 532 состоит из одной

точки и*, то іші (и*; ї) = 1.
1.5. Условный зпстремум. Рассмотрим задачу минимизации

Н- правильногофункционала і(и) на шаре У = {и Є Н: Н иН <
< 1%
і (и) -›- щіи, и Є У. (146)

Точка и* называется экстремалью функционала ї (и) в задаче
(116), если либо її (щи) = 0 и и* Є іпі; У, либо 7104,.) = ли*
(А < 0) и и* Є дУ. Топологический индекс изолированной экстре-
мали и* Є іцЬ У определяется по схеме п. 1.2. Если экстремаль
и* изолирована, и* Є дї/' и7] (щ) Ч* 0, то введение понятия ее то-
пологического индекса требует дополнительных построений. Пусть-
Р* - ортопроектор на ортогональное дополнение Н* к вектору
и* а У* - единичный шар в Н* Рассмотрим функционал ў* (и) =
= ї (Г (Щ), где *(11) = И + (1 _ Н ЫІІ 2)” и* (И С 7*): ОН ДІІФФЄ-
ренцируем на У* и

її* (И) = РПЦ* (М) - (1 ~ П И |і2)"`/*(7/(Г 00)» щ) Ы-
Поэтому нуль _ изолированная экстремаль функционала і* (и),

Л е м м а 1.4. Функционал ї* (и) является Н*- правильным
в нуле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем такое р Є (0, 1), чтобы
при || и || < р выполнялось неравенство (71 (г (и)), щ.) < О. Пусть
Н ипн < р» ип* “О П

НМ* (ил), и, _ но) < 0. (147)
7І -›ОО

Ч” (и; ї.) =

Положим 12,, = г (ип). Поскольку последовательность 12,, ограни-
чена, то можно считать, что ип- год. Но тогда ип =г Рдщп- г
-г Р* и0. Следовательно, Ряд, = но. Поэтому

(7121: (ил), ип _ ЦО)ї (71: (дтдэ дп _ 170) _ (її (ЩІЪ иэь) Х
Х (Щи 7711 _ 170) _ (1 _
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Поскольку

ЕЕ (1 - н ип ІРгЧчЧі он). носа, ип ~ но) < 0,
Ііт (ўНгп), и*)( и*,ип _ го) : О,

то из соотношения (1.17) вытекает неравенство
Ііт (7/ (ил), ип - но) < 0.
ТІ-»ао

Но тогда 12,, -> 1:0 - в силу (Ѕ)- свойства градиента 7] (а). Поэтому
Ріщп -› 13,300 и, далее, ип-›- ао. Лемма доказана.

Поскольку нулевая критическая точка функционала і* (и)
изолирована и функционал і* (и) является Ндправильным в этой
точке, то определен топологический индекс іцс1(0; і*). Этот ин-
декс будем называть топологическим индексом іпєі (и*; і) экстре-
мали а* функционала і(и).

Т е о р е м а 1.2. Пусть эпстремаль а* е? дУ функционала
у* (и) в задаче (146) изолирована и реализует его локальный мини-
мум на У. Пусть 71011375 0. Тогда іпсї (и*; ї) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях теоремы нулевая точка
реализует локальный минимум функционала І* (и). Остается со-
слаться на следствие 1.1.

2. Топологическиіі индекс оптимальных управлений

2.1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального
'УПраВЛЄНІ/ІЯ ДВИРКЄНИЄМІ СО СВОбОДНЬІМ ПраВЬїМ КОНЦОМ И ЗЗКРЄПЛЄН-

ным временем

Ѕцщг, а, а) аг_›та), (2.1)
а = ср (і , аз, и), ш (0) = 0, (2.2)

Ѕт (та< 1. (23)
Функция ср° (і , сс, и) и вектор-функция ср (і , :с, и), 0 < і < 1,
зс ЄЕ ВМ, и Є ВМ, предполагаются непрерывными по совокупности
переменных вместе с первыми производными по азі, и), і = 1, . . .
...,1\/; ]=1,...,М.

Ограничения вида (2.З) возникают в задачах коррекции движе-
ния: они отвечают управлению с ограничениями по энергетике
(в частности, управлению при помощи малой тяги) ІЗО, 100, 1011.

Пусть при каждом управлении и = и (і ) Є ЬЁИ задача Коши
(2.2) имеет единственное решение ж = гс (і ) = В (и). Тогда задача
(2.1)-(2.З) эквивалентна минимизации функционала

)=(и)=Ѕ<р°(±. вы), ща: (24)
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на единичном шаре У пространства 1124, т. е. задаче
ў

При естественных ограничениях на рост функций ср" (і , т, и) и
мср (і , ж, и) функционал ](и) является Ьг -правильным. В этих

условиях определен топологический индекс изолированных экст-
ремалей задачи (2.5). Если зкстремаль и* реализует локальный
минимум функционала] (и) на У и изолирована в 1,24, то в силу
теорем 1.1 и 1.2 ее индекс равен 1. Это равенство является не-
обходимым условием оптимальности в задаче (2.1)-(2.3). Его
обоснованию посвящен этот параграф.

2.2. Леммы. Л е м м а 2.1. Пусть при 0 < і < 1, т Є ВН,
и Є НМ верны оценки

шїоьжмоме1<рх<±, э :, и ›1-< с <±, о (1+шо,(ш
|<р3(±,1, и›|+|< ри<±,аи›1<с<:, ш›<1+жил), (щ

где с (і , т) - непрерывная функция. Тогда функционал (2.4) не-
прерывно дцфференцируем на ЬЁИ и

1

И <и›= <р%<г ,1, и›+(ф, о, и, щлХ- ІшгЅ ×
і

>< (Х (з))т срЁ, (з, ж, и)11з . (2.8)

Здесь т - операция транспонирования, х = В (и), а Х (і ) - фун-
даментальная матрица линейной системы

іі = срх (і , ш (і ), и (і )) іі. (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Й/ ЁІ- пространство Соболе-
ва абсолютно непрерывных вектор-функций х (і ), О < і< 1,
принимающих при і = О нулевые значения. Рассмотрим на
147% >< ЬЁИ оператор

і

А (а, а) =а (г) _- Ѕф [а т), а ы] аз.
0

В силу (2.6) справедлива оценка [ ср (і , т, и) І < (і (і , ж) (1 +-
-{- [ и | 2), где аї (і , ж) - непрерывная функция. Поэтому оператор
А (т, И) действует из И/' ЁТІ >< ЬЁИ в Й/ їгПокажем, что он непре~
рывно дифференцируетт по Фреше. Пусть (ж, и) Є ИЧЖ >< ЬЁИ-
Определим линейный оператор В (аз, и) : 147% >< Щи» 14/51 ра-
венством

г
о (и, иже, а= і (о - Ѕох (з, г», о 1» о) + ф, с, 1, о а е» а.

О
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Тогда
Н А (х + И, и -і - 5*) - А (ж, и) - В (ж, и)( іг ,д)

НШЁЧІ
<

оіїїг- д
< МП ~

971,
П ФхФК 1 + Эд, и + 98) -ФАЬ т, И) “$119 +

1

1

Ѕ|| ср,,( і ,а; + ЭЛ, и + 63) _ (ры (і , т, н) ЦЬМ (Ю.
2О

+ и 8 идём

Из оценок (2.6), (2.7) вытекает [60] непрерывность операторов
суперпозиции

кот, итфхог, а, и); 14121 >< Ь2'-»1:{“, н1(.», и)=
=сри( і ,ж, и): 14751 >< ЬёиёЬё/ І .

Поэтому
1

Ііт Ёпфхомитет», и+ Эю- Фхамщи) Н ~<1®=0пищи/ м +нен М~ о о И
1,1 2

1

пт Ѕррищттьел, ы+ед)-< ри (±,;, и )11Мае= о .
ІІЫЬУЫ *Іівіі М~ о 0 52

1 1 52

Следовательно,

Ііш
ІІ/Іікум *Нєіідм-Ч) 1«1

1,1 2

Таким образом, А' (х, и) = В (сс, и). Непрерывность производ-
ной следует из соотношений (2.6) и (2.7).

Рассмотрим оператор
і

А; (в, иушіцщ- Ѕфхс, г, щаз. (240)
О

кОн взаимно однозначно отображает И/ ына себя. По теореме Бана-
ха [31] оператор (2.10) непрерывно обратим на 14751 (при каждых
фиксированных ж, и). Из теоремы о неявной функции вытекает,
что оператор В (и) : ЬЁИ -›- 14/51 непрерывно дифференцируем. Его
производная В' (и) имеет вид

і

Н (о г= ЅХ ш Х-1<››› физ. ж, и›ест, (то
где Х (г) - фундаментальная матрица линейной системы (2.9).
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Рассмотрим функционал
1

Є (а, и) = Ѕ ф" (з, х, и) (із.
о

Из оценок (2.6), (2.7) и равенства
1

Є( ж+/і , и+3)-Є(: с ,1 і )= Ѕ[( р2( з , а^, и)/ і ( з )+
0

+ ФЗ (Ѕ, 2:, и) е (ЅЛ 118 + Мг, и; 11. е)
следует ограниченность на 1>< ЬЁИ (при фиксированных

иа: Є ї/УЫ, и Є Щи) функционала

1<1,и›<11, г ›= Ѕ[< р2<з . ж,щ л <Ѕ› + «и (з, е, и) гол а
0

И раВЄНОТВО

пт <нлнш~ +|г @|1м›'1~›< ш, и; л.@›=0.ппцуы +нгкрм~о 1.1 12
1,1 2

Поэтому функционал Є( а :,и) дифференцируем на 147% >< ЬЁИ
причем из оценок (2.6), (2.7) следует непрерывность градиента
76 (гс, и). Но функционал (2.4) представим в виде у'(и) =
= О (В (и), и). Поэтому і(и) непрерывно дифференцируем и

1

(И (и) е= Ѕ «фї е, 1, и, И (и) о + «и (э, и. и» в от м. (242)
0

Из выражений (211) и (2.12) следует равенство (2.8). Лемма
доказана.

Л е м м а 2.2. Пусть выполнены условия лемммы 2.1. Пусть
2:* (і ) - решение задачи Копии (2.2) при управлении и* (і ),

1

Ф* (о= (Хг (от Ѕщ отф: в, а, ие в,
і

где Х* (і ) -- фундаментальная матрица системы (2.9) при
х (і ) = а* (і ), и (і ) = и* (і ). Пусть, наконец, справедливы оценки.

(((Ри (Ё: 37» Щ) _" (Ра (ї, т, Ы2)) тф* (ї) + *Рид 11 141)"
-ср° (і , х, иг), и1- и2)>ос| и1- и2|, (213)

|сри(і,: с,и1)-сри(і,: п, и2)|<Ь| и1- и2|, (214)

(0<±<1, лет, аЄНМ, а>0).
Тогда на управлении и* (і ) функционал (2.4) ЬЁІ- праеилен.
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Доказательство. Оператор
1

@<и ›=< Х -1<±››* Ѕ < Х < з ›› тФї (з, В (о. о «із
і

действует и непрерывен из ЬЁИ в Т/ УЁІІ . Поэтому при некотором
во > 0 верна оценка

апр шах |С (и) -- ф* (г) | < ос/2 Ь. (215)
[Ш-иы! МЅг.. оЅі<1

1-2

Покажем, что на шаре УО = {и Є ЬЁІ: || и - и* || < є0} функцио-
нал ў(и) является ЬЁи- правильным. Пусть ипЄ УО, ип- гщ,
и
И (щ (ип), и" _ щ) < о. (246)

Положим гсп = В (ип). Тогда
1

(+ (Ри (г: $111 ил) '_ (Ри (г: шт и0›) тф* (ИЧ ип _” 140) (и +
1

+
0
1

“Ё”
0
1

+ Ѕ<<фи (г, а., иже (не щ. - но е.
0

Оценим каждый интеграл в правой части последнего равенства.
В силу (213) справедлива оценка
1

Ѕ (г: тп: ип) *

0
1

+
0

2
>ос || и,,- и0|| д;“. (2.17)

Из неравенств (214) и (215) следует оценка

«ФМ (і : ддт ип) _ (Ри (іг шт и0)) т ( с(ил) '_ ф* (И): ип _ 140) ф:
°ЄїН

<ЬЁЁЁІ І Сшп) _ ф*
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Наконец, поскольку последовательности {ф2 (і , тп, и0)}. и {(сри (г,
мсєп ,ид))" С (ип)} компактны в Ьд , а последовательность ип слабо схо-

дится к ио, то
1

Іг ХМ, (г, и, мо), ип - мо) Ф: = 0. <2.19›
11-30 0

1

11111 Ѕшри (г, ап, аду с (ап), и, _ ада: = 0. (220)
ТІ- ЬОО

о

Из (2.17)-(2.2О) вытекает неравенство
+- а. . 2Іпп (7/(ип), ип -- и0)>Т Іпп
ТІ-* т 7І - Ф® 2

Из последнего неравенства и неравенства (216) следует, что
ип» ио. Значит, функционал (2.4) ЬЁІ- правилен на шаре УО.
Лемма доказана.

2.3. Необшодимое условие оптимальности. Пусть и* = и* (і ) -
оптимальное управление в задаче (2.1)-(2.З). Если и* Є інЪ У,
тои* _ это решение уравнения

1

ф, (г. а, а) _ (он (г, а, а)) т( Х-1(тт 3 (Х (тир: (з, а, а)дв: о. (221)
і

Из следствия 1.1 вытекает
Т е о р е м а 2.1. Пусть выполнены условия лемм 2.1 и 2.2.

Пусть оптимальное управление и* Єіцт, У является изолирован-
ным в ЬЁИ решением уравнения (221). Тогда іші (и,,,; і) = 1.

Перейдем к случаю, когда оптимальное управление и* лежит
на границе области ограничений, т. е. || и* НЬМ = 1. Тогда и* -

?
решение системы уравнений

1

«РВ с ж, щ + «рис и, и›› т<Х~1<±››тЅ<Х<з ›› т<рїкз, и, не -
і

ФЬЖЪНо
Х (з)((ри (з, т, и) и) (із= О, (222)

Ёи* (з) (із = 1.
0

_ и (г) Ё (фіі (з, а, и), а) из _- а (г)

Из теоремы 1.2 вытекает
Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнены условия лемм 2.1 и 2.2.
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Пусть и* изолированное в ЬЁІ решение системы (2.22). Пусть,
наконец,

1

(Ра (д дв» Ща) + (фи (Ё 'тян иядчХў (шт ух* ($))т Ф; (31 їянид *$0-
г

Тогда іші (и*; і) = 1.
Таким образом, если найдено экстремальное управление и*

в задаче (2.1)-(2.3), то необходимым условием его оптимальности
является равенство іші (и*; і) = 1. Для проверки последнего
равенства могут быть использованы эффективные алгоритмы
вычисления топологического индекса [64].

Рассмотрим в качестве примера задачу

Ё<%и2-3(: с ))1 іі -> гпіп ;зг=зс+и, ш(0)=0;
о

1

Ѕ шла: <1, (223)

где 3 (ж) _ гладкая функция и 3 (О) = д* (0) = 0. Функционал
(2.4), отвечающий задаче (223), имеет вид

]°(и) = Ё
о о

Поэтому
1 і

7104): и --
Ѕе- Нў 0

Функция и (г) Е О - акстремаль задачи (2.23). Так как

т; (о) ь= а __ д" (о) Ѕ еа- і Ѕ е- т(т) ат св,
2 0

то спектр оператора 721 (О) совпадает со спектром задачи Штур-
ма_Лиувилля

И"+(1-?»)`1(8"(0)+?»-1)71=0; д'(0)+їг (0)=0,
д(1)=0,

т. е. состоит из чисел м = 1 ~ 3" (О) (1 + ФЁҐ, і = 1, 2, . . .,
где соі _ положительные решения уравнения ю = 1:3 со. Если
М > 0, і = 1, 2, . . ., то нуль _ локально оптимальное управле-
ние задачи (223). Если же среди чисел М есть отрицательные, то
нуль не является локально оптимальным управлением в задаче
(223).

Пусть Ж1=0 и М>0, і=2,З, . . ., т. е. 5/(0) = 1 + (пї-
В этом случае для анализа экстремали и. (г) 50 условия второго
порядка неприменимы, но применима теорема 2.1. Если 3*” (О) эЬ
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=,Ь О, то іп(1(0;І) = 0 и, следовательно, нулевая экстремаль не
является локально оптимальной.

2.4. О видимости численныш процедур. Теоремы 2.1 и 2.2
могут быть применены по известным схемам (см., например,
122, 45, 631) к обоснованию процедур методов Галеркина, меха-
нических квадратур, коллокации и других методов приближенного
построения оптимального управления в задаче (2.1)-(2.3). При-
ведем одно утверждение, относящееся к методу Галеркина.

Рассмотрим последовательность конечномерных подпро-
странств НТ, ЄЬЁИ, для которых ПН,,= ЬЁИ, и, как и прежде,
обозначим через Р,, ортопроекторы на Н". Пусть управление и*
оптимально и является изолированной экстремалью задачи (2.1)-
(2.3), причем Н и* ||ЬМ < 1. Пусть выполнены условия лемм 2.1

2
и 2.2. Тогда при достаточно больших п множества ЅЗЦЄ Нд
решений конечномерных уравнений Рпўі (ип) = 0, ип Є Нд;
п = 1, 2, . . ., непусты и справедливо равенство

. . *Іпп шї || 1л,,- Р,, и*НЬМ=0.
271-000

ип552”

З. Топологический индекс экстремалей задач
вариационного исчисления

3.1. Постановка задачи. Пусть 1472 (82) - пространство Собо-
лева, где 52 _ ограниченная область в В” с гладкой границей.

0

Положим УУЁЛ (52) = И/ Ё (52) П И/ Ё(92) и определим норму
в ї/УЁЛ (9) равенством

и и итд М, = н и 11,36, + и и пдд (ш.
Рассмотрим функционал

Ди): Ѕїщ, щўщєіж, иЄї/ УЁДШ), (ЗА)
е:

с гладким интегрантом 17'(х, и, р), ж Є б, и Є 31, р Є Вы.
Если (1 > П, то функционал (ЗА) дважды непрерывно дифферен-
цируем по__Фреше на ї/їїїд (52) (так как ї/ї/'Ёд (9) непрерывно вложе-
но в С1( Ѕ2)). Пусть 7] (и) _ оператор градиента функционала
І (и), а 7*] (ц) - его производная Фреше. Справедливо представ-
ление
НИ + д) - і (И) = <7ї (И), Ю + 1/2<72ї (11) їиї »>+ Ю (щ И),

(за)
и е 1413,, (о).

Здесь
жми),т:

52 1І $М
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атм) ь, л> = “дп/е + 21; 2 кит/ц, +
с ка: '

+ 2 грірілхіьхд) (н, (34)
13. і$~

(частные производные интегранта 17 (зс, и, р) вычислены при и =
= И (т), Р = “и (1)) И

кш мл 111,21 |а›(а;л)|= 0. (35)
2 шаш)тащит)

Пусть и* _ экстремаль функционала (ЗА), т. е. 7)* (и*) = 0.
Оператор 721 (и*) допускает продолжение до ограниченного само-
сопряженного оператора А, действующего в И/ Ё(9).

Т е о р е м а Я к о б и. Если спектр о (А) оператора А ле-
жит на положительной полуоси, то и* реализует локальный
минимум функционала (ЗА) в І/УЁД (82). Если же о (А) пересекается
с отрицательной полуосью, то и* не является тонкой минимума
функционала (ЗА) в И/ Ёд (52).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение следует из
оценки

(и) (щ) 11, л> І (Ал,
муз/ Ю)

> и ц л
даёт),

игл/ дека), а>0,
из представления (32), равенства 7)” (и*) = О п соотношения
(3.5).

Если о (А) пересекается с отрицательной полуосью, то

<ў2ї
Й72(

при некотором по Є И/ Ёд(9). Поэтому і = 0 - точка локального
максимума скалярной функции ср (і ) = і (и* -1- то) и, следова-
тельно, и* не будет точкой минимума функционала і (и). Теорема
доказана.

Если спектр о (А) лежит на неотрицательной полуоси и 0 Є
Є о (А), то экстремаль и* называют вырожденной.

Т е о р е м а 3.1. Пусть вырожденная экстремаль и* изоли-
рована в ї/УЁД (52) и

22 Ррірд (х, и*, Уидє) Её) > о:

Пусть нуль - простое собственное значение оператора А. Тогда
экстремаль и* реализует строгий локальный минимум в про-

2 .странстве И/ од, (52) функционала і (и), если и только если 1116 (и*;
і)=1

Доказательство будет изложено ниже.
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3.2. Топологичесний индекс изолированной зкстремали. Для
простоты будем считать, что и* (1)_==0. Рассмотрим наряду

0
с (ЗА) ї/УЁ (52) - правильный (см. п. 1.1) интегральный функцио-
нал

Д; (и): Ѕ17° (х, и, 7и) аж, (3.7)
о

интегрант Г” (з, и, р) которого удовлетворяет оценкам

ІР°І<С(1 +1д+ ІРР),
|Р%|+_2<1Р%і|+|1?$ хі |›+.2 |Р%,х.|<@<1+|и|+1 рю,

'ІЅІЧ 1, уЅы '7

(38)

Ѕ іЅ”

2 Шадгіе > в Еду а <Ь>0›
діЅд

РЧт. и, р)=Р(1, и, р) (таб, ІиІ-І- Ір І<ща>0)-
(3.9)

Л е м м а 3.1. Функция и* (гс) Е 0 является изолированной
в И/ Ёд, (52) энстремалью функционала 10 (и).

Для доказательства воспользуемся соотношением (3.9).
Л е м м а 3.2. Эпстремаль и* (а) Е О. функционала іо (и)

0
изолирована в пространстве И/ Ё(52).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда най-
о

дется последовательность ненулевых экстремалей ип (ж) Є
функционала (3.7), для которых

Ііш || ип( а:) || 01 =0. (ЗАО)
на» ные)

Каждая из них - это обобщенное решение из
Эйлера

“ї (1
2

03%1$Ы

В силу (3.8) справедливы (см. [75, с. 3351) оценки угаі шах І и,,( ш) |<
< Мп (х Р? 52, п = 1, 2, . . .), в которых константы Мп зависят
лишь от С, В, 52 и Н иПІІОІ . Поэтому из равенства (ЗАО) выте-

ИЁШ)
кает общая оценка угаі2шах | ип (з) | < М., (а: Є 52). Но тогда
[23] ип (зі )Є И/ Ё(52) и утаі шах [Чип (ш)| < По (х Є 52). Следо-
вательно, (см. [75, с. 3321) и" (х) Є СЗ (52) и

н ипнсзаї) < КО < со» п ї 1: 2) ° '- ч
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где Ко зависит лишь от Мо, Но, Р°, 52. Поскольку [80] для неко-
торого Є Є (0, 1)

9 <съ н и., 113,, н ииаёгё). <г ›.12›
2

ІІ. щ ІІШЁ, а, , (т
то из (З.1О) и (З.11) вытекает равенство

Ііш [| ип ПШ; ~0. (ЗАЗ)
п-»е о.<1(9)_
Так как функционалы Д, (и) п І(и) совпадают на шарах

ІІиНИд ш)< г малых радиусов, то функции ип (х) являются
ом;

экстремалями функционала ї(и), для которых выполнено равен-
ство (3.13). Мы пришли к противоречию с утверждением леммы
3.1. Лемма доказана.

о
Итак, нулевая экстремаль И/ Ё (Ѕ2)- правильного функционала

0
9Д, (и) изолирована в И/ ї(52). Поэтому (см. п. 1.2) определен ее

де!
тонологический индекс і11<1(и,,; Д,). Положим ішІ (и(,; ї)=
ее: _=111<1(и(,;_ ї 0).Этот индекс не зависит от выбора функционала
Д,, поэтому его определение корректно.

3.3. Топологический индекс точки минимума.
Т е о р е м а 3.2. Пуеть изолированная в И/' Ёл(92) экстремаль

ио (х) функционала (З.1) реализует его локальный минимум
в Иїої ,д (Ѕ2). Тогда ішї (и,,; ў) = 1.

О
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если изолированная в Й/' Ё(52)

О

экстремаль И/ Ё(ЕЦ-правильного функционала реализует его
локальный минимум, то в силу следствия 1.1 ее тонологический
индекс равен единице. Поэтому достаточно показать, что изоли-

о
рованная (в силу леммы 3.2) в И/ Ё (Ѕ2) нулевая экстремаль функ-

0
ционала Д, (и) реализует его локальный минимум в И/' Ё(Ѕ2).

Предположим противное. Рассмотрим функционал Д, (и) на

шарах Тп = {и Є
жим Ап = іпї Д, (и), ( (5 Тп). Так как (см. лемму 1.1) функцио-

0

нал Д, (и) слабо полунепрерывен снизу на И/ Ё (52), а шары Тп
слабо компактны, то для каждого п найдется ненулевая функция
ип (х) «Ё Тп, для которой Ад = Д, (ип). Покажем, что при боль-
ших п имеют место включения ипЄ дТп. Действительно, если
для некоторой последовательности ипк выполняются неравенства
|| итд.

|І`%1(9)<лЁ1
(74: =1, 2, . . .), то ТД, (идк) = 0 и, следователь-

но, ипк
- последовательность экстремалей функционала Д, (и).

Последние неравенства противоречат изолированности нулевой
О

экстремали функционала Д, (и) в
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Итак, щ, Є дТп при больших п. Но тогда в силу теоремы
Л. А. Люстерника [741 при больших п для некоторых М) 0
выполняются равенства

“(0

т. е. функции 11,1 являются экстремалями функционалов срп (и) =
= ї0 (и) -і - м, (и, и)/2. В силу (З.8) градиент 7ї 0(и) функционала
ї0 (и) удовлетворяет локальному условию Липшица; поэтому из
равенств (344) вытекает оценка 21,, < І, < оо. Поэтому интегран-
ты Ф” (ж, и, р) функционалов (рт, (и) удовлетворяют оценкам вида
(3.8) с некоторыми положительными константами С, (5, которые не
зависят от п. Тогда, как и при доказательстве леммы 3.2, получаем,
что 11,1 (1) Є 14711062) при больших п и цп-» О в И/' Ёд(9).
Но на шарах малых радиусов функционалы ї0 (и) и ї (и) совпа-
дают. Поэтому Ад = ї0 (ип) = ї (ип) < ї (0) при больших п.
'Таким образом, нуль не является точкой локального минимума
функционала ї (и) в ї/УЁд (9). Мы пришли к противоречию. Тео-
рема доказана.

3.4. Доказательство теоремы 3.1. Необходимость следует из
теоремы 3.2. Доказательство достаточности состоит из трех эта-
пов. Первый заключается в построении некоторой вспомогатель-
ной функции. На втором этапе при помощи этой функции исходная
задача сводится к анализу более удобной для исследования экви-
валентной задачи. Третий этап завершает доказательство.

Без ограничения общности можно считать, что интегрант
Р (ж, и, р) функционала ї(и) удовлетворяет оценкам вида (З.8).

0
Тогда ї (и) определен на Й/ ЫЅЗ) и
Первый э тап. Пусть Аї10 = О иНЛНЁ/ І т=1,

Р0и =
2(

0 0
= (и, (10) (10, Р° = І _ Р0, Н0 = Р0И/ Ё(52), Н° = РЧ/ УЁ (52).
Пусть в пространстве Н1 = ї/ї/Ёд (9) П Н° норма индуцттрована
нормой пространства И/ Ёд, (92). Поскольку Н0 С И/ ЁЧ(52), а опе-
ратор Р° непрерывен из И/ Ёд(52) в Н1, то И/ Ёд(9) = Н0 ЁЭ Н1.

Элементы подпространств Н0 и Н1 обозначим соответственно
через 120 и 121. Значения оператора В (120, 121) = Р°7 ї (120
Є Н0, 121 Є Н1) лежат в Н1; производная Фреше В11 (120, 121) =
= Р°7” ї(120 + 121) непрерывно зависит от 120 и 121 (в окрестности
нуля) по операторной норме. Оператор Р° А, где А - оператор из
формулировки теоремы Якоби, взаимно однозначен на подпро-
странстве Н°; но оператор 31,, (0, 0) = Р°72 ї (0) является сукени-
ем оператора Р° А на подпространство Н1 С Н°; поэтому оператор
В; (О, 0) взаимно однозначен на Н1. Уравнение Р°72 ї (О) и = ї*

0
при ї* Є Н1 имеет решение и* Є Й/ Ё (Ѕ2); тогда функция и*
является решением уравнения 721* (0) и = ї* + 1Ш0 при некотором
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р Є 31, т. е. решением уравнения

ё д;

-

где частные производные функции Р (за, и, р) вычислены при
и = 0, р = О. Поэтому из теоремы 15.1 монографии [75] следует,
что и* Е УУЁ, Ч (52). Таким образом, оператор В; (О, 0) взаимно
однозначно отображает Н, на НІ и из теоремы Банаха [31] выте-
кает непрерывная обратимость оператора Вр, (О, 0). Следователь-
но, уравнение

Р° УІ (110 + 01) = 0 (315)

и равенство 7] (0) = 0 определяют в окрестности нуля простран-
ства Но однозначную неявную функцию 1:1 = ф (по), удовлетво-
ряющую условиям ср (О) = О, ср' (0) = О.

Функция ср (до) в другой ситуации использовалась в работе
[69] и была названа информативной.

о
В т о р о й э т а п. Рассмотрим на шаре У = {и Є ї/УЁ (9):

|| и|| < 1} непрерывно дифференцируемый функционал
г (и) = і (Род + Ф (13011)) +1/2(Р°А( Р°И- Ф (Род).
Р° и- ср (Р0и)). (316)

Если ип Е У, ид- гщ, и

Штїшдцип), ип- ы0)<0,,На
ТО ІІЗ ПРЄДСТЗВЛЄНИЯ

“г (и) = РО (І + Ф' (Роитўї (Рон + Ф (Рот) +
+ (Р° - РО (ч›' (Р0и)›*) Р° А (Р°и - Ф (Рот)

ВЫТЄКаеТ ОЦЄНКЭ.

ПБ (Р°АР° (и, _ мо), щ, - но) < о
'пгї

и, поскольку А положительно определен на Н°, Р° и ,,-› Р° и0
О

в И/' Ё(52). Но тогда из компактности последовательности Роип
0

вытекает, что и,,+ ио. Поэтому функционал (316) ї/УЁ (52) -пра-
вилен.

Нуль реализует локальный минимум функционала І(и)
0

в И/ Ё(9), если и только если он реализует локальный минимум
функционала 5 (и). Для доказательства (в силу принципа инва-
риантности минимума при невырожденных деформациях [4])
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достаточно показать, что при малых г > 0
7~7і ( Ы)+(1-7~)78( Ы)#0 (НЫіір9/1 Ю)< г; ЫчЬО;
0<Ж<1). (ЗАТ)

Пусть найдутся последовательности чисел М, Є Ю, 1] и точек
щ, т* О, для которых ип» О и Ж" 7] (ип) + (1 - Ждўд (ип) = О.
Тогда ЖпР°7 ї(ил) + (1 _ м) Р° А (Р°и,, - ср (Рощд) = 0, т. е.
МУҐ (ип) + (1 ~ М) Ащ. = Ёп, где ЕП = (1 - 11)Р°А (РМ. +
+ ср (Рощд) + дпіао (рт Є Вї). Поэтому и" _ это решения ква-
зилинейных эллиптических уравнений

ж, (г, _2 ігр,)+(1_ж,,› гии(щ,о,о›и +11.11
км

-}- ('1-- Жпжїж 1",,рі (; с,0,О) их, - Е- дё-( їирі(ж, 0, О) ц))--
“км Ёп 1

25-<1 -МЕ %(2 Ррір,<$,0,0› их ,)+ ` 21; = 0.
км і<т ки 1

Как и при доказательстве леммы 3.2, устанавливается, что
щ, Є Й/ Ёд(52) и ип-›0 в УІ/ Ёд (52). Поэтому

ўї (ил) = ўї (Рода + Ф (Рощд) *І -
+ ті (Ром + Ф (Роип))( Р°Ип'- Ф (Рощд) + ФМ

где ІІ ФпІІо = 0 і ІІ Р° ип- Ф (Рощдііо 1- ИЗ равенстватут тут
ЪпРШЧ (Рдип + ср (Р0и,,)) 12,, -1- (1 _ м) Р° А12п= _ ЖпРЧот

где ип = Р° ип_ ср (Роип), вытекает, что

›"11(Р0и1ъ + Ф (РОІ/т» ип: уп)ї

= (Жп - 1)(Р°А1)п, 11,1) - М, (Рошт 171,). (313)

Но при достаточно больших п справедливы оценки с оао > 0

(Роўгї (РОЫ/п + ф (Р0ип)› ипэ 1711).) “О
2

(Рим и» > щ и ип 113162). І<Р°«››.,. или <
2

«ёниплиы ,
ШЫЁ)

и из равенств (318) следует, что 12,, = 0 при больших п. Поэтому
при больших п справедливы равенства

(1 + (1 - М) РО (Ф' (Рощдї) ўї (ил) = 0:
а так как при больших п норма оператора (ср' (Р0ип))* мала, то
при этих п справедливы равенства 71* (ил) = 0 и, следовательно,
ип = 0. Мы пришли к противоречию.
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Итак, для доказательства теоремы достаточно показать, что
нуль - точка локального минимума функционала д; (и).
Третий этап. Так как ср(0) =0, (р' (О) =0, то уравне-

ние и - ср (РОи) = и, где ср (- ) _ информативная функция, оп-
ределяет неявную функцию и = Н (и) (В (0) = 0), которая яв-
ляется локальным диффеоморфизмом окрестности нуля простран-

ства
7» (Р) = 8 (В (11)) = ї (Род + Ф (13011)) + 1/2 (Р°АР°11, Р°1>)-

Нуль является критической точкой функционала 71, (и). Для дока-
зательства теоремы достаточно показать, что нуль реализует ло-

0
кальный минимум функционала И (и) в И/' Ё(52).

Поскольку

77101) = Ра (ї-І- (Ф' (Ро0))*) “ї (Род + Ф (1300)) + Р° АР°1д
то поле градиентов 7% (и) расщепляемо: оно является прямой сум-
МОЙ ДВУХ їюдейї Фодо : Ро (І + (ф, (17о))*) ўї (до + Ф (170)),
пО Є НО и Ф° и °= Р° Аи° (и° Є Н°). По теореме [94] о вращении
прямой суммы векторных полей справедливо равенство ішї (0; Н) =
= іп<1 (0; ФО) іші (0; Ф°). Но іші (0; И) = іші (0; д) = іпєі (0; Ґ) =
= 1 и іші (0; ФО) = 1. Поэтому іші (0; ФО) = 1. Но тогда,
поскольку поле ФО одномерно, (ФОиО, иО) > 0 при иО =;Ь 0. Отсюда
следует, что О -точка локального минимума функции і(иО +
-І- ср (иО)) (иО Є НО). А так как форма (Р°Аи°, 11") положительно
определена на НЁ), то нуль _ это точка локального минимума

о
в РУ: (52) функционала і; (и). Теорема доказана.

Условие (Ѕ) было введено в работах [9-4, 1081. Близкие к удов-
летворяющим условию (Ѕ) классы операторов рассматривались
в работах [87, 1051. Топологический индекс зкстремалей одно-
мерных вариационных задач изучался в работе [70]. В работе [113]
приведен аналог теоремы 1.1 для частного класса вариационных
задач. В работе [47] приведено следствие 1.1.



3
УПРАВЛЕНИЕ И ОЦЕНИВАНИЕ
В СИСТЕМАХ С ПОСЛЕДЕИСТВИЕМ

Многочисленные явления в теории автоматического регулиро-
вания, механике, радиофизике, биологии, иммунологии, экономи-
ке, робототехнике и т. д. требуют для своего правильного качест-
венного и количественного описания использовать уравнения
с последействием. Одна из проблем, возникающих при этом, свя-
зана с оптимальным управлением и оцениванием при случайных
возмущениях. В настоящей главе сформулированы общие условия
оитимальности, исследована задача управления линейными и ква-
зилинейными системами с квадратичным минимизируемым функ-
ционалом, установлены соотношения двойственности между
управлением и наблюдением и приведены формулы для оптималь-
ных оценок состояний систем с последействием. Ввиду громозд-
кости изложение ведется не для общего случая, а лишь для ха-
рактерных ситуаций, позволяющих, однако, выявить основные
методы исследования и специфику получаемых результатов, обус-
ловленных учетом последействия.

1. Оптимальное управление системами с последействием

1.1. Общие условия оптимальности. Рассмотрим уиравляемую
систему

11100) =1°02ть 10414- 00,11, и) Ііё (і ), 130 < і< Т- (1-1)
Здесь вектор ш (15) Є На, где ВП - евклидово пространство раз-
мерности п, вектор і Є Вт, и матрица о - заданные функции;
Е (г) Є Н; _ стандартный винеровский процесс [77]; моменты вре-
мени 150 и Т заданы. Символ за, означает всю траекторию, предшест-
вующую моменту і, т. е. ж, = за (і + 0), 0 < О. Решение уравне-
ния (11) определяется начальным условием

:ц,=эє(і0+0) = срЦО- і -Є), 9<0, (12)

где (р _ заданная функция. Управление и Є П, где П _ задан-
ное множество из Вт, выбирается из условия минимума функцио-
нала

вт
М [т <Т›› + Ѕ г1<»,1<±›,и›дг]= м* со, Ф), (т)

і.

где Р, Р, _ заданные скалярные функции; М - математическое
ожидание.
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Оптимальное управление и в задаче (1.1), (1.З) ищется в классе
функционалов вида и = и (і , д). Управление и (і , д) Є П
называется допустимым, если при этом управлении существует
решение задачи (1.1), (1.2) и конечен функционал (1.З).

Обозначим через 0 независимую переменную, 0<0. Рассмот-
рим класс В скалярных функционалов У (і , аз, ср (0)), таких, что
для любой кусочно-непрерывной ограниченной функции 1|э (з) Є
ЄВп, $< оо, и произвольных і) іо, зсЄНп функция УФ (і , гс)=
= У (і , т, ф (і -і - 0)) дважды непрерывно дифференцируема по
я: и имеет ограниченную производную по іЄ ІіО, Т1. Обозначим
через Ь" оператор, действующий в В по формуле

177021. Ф (ї + 5)) = Ьої/ Мдт) + їт (д, Ёп 101971» (д дд/ дд (1-4)
_ 1 дду _ Т. ду (і , І)

ЬОУФ їТТҐ

Здесь т - знак транспонирования; Тг - след матрицы; 1Т> (і ) = гс;
Ф (і -І- 0) = ф (і + 0). Оператор Ь" представляет собой инфини-
тезимальный оператор процесса (1.1).

Т е о р е м а 1.1. [50,52]. Пусть существуют функционал
УО (і , вс, 1|э (0)) и управление ио (і , Чад), удовлетворяющие при всех
і Є Ю, Т] и всех допустимых управлениях и (і , щ) условиям

МУ., (г. Ф (о, ч» (г +ї ›››+ г, с, «г (о, и.) и, «м» = 0,

1/0 (Т, ф <Т›, Ф (Т + ё» = Р (ф (Т››.
Тогда управление и., является оптимальным. Соответствующее
управлению ио значение критерия качества (1.3) равняется

т” (го, Ф) = УО (и, Ф (0). Ю (і +0»-
Приведенная теорема является аналогом метода динамическо-

го программирования для систем с последействием, а функционал
УО - аналогом функции Беллмана. Иными словами, УО (і , ф (і ),

'ф (і -І- 0)) есть минимальное значение функционала (1.З) при
условии, что движениеристемы начинается в момент времени і
с начальным условием ш (і -і - 0) = ф (і -і - 0). Несмотря на слож-
ность сформулированных условий оптимальности, в ряде случаев,
рассматриваемых ниже, они позволяют эффективно построить оп-
тимальное управление.

1.2. Линейно- нвадратичнаязадача. Пусть уравнения движения,
(1.1) линейны и имеют вид

дл (і ) = [А (і ) гс (і - п) + В (і ) иІ-( іі -|- о (і ) 11% (і ). (113)

Функционал (1.3) квадратичный, причем
Р = астдїох, РІ = хт1\ ї 1( і ) аз-І- ит1\ ї 2(і ) и, (1.7)
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где заданные матрицы А] кусочно-непрерывны, ограничены и не-
отрицательно определены, а матрица На > 0, т`. е. положительно
определена. В этом случае функционал УО, удовлетворяющий
условиям (1.5), естественно искать в виде квадратичной формы

У0( і ,$, ф( і-[-_ё))=.птР(і ):с -і -хт Ё О(±, т )1 р ( т )1117+3(і )+
-л

(У 0 0

+ Ѕфццоцдцтатцг Ѕ Ѕфт( г ) в ( г , т , р )« р ( р ) атар .(та)
-11 -ІЪ-Іъ

В (1.8) матрицы Р, О, В и скалярная функция 3 подлежат оп-
ределению. Подставим выражение (1.8) в соотношения (1.5) и
приравняем нулю соответствующие формы от ф. Получаем систему
детерминированных уравнений (Р (і ) = дР (і )/сІі):

Р (о + 0 (г, 0) + от о, 0› ~ Р<:› В1<±›Р<:› +-~1<±›= 0,
Но, 0,т›+ (±}-%)о<ьт›=1><±›в10<±, т›=0,
ККТ, с
($2- - 13; ~ %-) Н (г, т, р) - от (г. о 810 и, о= 0, (щ
у (г) = - Тг о (і ) от (і )Р (і ),

3,: ВМЗВТ, _ ь<т, р< 0.
Граничные условия для системы, уравнений (1.9) имеют вид

Р( Т)=І \ Ґ <»О( Т1Т)=В( Т, Т› Р)=г ( Т)=0,
Ат( і )Р (г) - Отфї, - 11): 0, В (і , р, 1:) = Вт (і , т, р), (1.10)

2Ат(1 ї ) О(і , 17) - В (і , _ И, т) - Вт(±, т, _ іг)=0.
Синтез оптимального управления щ, в рассматриваемом слу-

чае есть линейный функционал, зависящий от реализовавшейся
траектории движения на отрезке времени длины запаздывания:

0

и0<±, и,›=- ;1<±›В*<±›[Р<±›ш<±›+ Ѕооамачгзмв] (141)
-п

Минимальное значение критерия качества (1.З), (1.7), соот-
ветствующее оптимальному управлению (1.11), равняется
УО (130, ср (го), ср (150 + 0)), где УО определяется через (1.8). Таким
образом, решение линейно- квадратичной задачи управления
(1.6), (1.3), (1.7) полностью определяется краевой задачей (1.9),
(1.10). Отметим [50, 511, что при сделанных предположениях об
П, и кусочно-непрерывньїх матрицах А (і ) и В (і ) существует и
притом единственное решение задачи (1.9), (1.10) в классе абсолют-
но непрерывных функций с ограниченной почти всюду производной.

Рассмотрим теперь некоторые способы построения точного и
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приближенного решения задачи (1.9), (1.10) для И > О. Если
Іь = 0, то УО (і , с, ф (і -|- 0)) = ттР (і ) а: + 3 (і ) и краевая задача
(1.9), (1.1О) сводится к уравнению Риккати Р (і ) + АТР +
-і - РА _ РВІР -І- АЦ = О, Р (Т) = М; для матрицы Р и квадра-
туре, определяющей 5 (і ) [101].

1.3. Приб/ шженное решение линейно- квадратичной задачи.
Приведем алгоритм последовательных приближений решения за-
дачи (1.9), (1.1О). Зададим нулевое приближение Ро (і ), 00 (і , т)
произвольно, считая лишь, что эти функции непрерывны. Построим
далее последовательность (Рі , 0,, Ні, 3,), і) 1. Эта последова-
тельность представляет собой решение задачи (1.9), (1.10), в кото-
рой нелинейные члены линеаризуются по следующему правилу:

РВдР -> Рі_1В1Рі + РіВ1Рі_1 - РідВдРідд

13310 _* 131-1310: + РіВ10і -1 '- Рі-1В10і - м

ОТВ1 О'и 0151014 + 0143101 _ 0ї -1В10і -1-

(142)

Зададим теперь і-е приближение и, к оптимальному управле-
нию формулой (1.11), в которой вместо Р и О стоят РИ а ОН.
Соответствующее управлению и, значение У, критерия качества
(1.3), (1.7) дается правой частью выражения (1.8), в котором Р,
О, В, 3 заменены на Рі, Оі, Ві, 5,. При этом решение (Рі , Оі, Ні)-
линеаризованной задачи выписывается в явном виде и зависит
только от предшествующей итерации. Кроме того, Уі (і , т,
ф (і+6)) > ИИ (і , т, ф (і + 0)) для любых і) 1, і Є Но, ТІ,
а: Є Нд. Последовательность (Рі , Оі, Ні, ді) сходится к решению
задачи (1.9), (1.10), а норма разности между этим решением и
і-м приближением к нему есть величина порядка 1/і ! (см. рабо-
ту 1511).

1.4. Точные решения линейно- нвадратичной задачи. Если
в критерии качества (1.3), (1.7) матрица АЦ = 0 (т. е. управляю-
щая сторона интересуется отклонением траектории от нуля только
в момент окончания движения), то краевая задача (1.9), (1.1О)
допускает точное решение. Способ построения точного решения
основан на применении метода динамического программирования
[3] последовательно на отрезках [Т _ (і -1- 1) 11, Т - іЫ. Выпи-
шем указанное решение. Обозначим через В, (і ) матрицу, опреде-
ЛЯЄМУЮ СООТНОШЄНИЯМИ

Бъш = -Вгсмдл (мы, 0<±< т..
Вг (Т) =І , В2( з ) Е0, з>Т.

Здесь І - единичная матрица. Ясно, что В2 (і ) легко вычисляет-
ся в явном виде с помощью метода шагов. Матрицу РІ определим
как решение уравнения Бернулли

151 (і ) = 1% (і ) ВЁ (і ) 31 (і ) 132 (01310), Р1 (Т) = 1%- (1-13)
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Тогда решение Р, О, В задачи (1.9), (1.10) имеет вид

Р (і ) = Вё (г) Р, (г) В, (г), 00,1) = -ВЗ(г›Р1(±)В,(± + т),
_ _ <1.14›

В (і , т, Р) = ВЁ (і + т) Р, (і ) В, (і + р)-
В единственной точке 15: Т -Н разрыва производной

функции В2 эта производная определяется по непрерывности
слева. Справедливость формул (1.14) проверяется их подстанов-
кой в уравнения (1.9), (1.10). Если матрица А/' о невырождена, то
уравнение (1.13) сводится к линейному с помощью перехода к об-
ратной матрице Р1-› РІІ.

1.5. Приближенное управление нвазилинейньъми системами.,
Точное построение синтеза оптимального управления, основанное
на уравнениях (1.5) метода динамического программирования,
сопряжено со значительными трудностями. Поэтому особую ак-
туальность приобретают различные приближенные алгоритмы
синтеза управления. Некоторые из них можно построить (и обос-
новать), если уравнения движения содержат малые параметры,
обусловленные либо малостью нелинейных членов или шумов
в управляющем устройстве, либо малостью внешних сил, дей-
ствующих на систему. Наличие малых параметров в уравнениях
движения позволяет развить процедуру приближенного синтеза,
основанную на разложении функционала Беллмана в ряд по сте-
пеням малого параметра 152, 531. Отметим, что обоснование этой
процедУРы для систем с последействием опирается на построение
вспомогательных задач управления, решение которых как раз
и совпадает с введенными последовательными приближениями.

Рассмотрим подробнее случай управляемой квазилинейной
системы вида (1.1)

іііі (і ) = (гї (і , т) + В (і ) И) ііі + 0 (і ) ііЕ (і )- (145)
Минимизируемый функционал - квадратичный и определяется
равенствами (1.З), (1.7).

Ввиду соотношений (1.4), (1.5) уравнение Беллмана в рассма-
триваемом случае (1.15), (1.3), (1.7)

іэї 150711» (і , ї) + (ЄҐ (і , Ф) + БЮТ душ (і , УФ/ дт+
-ЪштАНш-, і - иТ1\ ї 2и]=0, Уц,( Т,: п)=: сТ1\ Ґ0х , (1.16)

откуда вытекает формула для оптимального управления

и, (г, и» = -ё 1г ;1<:› ВТ<±›дт/,,, а,<±,штата) (по
Представим искомое решение уравнения (1.17) в виде

7 (і , ФАР) = ї” (і , т, Ф) + 87*(і ,1,11>)+ - ~ - (1-18)
Для определения коэффициентов этого разложения подставим его
в уравнение (1.6) и приравняем нулю коэффициенты при одинако-
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вых степенях е. Функция У°, определяемая уравнением (1.16)
при е = О, является функцией Беллмана линейно- квадратичной
задачи (1.15), (1.3), (1.7) при є = О, не содержащей последействия,
и вычисляется в явном виде. Она равняется У° = астР (і ) за -|- 5 (і )
(см., например, п. 1.2). Остальные приближения представляют
собой решения уже линейных уравнений.

Для этих приближений можно записать следующее вероятност-
ное представление:

т
1/1, (г, т) =М$Ѕ Ѕ, (т, уд ат. (ме)

і

Здесь Ма, _ математическое ожидание, вычисляемое при условии
что траектория процесса у, фиксирована при т<і и совпадает
с заданной функцией Ф; процесс у (т) определяется линейным сто-
хастическим уравнением без последействия

ду (т) = -В1 (т) Р (т) у (17) єіт -і - о (т) Ш; (17), т > і,

у (г) = т-
Наконец,

Ѕ, (г, и =1т<ь «и эт* (г,от -
Іі-1_ -27 2 (ат/ї, (г, туды в, (г) дт/ ід *(г, туда.
і=1

Представление (1.19) может быть использовано для вычисле-
ния коэффициентов разложения (1.18). Теперь для получения
і-го приближения и, к оптимальному управлению достаточно
в правую часть уравнения (1.17) вместо Уподставить і-ю частичную
сумму из разложения (1.18). При этом ошибка по минимизируе-
иому функционалу будет величиной порядка ет.

3 а м е ч а н и е. Часто при рассмотрении задач управления
уравнения системы берут содержащими в правых частях линейные
слагаемые вида А, (і ) зс( і ), например:
дш( і )=[ А,(,;) щ( г )-1- А( і ) т ( і - Іъ )-|- В( і ) ы]« іі +

+ 0 (і ) 01% (і )-
Ясно, однако, что это уравнение приводится к виду (1.6) с помо-
щью замены переменных у (і ) = 2 (і ) и (і ), где квадратная матрица
2 определяется соотношениями і (і ) = -2 (і ) Ад (і ), 2 (0) = І.

2. Оценивание состояний систем с последействием

В этом разделе рассмотрена задача оценивания состояний ли-
нейных систем с последействием по результатам линейных наблю-
дений. Метод построения оптимальных оценок основан на сведе-
нии задачи оценивания к линейно- квадратичной задаче управле-
ния.
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2.1. Фильтрация при одном запаздывании. Рассмотрим систему
вида (1.6)

1110:) = А (і ) и (і - щ) он + а, (і ) 115, (і ), 0 < і < Т, (2.1)
О НЗЧЗЛЬНЬІМ УСЛОВИОМ

я: (в) = О, з< 0, гс (0) = 9:0. (2.2)
За системой (21) проводятся непрерывные наблюдения, в ре-

зультате которых измеряется вектор у (і ), удовлетворяющий
уравнению

ду (г) = а (г) и (і - 1Мі +02 (г) «іёг (г), (2-3)
о<і <т , у( о›=о.

В уравнениях (2.1), (2.3) векторы за (і )Є Нд, у (і ) Є Вп п матри-
цы А, 01, 3, о, с кусочно-непрерывными элементами заданы, но-
стоянные запаздывания 121, 71, неотрицательны; через Е, обозначе-
ны стандартные винеровские процессы; гауссовская случайная
величина т., такова, что М то = 0, По = М и0хЁ> 0. Величины
то, ё1, ё2 взаимно независимы. Наличие запаздывания И в на-
блюдениях (2.З) обусловлено конечностью времени, необходимого
для проведения измерений и их обработки. Задача состоит в по-
строении наилучшей в среднеквадратическом смысле оценки
т (Т) вектора за (Т) по измерениям у (і ) на отрезке Ю, Т1. Отме-
тим, что т (Т) есть условное математическое ожидание т (Т) =
= М ш( Т )/ ут ,где ут _ о- алгебра, порожденная наблюдениями
11/(3), з < Т. Положим В (Т) =М [:с(Т) _ т (Т)] [за (Т) - т(Т)1"`.
Поскольку условное распределение вероятностей сс (Т) при усло-
вии ут тауссовское, то

т
та) =Ѕ и (анус). (2.4)

О

Из соотношений (2.1)-(2.4) вытекает, что матрица и (і ), обра-
зующая ядро оценки (2.4), есть оптимальное управление линейной
детерминированной системой

дЧі) = ~Ат ( і +і 21)<1(і +їи )+8т (1 ї +ї 1) и( і +72),(2-5)
ос( т)=0,17>Т, ос( Т)= І

с квадратичным минимизируемым функционалом І, равным
|Т

1: тгшг): тг {ат<о)д., а(о) + Х [ат<і)ш1(г)ц(г›+
0

+ ищут, (г) и т] а±} -› Шід, <2.6›

Мг = 020; > О, -1 = 010;
Функции А и 3 вне отрезка Ю, Т] считаются равными нулю.
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Решение задачи (2.5), (2.6) изложено в разд. 1. Используя его,
запишем выражение для оценки ш (Т) и матрицы ковариации
В (Т). Имеем

и (г): 1т2(±)-1д(:>[1›( г_ муха _ н) +
0

+ ЅО( і - іг , т ) ос ( і - т _ іг ) сіг ], (2.7)
_д1

В( Т)= Р( Т), Т) і>іц и( і )= О, 0<і <іь

Матрицы Р, О, В удовлетворяют уравненням

Р (о = 0 с, 0) + от и, 0› + м (г) - Р ш В., (о Р (о,
Нажми- т т,2)о<±,о-Р<±›В0<»›о<±,т›=0. <2.8›д

д +

(і -Ё-+ і1ї± т: В: г ~0д, + д, . др) мирно т) окт мы,
где

Во (і - д) = 8 (і ) Щ (ЁГІЗТ (1)-
Граничные условия для уравнений (2.8) имеют вид

Р (О) = По, О(0, т) = В (0,.1г, р) = 0, -І11<т, р <0;

А( і +їи ) Р( і )-0т ( і ,- іг 1)=0,0<і <Т;(2-9)
2А (і + Ні) О (і , т) - В (і , -Іъд т) - Н* (і , т, -Іьд == О.
Итак, построение оценки т (Т) и матрицы ковариации 1) (Т)

состоит из следующих этапов: 1) решить задачу (2.8), (2.9), опре-
делив матрицы Р и О; 2) решить задачу (2.5) при управлении и (і )
из выражения (2.7), в которое подставленыШайденные матрицы Р
и О; 3) подставить найденные Р, Ои ос в соотношение (2.7), опреде-
лив тем самым и (і ); 4) теперь В (Т) и т (Т) даются формулой (2.7)
при вычисленном и( і ).

Рассмотрим некоторые ситуации, когда описанный алгоритм
фильтрации допускает упрощения.

а) Если 01 = О (т. е. уравнения (24) - детерминированные),
то задача (2.8), (2.9) допускает явное решение вида (114).

б) Случай И, = 0 и уравнения (21) справедливы при всех
і > -іь Начальное условие имеет вид

ш (О) = то, М то = то, М (то - то) (то - то)1` = По. (240)

Определим матрицу 2 (і , з) соотношениями 2 (і , і) = І, д: (і ,
з)/ ді= А (і ) 2 (і , з). Тогда для матрицы ковариации В (і ) полу-
чаем уравнение

15 (г) _ вАт _ Ад = _ш, (г) р + ран, +
(211)+ 51211) + “ШТ _ 511151» В (О) = до-

І
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Здесь положено

21(і )= 2* (і -- 71,0! (і )1\/`2(і )`1 8 (і ) 2 (і - іі. і),
і

51 = 82 (і , $)1\ї 1(з)гт (і , з)1із .
г-л

Уравнение для оптимальной оценки ш (і ) имеет вид

ащц- А (±›т<і )1и=(в<і )- Ѕ о1($)<1$) ы(±,±_11) дт(±›><
г-п

>< П; (і )`1(сІу (і )_ 30): (і - И, і)т (і ) кіі), т (0) =т0. (2.12)
в) Случай 121 = 0 и уравнения (2.1) справедливы только при

і > 0 с начальным условием (210). Тогда оптимальный фильтр
описывается уравнениями (211), (212), перед правыми частями
надлежит написать общий множитель Х (і _Н), где Х (і ) = 0
при і<0 и ×(і )=1 при і>0.

2.2. Энстраполяция. Задача экстраполяции состоит в построе-
нии наилучшей в среднеквадратическом смысле оценки будущего
состояния системы (2.1) в момент времени 17 > Т по результатам
наблюдений (2.3) вектора у (і ) на отрезке [0, ТІ. Решение задачи
экстраполяции может быть получено из решения задачи фильтра-
ции, приведенного в п. 2.1. Действительно, положим 30 (і ) =
= 3 (і ) при О < і < Т и до (і ) = О при і> Т. Рассмотрим теперь
вспомогательную задачу фильтрации вектора за (т) [описываемого
соотношениями (2.1), (2.2) при О < і < т] по результатам наблю-
дений (2.3) на отрезке Ю, 1:1, причем в уравнениях наблюдения
(2.З) вместо д( і )стоит 30 (і ). Так как случайные величины то,
21, Е, независимы, то решение введенной вспомогательной задачи
фильтрации дает также решение и исходной задачи экстраполя-
ции. Поэтому соотношения, определяющие решение задачи экстра-
поляции, т. е. определяющие условное математическое ожидание
т (т) = М х (т) | ут и матрицу В (т) = М [за (т) - т (т)] [за (т) -
- т (17)]т, получаются из соответствующих ~формул п. 2.1, в ко-
торых всюду надлежит заменить Т на т, а 5 (і ) на 30 (і ).

2.3. Интерполяция. Задача интерполяции состоит в построе-
нии оптимальной в среднеквадратическом смысле оценки т(т0)
в предшествующий момент то Є Ю, Т) по измерениям у (і ),
0 < і < Т. Процессы зі и у задаются уравнениями (2.1)-(2.З).
Оптимальная оценка т (то) = М за (то) | ут по- прежнему имеет
вид (2.4), т. е.

Т

т (то) = и (г) ду (г). (2. 13)

Матрица и (і ) в оценке (213) представляет собой оптимальное
управление линейной системой

д* (і ) = -Ат (і + (и) Оі (і + іі1)+ г” (і +70 11 (і -І-іі ), (244)
0 < і< Т 1
<×<$›=0,$>т , «<т0›=1+«<т0+0› <2-15›
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с минимизируемым квадратичным функционалом (26). Отметим,
что а (і ) имеет скачок величины І при і = то. Оптимальное управ-
ление и в задаче (214), (26) равняется 1; = и + щ, где иопреде-
ляется формулой (2.7). Для и1 справедливы соотношения и1 (і ) =
= 0, 0 < і < 11; и1 (і ) = АД (і )`1 3 (і ) Рг (і ), где матрица Р,
удовлетворяет уравнениям

Рг (г) + Ра с) Во <±› Рг <±› = о,
Р, (о) = о, Р, (д, + о) = Р (то). (246)

Выражение для матрицы ковариации В (то) ошибки интерполяции
имеет вид

т
в<т,,›=1›(1')- ЅР;<±› в0(:)1>2<±)<1:. (241)

о
Ввиду соотношений (2.14)-(2.17) решение рассмотренной вы-

ше задачи фильтрации следует из решения задачи интерполяции
при то = Т.

2.4. Оценивание при нескольпизс запаздываниях. Процедура
построения оптимальной оценки вектора состояния системы путем
исследования вспомогательной задачи оптимального управления
оказывается эффективной и в целом ряде иных ситуаций; некоторые
из них рассмотрены ниже. При этом изложенное выше пока-
зывает, что специфика конкретной задачи оценивания проявляет-
ся только в виде уравнений двойственной управляемой детермп-
нированной системы. Приведем их для задачи оценивания э: (то),
О < то < Т, по измерениям у (і ), 0 < і < Т, предполагая, что

Ы

ащ) = 2 Адлер: _л,) аі+ щтгёці), 0 <:<Т, 1190,
1:1

«и <±› =

Начальное условие для уравнения (218) имеет вид (2.2). Пско-
мая оценка определяется формулой (213), в которой матрица и (і )
есть оптимальное управление линейной детерминированной систе-;
мой

ы
1<±›= ~ В [АМ +т ›<×<г + т) + ет + пт: + т] (2-19)1=1

с квадратичным минимизируемым функционалом (2.6). Началь-
ные условия для ос (і ) и условия скачка при і = 1:0 задаются соотт
ношениями (215). Отметим, что запаздывания т, в наблюдениях
приводят к сдвигу аргумента управления и в двойственной задаче
(219), а запаздывания Н, в уравнениях движения _ к сдвигу ар-
гумента в двойственных переменных ос. Способ решения линейно-
квадратичной задачи (249), (2.6) аналогичен [50, 541. Подобным
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же образом могут быть установлены оптимальные оценки при кор-
релированных, профильтрованных (цветных) и вырожденных
возмущениях Е1 и Е,

2.5. Фильтрация решений интегральных уравнений *. Пред-
положим, что ненаблюдаемый процесс х (і ) описывается линейным
интегральным уравнением

і і

2(±›=1.,+Ѕ(<1,к (±, отцыЅацоаав), о<г <їц (220)
0 О

с начальным условием (2.2), а наблюдения осуществляются в соот-
ветствии с уравнением (23). За исключением ядра К (і , з), все
параметры в (2.20), (2.3) те же, что и в п. 2.1. Элементы матрицы
К (і , з) - кусочно-непрерывные функции, имеющие равномерно
по і Є Ю, Т] ограниченную вариацию по в Є Ю, і1. Кроме того,
предполагается, что решение уравнения (2.20) представимо в виде

а (г) = 2 (г, о) а, +Ѕг ( і , з › а1( з › аё ,( з ›, (221)

где матрица я (і , і) = І, 2 (і , з) = О при і< з. Оптимальная оцен-
ка т (Т) в рассматриваемом случае по- прежнему имеет вид (24),
ядро оценки - матрица и (і ) _ представляет собой оптимальное
управление детерминированной системой

Т

ы( Ѕ)=2( Т ,$›_Ѕ и(±› д(±)2(±_л,$› д± . (222)
з+іъ

с минпмизируемым функционалом (2.6). Отметим, что в силу соот-
ношений (2.22), (2.б) при И 2 Т матрица и (і ) == 0, т. е. т (Т) = О
и

г

тгщт) = тгИТ, ошоы (т, о) +
Т

- цг, цгщцгцг, от] п>т .
0

Исследуем управление и (і ) при Т 271,. Ясно, что и (і ) = 0,
0 < і < Н. Далее на основании необходимого условия оптималь-
ности [102] оптимальное управление и( і )в задаче (2.22), (25)
равняется

и (о = [и (Ф) ж <± ~ и, 0› +
і-д

+ Ѕ цщшцзмцг- л,$)<1$]гт(±) ш;1(:›. (223)
О

* Результаты этого пункта получены совместно с Л. Е. Шайхетом.
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Рассмотрим корреляционную матрицу В процесса за (і ), рав-
ную Н (і , 1:) = М и (13) авт (17). С учетом соотношения (2.21)

іАт

НЦ, т)=2(±, 0) Возт (т, 0) + Ѕ 2(і ,з)]\ ї 1(з)2т(т, з)яіз ,
0

где і /\ 1: = шіп (15, 17). Положим еще и (15) = 1/(1) д* (15)1\7;1 (15),
5:1 = ЁМ? 3. Тогда в силу формулы (223) для матрицы 12(і )
получаем уравнение

т-ь
и<±- ъ- л)= Н( Т,±›_ Ѕ1›($+л) д1($+л)1 г <$,:) а$,1:>0.

о
(224)

При сделанных предположениях решение и интегрального
уравнения (2.24) существует и единственно. Таким образом,

и( і )=0,0<і <їц н(15)=и( і )3””( і )1\/';1(15), і >їг .(2.25)

Подобно п. 2.1, если уравнения (2.20) _- детерминированные (т. е-
01 = 0), то решение уравнения (2.24) можно найти в явном виде,
а следовательно, найти в явном; виде ядро и( і )оценки (2.4) и
ошибку оценивания. Именно в` этом случае

и (г) = 2 (Т, 0) 01 г* (г - 1», 0› ет (г) Н? (г),
Т-- ҐЪ

ц= р., [1 + Ѕ щь, 0) д, (з + м) 2 (в, 0) де роГ, (226)
0

ТгВ (Т) = Тгг (Т, О) 171 ат (Т, 0).

Формула (226) для Тг В (Т) позволяет проследить зависимость
ошибки оценивания от величины запаздывания в канале наблю-
дения (2.3). Пусть, например, матрица 31 постоянна. Тогда

(ті /дп) тг в (т) =
= Тг [2 (Т, О) В12Т (Т _ Н, О) 312 (Т _ Н, О) В12т (Т, ОП.

Правая часть последнего соотношения неотрицательна при Ра < Т
и равна нулю при И > Т. Значит, ошибка оценивания вектора
а: (Т) монотонно не убывает с ростом И, И < Т, и постоянна по Іъ
при 11. > Т.

З а м е ч а н и е. Всюду в этом разделе предполагалось, что
распределение эсо гауссовское. При этом линейная оценка (2.4)
оказывалась оптимальной в среднеквадратическом. Если отказать-
ся от этого предположения и считать только, что второй момент
вектора то конечен, то оценка (2.4) будет оптимальной в классе
линейных.

2.6. О нелинейной фильтрации. Пусть уравнения движения
системы и наблюдения - нелинейные с конечным последействием
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и имеют вид

іігі (і ) = А (і , 1:) ііі + 01 (і ) 11% (і ), і) 0; (227)

ііу (і ) = з (і , ті) ііі + 02 (і ) ііёг (і ), 1/ (0) = 0- (2-28)
Здесь х, = х (і + В), -- 11 < 0 < 0. Решение уравнения (2.27)
определяется начальным условием (1.2) при 150 = О, в котором
ср (6)- случайный процесс. Предполагается, что ср (6), Е, (і ),
Е2 (і ) - взаимно независимы. В уравнениях (2.27), (2.28) матри-
цы 0,, 02 и процессы ЕІ, Ег те же, что и в уравнениях (2.1), (2.3).
Функции А, 3 считаются такими, что решение задачи (2.27),
(228), (22) существует и единственно.

Отметим, что задачи фильтрации с распределенным последей-
ствием в наблюдениях (228) возникают в некоторых вопросах сле-
»кения 11141. Поскольку процесс ж, марковский (см., например,
1561), то некоторые соотношения в задаче оценивания сс (15) по ре-
зультатам измерений (2.28) можно получить, используя общую
теорию фильтрации марковских процессов [109, 1121. Эффектив-
ность этих соотношений, однако, невелика но двум причинам:
во- первых, они содержат математические ожидания функциона-
лов типа Мд (і , х,)| у,, зависящих от предыстории движения
а: (і + 6), и, во- вторых, в эти соотношения входит инфинитезималь-
ный оператор Ь процесса д, вид которого в общем случае неизве-
стен. Этот оператор уже встречался в разд. 1 при рассмотрении
вопросов управления, причем для линейно- квадратичных задач
управления и приводимых к ним задач линейного оценивания его
удается конструктивно описать (см. п. 1.2). Кроме того, общие ус-
ловия оптимальности (1.5), (1.6) позволили обосновать процедуру
приближенного синтеза управления (н. 1.5). В связи с этим при-
ведем некоторые соотношения нелинейной фильтрации [1О9, 111,
1121 в системах с последействием (227), (228), которые, возможно,
окажутся полезными при разработке приближенных алгоритмов
оптимального оценивания.

Пусть у (1) _ заданная функция. Положим п, (у) =
= Му (х (і )) | у,. Тогда

дл: (У) = д: [Щ (т (і ))1 ііі + П: [У (21 (і ))ё(і )1 “Ёііт (і ), (2-29)
где со (і ) - обновляющий процесс,

І

<››<1›=у<:› -Ѕп,<@<в, а» 113, с<г ›= гт <› г ,и) - п, (ка, 1,».
0

По виду соотношение (229) подобно основному нелинейному сто-
хастическому уравнению теории нелинейной фильтрации диф-
фузионных процессов. В правой части соотношения (229) встре-
чаются условные математические ожидания функционалов, зави-
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сящих от предыстории 1,, вида г (і , щ). Для них справедливо сле-
дующее представление:

д: (7`(ї› ї1))=М7`(Ё› дну: = МГОЁ, 104-
г

+ Ѕл, [м (г (г, т] д) г; <Ѕ>11\ г ;1< з › а<»($;, (230)
0

откуда следует, что оптимальная в среднеквадратическом сьшсле
оценка п, (х (і + 9)) вектора а: (і + В) удовлетворяет уравнению

Щ (103 + е» = “не (ї (і + 9)) +
і

+ 5 «в и <± + е› с<Ѕ›1~?<з›<1<››<$›.
г+е

Для процесса л, (г (і , ж )) справедливо соотношение

дл, (г(і , жд) = п, [Ьг(і, х,)] сІі -ў- п, [г(і, х,);( і )]1\ї ;1(і ) сіо›( і ).



4
ОЦЕНКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ
ПЕРВОГО ОТКАЗА
ДЛЯ РЕГЕНЕРИРУЮЩИХ МОДЕЛЕЙ

1. Постановка задачи

Важный раздел математической теории систем составляет изу-
чение стохастических моделей, среди которых отметим класс мо-
делей массового обслуживания, надежности, управления запасами
и т. п. Для этих моделей достаточно актуальна следующая поста-
новка задачи. Пусть работа изучаемой модели описывается реге-
нерирующим процессом [491, т. е. процессом, «сшитым» из неза-
висимых одинаково распределенных циклов, которые далее будут
именоваться также периодами регенерации. На каждом таком пе-
риоде может происходить событие, интерпретируемое в различ-
ных прикладных случаях как отказ системы, переполнение оче-
реди, опустошение склада и т. д. Наступление события не зави-
сит от поведения процесса на других периодах регенерации. Бу-
дем считать вероятность наступления указанного события на цик-
ле малой величиной и интересоваться распределением времени
наступления первого такого события в изучаемом регенерирующем
процессе. Поскольку получение явного вида этого распределения
представляет непреодолимые математические трудности, то зна-
чительное внимание в литературе [24, 92, 96] уделяется доказа-
тельству соответствующих предельных теорем. Если иметь в виду
прикладные аспекты, то первостепенное значение имеют количе-
ственные оценки скоростей сходимости в данных теоремах. Клас-
сическими методами подобные оценки либо получаются в частных
случаях, либо не обладают достаточной точностью.

Цель данной главы - нахождение количественных оценок
в указанных предельных теоремах, обладающих достаточными точ-
ностью и общностью. При этом развивается новый метод доказа-
тельства самих предельных теорем, основанный на использова-
нии свойств вероятностных метрик [38].

Перейдем к постановке задачи.
Пусть (Ѕ2°, ЁЁЁ Рс) - некоторое вероятностное пространство,

на котором определен «цикл», т. е. пара (С (-, со°), В (Ф°))› со” Є
Є Ѕ2°. Здесь 6 = В (шс) - случайная величина (с.в.), которая, по
предположению, считается конечной почти наверное и представ-
ляет собой длительность цикла (периода регенерации), а Е (- , ю°) -
случайный процесс, заданный на Ю, 0 (со°)). Определим
событие А Є Ж, Р” (А) = 9, О < 9 < 1, и сопоставим каждому
со° Є А величину т] (со°) < 6 (оэ°), которую назовем временем
наступления А на цикле. Обозначим Р (ж) = Р° (0 < зи) -
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функцию распределения (ф.р.) величины Є; Т = Е° Є, Т, = Е°6“,
з > 1,- моменты величины 0. Нам потребуются также следующие
условные распределения:

17`__ (ап) = Р° (9 < х/ А),

К, (ш) = Р” (0 < гс/А),

д (т) = Рс (П < ї/А),
где А = €2° \ А.

Изучаемый регенерирующий процесс Е ( - , со) конструируется из
циклов следующим стандартным образом [49].

Пусть (52, їц Р) является прямым произведением счетного чис-
ла копий (Ѕ2°, Ж, Р°):

(9,Ёї,Р)=(Ѕ2°,Ёї°, Р°)><(Ё2°,Ёї°, Р°)><

Если і>0, со= (шї, (оЁ, . .) и ЅК,1( о ›)< і <Ѕ;,( ю),1с>1,
ТО ПОЛОЭКИМ

Еат (о)
ї

Си
__

Ѕїї"1(ю) т (9731

где Ѕ0( со ) Е0, Ѕ;,( ю)= д( озї )+...+ б( ю; ї ), Іс >1.
Далее, для каждой точки со = (юї, юЁР . .), такой, что (ої ї

$А,. . . оэўд ЄЕ А, юЁ Є А, В: 21, положим

у (т) = к, (м)

Ю =
Тишї): Ідїїч

@<<››ї ›+...+®<<››%-1›+ «пей», /«> 1.
Равенствами (1.1) и (12) величины у и 1: определены почти

всюду (по мере Р). Эти величины имеют следующий смысл: у --
номер цикла, на котором впервые наступает событие А; 1: - мо-
мент первого наступления события А в изучаемом регенерирую-
щем процессе Е. Будем далее интерпретировать наступление собь1-
тия А как отказ. Подобная интерпретация характерна для теории
надежности [241. Будем изучать предельное (при 9-›- 0) распре-
деление нормированной с. в. т. При этом оценки (как и в работе
[24]) получаются в «равномерной» постановке. Иными словами,
мы считаем, что с изменением 9 (при 9 _» О) процесс Е может ме-
няться произвольным образом, лишь бы он оставался регенери-
рующим и были выполнены ограничения, рассматриваемые далее
в этой главе.

Формула (1.2) неудобна для исследования из- за возможной за-
висимости величин В (юЁ) и у (ю), поэтому используем следующее
легко доказываемое равенство:

т; 2 ®;+ т, <1.3›
і<~'

(12)
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а: _где = означает равенство по распределению; величины у, 61,
НД. . ., п* независимы и

Р<у=т =<1-оыи у», <1-4›
Р (@;<1›=Р.< х›, 1> 1, т)
Р (тҐ < т) = О (гс). (1.6)

При естественных условиях и должным образом выбранном
нормирующем множителе ос ((1) имеет место предельное соотноше-
ние [24, 961 (_> _ сходимость по распределению):

аа (ч) у д, П,
ГДЄ П * ЭКСПОНЄНЦИЗЛЬНО РЕІСПРЄДЄЛЄННЗЯ С. В. ї

Р( П<х )=1-е-х, 1:20. (1.7)
Наша цель - получить оценки вида

<ї ( о=(ч) т ,0)<г ( ч) (1-8)
для некоторых простых [38] вероятностных метрик сІ, где а (9) -› О .

11-*0

Ниже в качестве сІ рассматриваются две метрики -- равномерная

ИХ. У)= Ѕ\1 РІР( Х<= И)- Р( У<1) І (1-9)
и средняя

+00

Ыхж): Ѕ |1›(х<:с›-р<у<т)| аа. (мо)
-оо

2. Обозначения. Метрики

ВСЄ РЗССМЗТРИВЗЄМЫЄ В рЕібОТЄ ВЄРОЯТНОСТНЬІЄ МЄТрИКІІ ИМЄЮТ

структуру
МХ, У) =

71113 ІЕНХ) -ЕНУН
Бо*

и отличаются друг от друга лишь видом множества їц по которому
берется Ѕир.

а. Равномерная метрика р:

їур = {Ґ = і (~) = Ґ<-~,~1(-), т Є (- °°, + °°)},
где ТВ (-) - индикатор імножества В.

б. Метрика С; (1 < в < 2) [38]:
Ёз ={Ґї | ї '( ї )_Ґ( у)|<|1-у |*1»1,115 (_ °°›°°)}-
в. Средняя метрика СІ [461:
ЁЁ1={ ҐІІї ($)~ ї (!/)|<|1- у |1$› уЄ (-°°1°°)}-

Приведем ряд вспомогательных утверждений.
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Л е м м а 1 (свойство однородности порядка з для метрик
С, [З8]). Для любых с. в. Х, У, действительной постоянной с Є
Є (- оо, оо) и 1 < з < 2 справедливо равенство

С; (СХ, СУ) = ІС ІЅСЅ (Х, У)-
Л е мм а 2 (свойство регулярности [38]). Если (1 = р или

11 = СЗ, 1 < з < 2, то для любых независимых с. в. Х, У, Й/ спра-
ведливо

«1(Х+РУ, У+И/)< в<Х, У›.
Ниже повсюду с. в. П имеет экспоненциальное распределение

(1.7).
Л е мм а 3 (неравенства сглаживания). Пусть Х, У, П, И/ --

независимьъе неотрииательные с. в., величина И/ имеет плотность
рт (ж), ограниченную сверлу числом р. Тогда

р( Х+И/, У+И/›< ўё1( Х.У), (2-1)
;,(Х+о,У+(/›<2;,( Х, у), 1<$<2, (22)
г>(Х+П+И/, У+0+РУ><ШаХ(1,1 ї ) ёЅ( Х›У),
1<з<2. (23)
Доказательство. Имеем

ОО

ЅР( Х<т - у ) рш( у )<1 у -
0

р( Х+ї / У,У+Й7)=511~ р

-їР<У<ш-у›рш<у›ау|<э Ѕ 1Р<Х<и›-
0

ч Р( У<Ы) І <ї 1^*= ўС1(Х, У)-
Неравенство (2.1) доказано.
Для доказательства неравенства (2.2) заметим, что

ДЦХ- і - П,У+П)= зир | Ед( Х)- Е,<;( У)|,

где зир берется по всем функциям 3 вида
00

г<=о=Ѕ тащит/ ду, теги.
0

ПОФКОЛЬКУ з” (т) = - і (т) + в (т), ІёҐ і< 1, то 3/2 Є 33,
1 < з< 2, и, следовательно, неравенство (22) доказано.

Аналогнчно доказывается неравенство (2.3).
Л е мм а 4 (аналог неравенств сглаживания). Если Хі, У, 2 -

независимые с. в., Ѕ(9)=9 2 Х., Н(: с )=2 Аіфз), А (ж) =
іЅИ ) і>0

= Р (Хі < ж), то для любого [З ё 0 справедливо неравенство

рог + Ѕ (о, 2 + Ѕ о» < %
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно неравенство
і

р<У+Ѕ<</›,2+ Ѕ<<;››< Ѕ1д› Ѕ| Р<У<:- и›-
-Р(2<г~и>І<1Р(Ѕ(ч)<и). (2.5)

Разделим интервал [0, оо) на полуинтервалы длины Бо: [0, 59),
[|3<1, 259), . ., [пгт (п +1) Во) и обозначим іс-й полуинтервал
Ік. Пусть МК =$11р {]Р(У<$) -Р(2<аз) |:$Є1,,}, а
жїї Є [(111 - 1) Бо, 14391- такая точка, что

МК: Ііш |Р(У<.с)_Р(2<:с)]. (213)
х-› хд., хєІк

Скоиструируем две кусочно-постоянные функции 17%; (і ) и
17% (і ) так, что

РЁ-( і ): Ііш Р( У<а :),если іЕІд,іс=1,2...,
ас-» хїщсєІк

РЁ(±)=
Евіш

Р(2<ж), если ІЄІК, Іг=1,2_,__
х-»хдцхёІк

По построению,

21 (140). Р( У<~))<Г3ч. ЫРЁФ), Р(2< ~))<І 59- (2-7)
Оценим интеграл в правой части неравенства (2.5) верхней интег-
ральной суммой с помощью конструкции (2.6) и неравенства (2.7):

МУ + ЅЮЪ 2 + 5 (9)) < Ё Мп/ гЫи- ЬЧЁ (1- 0)і `1 ><
Ь*< і / В<1 і>1

>< (Аітв + т - «чи/ ф» < 2 111и/@<11-~«Н<Ь›<
Ь'< і / Вч

< їёі2 леев = “д” с (Ра Рё) <
1:90

< “Ё” [и (У, 2› + 24151,
т. е. доказана справедливость неравенства (2.4).

Л е м м а 5 (очевидная). Если с. в. 0 = 0 с вероятностью 1, то

С1( Х,9)=ЁХ
для любой с. в. Х.

3. Оценки в предельной теореме Реньи

Обратимся сначала к задаче, представляющей самостоятель-
ный интерес и составляющей содержание теоремы Реньи. Пред-
ставленные ниже оценки являются обобщением и уточнением ре-
зультатов работ [26, 27, 431.
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Пусть Х і - независимые одИНаково распределенные неотрч-
цательные с. в., ЕХ, = 1, о (о) _ «геометрическая» с. в. с распре-
делением (1.4) и не зависящая от {Хі }. Теорема Реньи утверждает,
что ~

а
Ѕ( о )=9 2 Х,--› П. (ЗА)

'іЅЩф Ч-' О

Найдем оценки скорости сходимости в соотношении (ЗА) в метри~
нах С, и р.

Ниже все переменные, имеющие различные обозначения или
разные индексы, считаются без дополнительных оговорок незави-
симыми, например: ХІ, Хг, У, П, Ѕ ((1), у ((1), у (о/ос) и т. д. При
этом величины, имеющие одинаковое обозначение и отличающие-
ся лишь нижними индексами, считаются одинаково распределен-
ными, например: П, 01, ПЖ. .

Л е м м а 6. Имеют место следующие равенства:
(а) При любых 0 < о < ос<1

д МІ/ Ог)

»ю=;~ мъ ет
а

_
Ич/ т )

Ѕ@=%2&ш ее
@ Етётёішіп. ее

іёмт)

(В) При любом п > 1
а

где

б
ї

О с вероятностью 9,
1 с вероятностью 1-41,

в (д) ідх., + Чех, + . . до, . . .в,, х,, + 61. . спид (9). (вс)
Д о к а з а т е л ь с т во. Равенства (32) и (3.5) - хорошо

известные свойства геометрического распределения, легко прове-
ряемые непосредственным вычислением. Следствием их являются
соответственно соотношения (33) и (3.6). Равенство (3.4) также
хорошо известно и может быть проверено непосредственно.

Обозначим далее
АеЬЫчХ<оАмо =РеХ<о=А<щъ
Щл= Рш< омъш= РеЫ< л =1~~ е
щш= Рет < о
Оценку скорости сходимости в соотношении (З.1)тривиально

можно найти, используя метрики С, (1 < з < 2) І4З1:
СЗ (5 (ч), П) < ЧН ёз (Х, д) (3-7)

64



Однако получить из этого неравенства оценку в метриках Д,
и р, пользуясь только универсальными соотношениями между мет-
риками, невозможно - необходимо использовать структуру зада-
чи. Именно это и реализуется ниже в теоремах 1-4.

Найдем сначала оценки скорости сходимости в соотношении
(ЗА) в терминах метрики СГ

Т е о р е м а 1. При любом 1 < в < 2 справедлива оценка
Ё1( Ѕ( Ч),. П)<29ё1( Х, П) + 29"* С, (Х, д) Е 8101)- (3-8)
Прежде чем доказывать теорему 1 , обратим внимание, что в изу±

чаемой ситуации необходимым и достаточным условием конечности
величины С, (Х, П) является соотношение ЕХЁ < оо ІЗЅІ. Поэто-
му, если это неравенство не выполняется, оценка (3.8) может
стать тривиальной.

Более того, а, (9) -› О тогда и только тогда, когда 9НС5 (Х,
П) -> О. В классической теореме Реньи распределение величины Х
не изменяется с изменением 9, поэтому при условии существования
ЕХЅ, з > 1, скорость сходимости а, (9) имеет порядок 934. В об-
щей ситуации схемы серий, когда с изменением 9 может меняться
и распределение величины Х, скорость сходимости может иметь
иной порядок, определяемый не только сомножителем 93-1, но
и величиной С, (Х, П).

Оценка (З.8) является универсальной и фактически содержит
всю необходимую информацию о сходимости Ѕ (9) к П.
Доказательство теоремы 1. В силу (ЗА), (3.6)

и неравенства треугольника для С, при произвольном п справедли-
ва цепочка соотношений

Ь (5 (ч), д) = ё1(5`(<1). 201)) = С1(<1Х0 + 951311 + - --
. . 951 . . . бдХп + 51 . . . бпНЅ (9),

ЧНО + Чб1П1 + - - - (161 - - г бпП- п "І" 61 - ~ - бп+1в<

<Ё1( ЧХо+ Ч51Х1 + - - - 961 - - - бпХп + 61- - - бп+1Ѕ( Ч),

(3.9)
Чщ+дыщ+. Нф, Цащ,+ ы.“ щН2@»+

+ Р
+Чб1... біХі +б1...6 і +1П,

ЧП0+ Чб1Х1-(_...+Ч61... бі _1Хі _1+- Чб1... біид ;+

+ 61. .( . дтп)Е А + ЁІ 3,.
Оценим отдельные слагаемые, пользуясь леммой 2:

А < Р( б1==0)Ґ;1((1Х0, 9004- Ё1Р( б1=1,.. . бд= 1, 6;+1=0)><

× шахт «Не + го,Д, ..., в,,,,=1› [смеха «На +
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+с1(Ѕ( а›,Всю] < то (Х, (о + фыХ, Ш 331 (1 - «У +
+ (1 _ Ч)"+1[<1Ё1(Х› д/ ї - РЁ1(Х› П)]=
= (а + (1 ~ <1›"+1› ь (Х, Ш. (ЗМ

Далее, с помощью неравенства (2.2) получим оценку
В) < Р (61 =1,..., бд= 1) (Р (бы = 0)Д1((1 І ]0+ЧХ), (100 + (111)) +

+ Р (бы = стих, + «щ + Ы, «ш + ЧХ) + И» <
<(1-Ч) і {Ч2Ё1(Хі+ [Ё Пгі* П)+(1_Ч) Ё1(ЧХі+
+ И, ащ+Ы››<(1- а › д 12:1(Х ,Н) + 2 (1 -а›”1с(<1Х.єг/›<
<(1- ЧУЧ[ ЧС1( Х›0)+2 (1 - 4)0*'1СЅ( Х1Ґ1)1- (3-11)

Подставляя оценки (340) и (311) в формулу (3.9) и переходя
к пределу при п-›- оо, получим требуемое соотношение (3.8).

Оценки в терминах метрики р получаются несколько слож-
нее. Прежде чем формулировать соответствующее утверждение,

Ёроведем
основные выкладки. Обозначим Ад (гс) = ВЧ (ж) _ Е (эг).

огда
|А,1(1)|<|Р(9П0+9б1Ґ/1+... +96; . .бпї],,+

+61...6п+12((])<$)_ Р( ЧХ0+Ч61П1+...

...-і-убъпбпдп-Ъ-бъ..б,,+1Ѕ(9)<:п)|-і-

+ |
ЁЩЧХ.,

+ 961111 + . . . + (161. . . (ЅНПН + 961.. .6,І1,+
,=

+61...бі +1Ѕ( Ч)<$)_Р( ЧХ0-(- Чб1и1+...

. ..бі_1иі_1+і]б1. .

Естчдвд. (342)
,=

Оценим слагаемое С в формуле (342):

с<ІР (®1=0›( Е«($›-Али» + Ё (1~ ЧУмЕЧНХЁі-
і=1

_ Аа*Еще) + (1 _ ЧуНц/ з .,* Еў" * Е _ А., »е Еўтк Нат) | <

<Ч(›( Х,Ы›+(1~ Ч › п +1+(1~Ч › ЅІЕЧ( І ~ у ›-
0

ї

~ Аа (и - у) І 2 Ч (1 ~ а›(-1Е3“(<1у›=ар( Х. Н›+ (1 -от+

+(1 -ФЅІЕАХ-з/РА«1( т-у)іг `” ду<

<чр( Х,П) + (1- Ч) ЧЄ1(Х., І 7)+(1 - (1)"“- (3-13)
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Далее, используя равенство

В, = (1 _ «у щ (А, * Еўі- І )* Е, _ А., з ЕЁФ- Ю* Ад (л) +
+(1._ Ч) (11, * Еїі- І )* Е, * н, _ А, * ЕЁМ * А, * 12,) (т,

(344)
ПОЛУЧИМ ОЦЄНКУ

ІЁЩКИ-а)<1 р(чХ,ч0)+| Ё(1-4) МА,,* ЕЁ“*“*
і=1 5:2

* (Е, _ А,)( л›|+
і=1

=== Нил | «их ш + (1 ~ «тн +<1- агроХ + ш, «и +
__ п+2+ш+ ії %-+ <1~а)2 ІАЧ*( ЕЧ~АЧ›* ВЧ( ж›|+

+ їдлгквцвгА,›* в,<т›|=/;,,<$›. (зла)
В случае, если величина Ѕ ((1) имеет плотность, ограниченную чис-
лом їі, то (см. лемму 3) справедливы оценки

ІАЧ* Е*( ЕЧ_ АЧ)* НЧ( аз )|<9 Ѕп 1аХ (1,ў)С3(Х, П), 1 <Ѕ<2,

(зла)
ІАСНЧЕЧ*Ач)* Н<1( ї)|< ЧІ7Ё1(Х› (Ё- (3-17)

Подставляя их в формулу (345), получаем из соотношений (312),
(ЗАЗ), (345) при п -› оо:

МЩЧ), П)=Ѕ1: рІ ^«(1) І <2ч ( р ( Х,П`)+?;1( Х,0))+

+

В результате справедлива
Т е о р е м а 2. Если у величины Ѕ (9) существует плотность,

ограниченная числом ў, то справедлива оценка (318).
Обратимся теперь к общему случаю. Оценим величину
Вы) = Ііт Ь,,( а :):

п--юо

Ьекмрог, Ы›+ є 1<Х , Ы››+-} ІАЧ ==Е *< ЕЧ- АЧ››~
=×=<НЧ- Е›<1›|+ -ўршхмлцгил «щ ш+ и2›+
+р<«Х+Ѕ<Ч›, ЧЫ+Ѕ<Ч››. <г *›.19›

Второе слагаемое в правой части (349) можно оценить с по-
мощью неравенства

|Ад*( ЕЧ-АЧ)*( НЧ-Е)* Е($)|<
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<| (н, -Ежш-уьч ., == (Ег А.,›<у ›<1у |+
о~їё 3

+ |Ё(н, _ Еда; _ МА, * (Е, _ А,)<и › е~<и - и ›ам ду | <
0 0

<<1С1( Х› д) [Р (5 (Ч) д) + С1(5( Ч)›д)]- (3-20)
Подставляя соотношение (3.20) в неравенство (319) и используя
оценку (313) (при п -› оо), получаем из соотношений (342):

еще)0)< ё1( Х› І /) ІР ( Ѕ( Ч),0)+ё1(Ѕ(<1), ї /)]+21[р( Х› ПН-
+С1( Х,0)]+ РШХ + Ѕ (ч), 00 + Ѕ( а ))+ а*'1С,( Х› П) (3-21)

Вообще говоря, СІ (Х, П) < 2. Однако, если предположить, что
СІ (Х, П) < 1 (а такой случай часто встречается в теории надеж-
ности [26]), то из неравенства (321) с помощью формулы (2.3)
при В = 1 получается следующее утверждение.
Теорема З. Если С1( Х,П)<1, то при1<з<2спрш

веб/ шва оценка

р<Ѕ (о, ш«Ёдщ <с1<Х,' и› є1е›+ иных, ш +
+С1( Х,д) І +ЧНЫХ, д)+<1Н(1)[€1( Х› дН-2]} Е8301)-

(322)
Освободимся теперь от предположения СІ (Х, П) < 1. Для этой
цели воспользуемся представлением величины Ѕ (о) в виде (3.3).
Пусть а > 9; обозначим 9' = о/ ос,

, ~›(ч ') , а
Хі=Ѕі(<×). Ѕ'(<1')=ч ' 2 Хі=Ѕ( ч )-1

Применим неравенство (321) для величин ф, Х), Ѕ':

Р(~5`( Ч):д)=Р( Ѕ' (41')›д)<С1(Х'› д) [Р(~5"( Ч'), д)+ё1(5' (0) д)+
+ 2019013 д)+С1(Х'› д)1+ р (Ч'Х'+ Ѕ'(9')› «Ш + 5'(<1')) +
+ ОҐҐЧСАХЁ д) < (2109 (т) д) [ЩЅ (9), д) + (21 (501) д)1 +
+ ЩЧ/ ОФ)[РОС д) + ЁЦЅ (т): д)] +9 (01/005 (а) + 507),
(9/0Фд +Ѕ( Ч))+ (Ч/ОФНС; (501) д) (3-33)

Воспользуемся неравенствами (2.3) (при [З = і/оь) и (3.7) для оцен-
ки последних двух слагаемых в правой части (3.23). Получим

Рош, Ы›<;1< Ѕ <«›,ш [ртом ш +;1<Ѕе›, щ +
+ 2 % р (Х, ш + [н(%) + її] 4:1 (Щи), ш +ш (д) +
-|- он; (Х, П). (324)



Поскольку

р (Ѕ (а), П) < 1/2ё1(~5`(ч), 0)<1/2г 1(ч), (325)
далее будет предполагаться, что г, (9) -› 0 при к1-+ 0. Без огра-
ничения общности рассмотрим такие значения 9, для которых

2є1<о<у=ё его
Выберем число оао из условия

его: Ѕцр {ос:2[ осС1(Х, П) + аНСЦХ, П)]<у =±Ё-}, (327)
Ч<оъ<1

т. е. в качестве оао берется решение уравнения
'1

2 [С5€1(Х1

а если решения на отрезке Ю, 11 нет, то положим оао = 1. Рас-
смотрим сначала случай

*от мо, и) = 2 то (Х, ш + «эт <Х, ш1=ё <з .28›
Тогда

1 о о 54 ,_т= 2[%«с1<Х.11›+(- ї 1;) «1 1:5 (Х, Ш] <ёє1т,
Т. е.

9/ос0 < 4є1(9), (329)

и ПРИ ЭТОМ, ОЧЄВИДНО,

(11/0110505701), Щ< Ё1( Ч)- (3-30)
Кроме того [191,

11< 1 +2+ (гвхзче-И). (331)
Выберем в неравенстве (324) и = оао и учтем неравенства

(329), (330). Получим

р (Ѕ (о, ш< ~2 [р <Ѕ т, ш + г1<о1+ 881 (ор <Х, ш +
+ [а + 4% + 2<2ф-1 ЕХ*› Ё] с1<Ѕ<«›,ш +
+ 29 + 445; + 2 ечечгХёЁ + «Не (Х, И). <з . з2›

ИЗ ЭТОГО СООТНОШЄНИЯ НЗХОДИМ

р (Ѕ т, ш<ё [ы (о <8з + 169 <Х. и» +
+ в <1 + ыХ, и» еф- ІЕХЧЁ+ вы Ё л (о. <з . зз ›

сэ'



Если же оао = 1, то, полагая в формуле (324) о: = 1, получим
оценку (3.22), которая с учетом неравенства 2 [СІ (Х, П) -і -
-І-С, (Х, П)]<1/4 показывает, что оценка (3.33) справедлива
и в этом случае, как более грубая. Следовательно, доказана

Т е о р е м а 4. Если выполнено неравенство (3.26), то справед-
лива оценка (3.33).

Отметим, что правая часть (3.33) стремится к нулю, если
ф* ЕХЁ -П 0. Более того, правая часть (3.33) может быть оце-
нена сверху величиной С9Ѕ`1 ЕХ“, где константа С не зависит
от 1 < з < 2 и выписывается из явного вида (3.33), т. е.

Р (5 (ч), д) < С<1`1ЕХї (3-34)
Хотя оценка (3.33) дает правильный порядок (при <1-› 0) стрем-
ления к нулю величины р (Ѕ ((1), П), константы, содержащиеся
в ней, вообще говоря, могут быть улучшеньъв рамках предлагае-
мого подхода, например, за счет выбора величины (3 (перед выво-
дом формулы (324)), у - в соотношениях (326) и уточнения не-
равенства (331). Существуют и другие возможности. Оценка
(3.33) специально выведена в форме, позволяющей выявить ми-
нимальные (при существовании момента порядка 1 < з < 2) ус-
ловия сходимости. Важным резервом улучшения оценок являет-
ся учет вида распределения величин Х: примером соответствую-
щего улучшения может служить неравенство (348). В данной главе
проблема получения в каком-то смысле неулучшаемых оценок
не решается. Другие оценки можно найти в работах [26, 271,
а также получить их с помощью метода, предложенного Л. Ю. Кле-
бановым [42].

Наиболее слабые условия сходимости (без предположения о су-
ществовании момента порядка з> 1) величины Ѕ (9) к П рассмат-
рпваются ниже. Приведем соответствующее утверждение, доказа-
тельство которого содержится в разд. 6: если

Х

я [1- А(1 ї )] сіі ~_›0при любом х >0,
,Ь/Ч ч- о

то @1(Ѕ (11), П) -› 0, а также р (Ѕ ((1), П) -› 0.

4. Оценки распределения времени т

Обратимся к оценке искомой величины 1: (см. формулы (13) -
(1.6)). Пусть Т; = Е (6[)'< оо, з>1, Т`=Е0Ё, т, = ЕЦ* < оо.
Введем

ТЧ=- НЕ° Е+Ч* Ъ*Ч=%2®*-
і<т к»

Имеем

(м)
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Первое слагаемое в правойчасти (41) оценено в теореме 1, а вто-
рое - заведомо не превосходит величины 9 (1 -І- т/Т"). Отсюда
следует
Теорема 5.Если П<оо ,1< з <2, т 0

Са (та, д) < Ч (1 + т/ Т̀ > + г; (ч), (42)
где выражение для е; (о) совпадает с є1 (д) (см. (38)), в котором
вместо Х следует писать ЄІ/ ТЁ
Следствие. Если

9 т/ Т̀ -› 0, 9`1(Т;/( Т')“)-›О, 1< з< 2,

то и С1(17Ч, П)-›0.
Аналогично теореме бполучается другая форма оценок. Имен-

но, пусть Щ, _і > 1 - случайная величина с распределением
РМ Т* = ЕЄІ, Т: = Е (61)“. Очевидно, т < Т“`, Т; = (1/(1 -
- 9)) (Т, - ЧТЁ). Обозначим

тднлшед 1,1.
і<ч

Теорема 6. Если ТІ< оо,1<з<2,1по

с1<т;.11›<д:%[2т + то - вы Т*1+ єїш»
где в: (9) совпадает с є1 (11), в котором вместо СІ (Х, П) 'под-
ставлена величина С, а вместо ДЅ (Х, П) - величина Ё:

д,=д1(%,д)+шш: лш,И- ЩТ

є*=с,(3-, Ы)+-14'--[ Т5+Тї<1~2<1›+Т г <1-«1›
___ ++

С л ед с т в и е. Если 9Т+/ Т-›0,ЧТЁ/ Тзт *ОЦ 418401715*
_›011<Ѕ<21 тОиСІ (ТЧУ

Аналогичным образом можно получить оценку

_ + Є-
р<т .,, г 1›<р<ы,, и›+ р(11,о+2*.

Оценивая второе слагаемое в правой части при помощи леммы 3,
а первое с помощью какой-либо из оценок (318), (322) или (333),
придем к следующему утверждению.

Т е о р е м а 7. Верна оценка

р (та, П) < а (1 + т/Т) + гр 01% (44)
п



где гр (а) совпадает с одним извыражений для, с2 (о), за (о), сд (9)
(при выполнении соответствующих условий), причем в ния: вместо
Х следует писать Єї/ Тї
Следствие. Если

Чд-- зоЧН Та до 1<$<2
Т-

!

(Т_)Ѕ

У _ ~ І

то р (та, П) -›0.

5. Оценки с другими нормировками

В различных прикладных задачах может возникнуть необхо-
димость использования оценок типа (42), (4.4) с другими норми~
ровками. Рассмотрим нормированную случайную величину
ог/ а( а). Если мы знаем оценку для С1(91:/ Т°, П) (например,
44)), то можем получить неравенство

ле»камалеези~
ВТОРОЄ СЛЗГЗЄМОЄ В ЭТОМ НЄРВВЄНОТВЄ ЛЄГКО ВЫЧПСЛИТЬІ

ї

$101, 7% П): Ѕ |ехр(- х) _ ехр(- а(<1) а:/ Т')| сіа :=
О

= |1_ его |°
Таким образом,

чл«калалч~а~ <щ
Аналогично тюжно получить оценку в равномерной метрике:

от ат Т* _р( т , и)<р(- їг , и)+|ЬтЬхм- тлит». <5-2›
Оценки (54), (5.2) естественно применять при условии

пт г/а (д) = 1.
Ч-* О

б. Наиболее слабые условия сходимости

Большой интерес представляют наиболее слабые условия схо-
димости нормированной величины 1: к П. Эта задача была решена
А. Д. Соловьевым [24, 961, который доказал две важные предель-
ные теоремы.

Последовательность неотрицательных случайных величин 147,,
кл

сходится к нулю, по Хинчину [24] (обозначение И7,,_› О), если

1
в и: Р П/ Уп>1ї } єіі--› 0 для любого гс > 0.

УЁїЭЗ
ІІ.

~'І[О



~, гл
Теорема 8. Если ї$›О, то Р{%>х }_› е -^,гдеЕи

к = Є (1 _ ХА) + тҐХА, КА
а Іъждикатор

события А.
Т е о р е м а 9. Если %_› О, то Р{ Ё%->х }-› е '”.
Покажем, что развиваемый метод позволяет получать не толь-

ко оценки скорости сходимости, но и наиболее слабые условия схо-
димости. Именно, покажем, что из доказанных выше теорем сле-
дуют утверждения теорем 8, 9.

Применяя к формуле (43) лемму 3 и оценку (5.2), получим

р( тї2.11)<р(%,11)+|1~% <
<р<їч , д›+ а+а$г +| ]. (М)

В соответствии с леммой 2.3 книги [24] справедливость соот-
ношения ои/ Еиї0 влечет за собой Е (и ХА)/ Еи -›О. Так как
Е (иХА) = от, Еи = от -І- (1 - (1) Т", то отсюда, в свою очередь,
следует сходимость к нулю двух последних слагаемых в соот-
ношениях (6.1).

Так как
їЧ=9_%)9{/ Т",

т. е. тд представляется в виде
«э» а

нормированной суммы геометрического числа независимых одина-
ково распределенных слагаемых, то для оценки первого слагаеь
мого в правой части формульї (БА) можно применить метод работы
ИЗІ. Обозначим Х, э: ВЁ/ Т", Р (т) = Р (Х < зс). Предположим,
что Р (ж) < 1 для всех х. Если это не так, то Х і имеет все моменты.
В этом случае решение задачи значительно упрощается и мы мо-
жем сразу применить оценку (З.34) при з = 2.

Для произвольного т, представим Х в следующемрандомизп-
рованном виде:

Х і ф". У (т) + (1 - «рог (ть
где ф (т), У (т), 2 (т) независимы,

1 с вероятностью Р'( т ),
ф” =

{ 0 с вероятностью 1 _ І/`(т),

Р( У( т )<а :)= шіп(1,%%),

г<а›_г(т›>_Р(2( т )<т )=шах(0, Рим)
Аналогично рандомизируем величину ~П:`

И і «им + (1 - «м ш.
Таким образом, имеем

”( ) *к ) . .р (её ж, И) <р (а



Ё) [ф$і>1п<т› + (1- фїіб 1191) + р (Ч
1=1 ї:

+<1- фїі>› І /;*>1.« Ё̀ ›[ ч ›$?11іі *+ <1~ чёт 1191) Е А + В.
і=1

(62)
Оценим слагаемое В:

И -ЬЭу
Еі

їтВ=Р( ЧЁБит), 0)<@(а
і=1 1

ж) + рсеш, ш, (т)
ІІ1

Где 51071) = їрїпуі (т) + (1 '_ Чдгп) да» ЕЕ: (т) = ?т< 1,
Ііш у", = 1
ТН~Ф$

По построению, Е, (т) имеет ограниченный второй момент.
Следовательно, можно использовать оценку (334) и получить не-
равенство

*(0)

1=1

Будем далее букву с использовать для обозначения всех возни-
кающих абсолютных постоянных, так как нас интересует лишь
качественная сходимость. Тем не менее подчеркнем, что все эти
постоянные допускают явную оценку. Легко видеть, что

В~( т ) 2
Е<

1?
)<ст.

т

Следовательно,
в < ста + (1 _- утугд». (65).

Слагаемое А в формуле (62) можно оценить следующим образом:

д<[1_р( т )] <%' ї _ (65)
Итак, из формул (62), (6.б)ц получаем

_ 1-- __р<т ,,; и›<ста + %Ш~ + (1- упав И. «Ш
Из соотношения Чи кл 0 сле 1 *Лу/ф 0 › 0-Рї_› дует, чтое» при 9 ~›
для любого у > О. Возьмем є > 0 и положим т = в/ сд. Первое
слагаеьіое в неравенстве (617) при этом будет равно е, а осталь-
ные стремятся к нулю при 9+0. В силу произвольности є за-
ключаем, что р (їд, П) -› О при <1к / Еи_іО.

Согласно формуле (6.1) р (грг/Еи, П) -+ О при грє/Ек -›4 0,
т. е. получаем утверждение, эквивалентное теореме 8. Совершенно
аналогично может быть получено утверждение, энвивалентное
теореме 9. «
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Сравним наши оценки с полученными ранее оценками О. Сахо-
бова и А. Д. Соловьева. В работах [24, 92] приведены оценки тп-
па полученных в теореме 7 для следующего частного случая:
цикл регенерации слагается из двух независимых частей, прп
этом его длина 6 является суммой двух величин: ф (с экспонен-
циальным распределением, имеющим параметр Ж) и ср (с произволь-
ным распределением, имеющим конечное среднее), событие 14 мо-
жет наступить только на отрезке ср. Пусть т = (і /Ж) + іІ, Т” ==
= (і /Ж) + іг, Р (`ср̀ < х) = Р (ф < а: | А). Обозначим Д, =
= (1 - 9) 12 -І- 9151. Оценка, приведенная в работе [241, следую-
щая:

ехр (- Жди) < Р (17 > єс) < ехр (-7и]а:) -І- Мо. (6.8)
Из теоремы 7, применяя справедливую в данном случае оценку

Э 21(348) и пользуясь тем, что р(-5т , П)<ТЁ ,

Щёд/ КЁЁ ,с,(%, и)<
[ ,1

8 _ 8“(8) їтгїт] *Ёйяёт
получим оценку

Р _І (Т>ї)_е>~Р (_ Т17Ё>І \ ТїЩ+ЧЦЅҐНІ- ТГЁ-
(6.9)г

Отметим, что 9і 1<1ї 0 по определению, а в «непатологпческпх»
случаях 921/20 -› 0 при с1-› 0. Более того, если все- таки (115, = 10,
то #2 = 0, Ё (з) = 0, т. е. оценка (6.8) является предельным слу-
чаем оценки (6.9).

Для наглядности сравним полученные оценки с оценками
О. Сахобова и А. Д. Соловьева в одном конкретном случае модели
холодного резервирования с восстановлением (числа резервных
элементов г). Предположим что время жизни элементов распре-
делено по показательному закону с параметром Ж = 1, а время
ремонта постоянно и равно е > 0. Моментом отказа считается
момент времени, когда впервые в отказовом состоянии находят-
ся оба элемента. В этом случае можно проверить, что

'Г

<1=Ёг+0( гт ): г2=є, і1= ,ід =г +0(г );
і0= (1-є)е+ ееє = 2е+0( є); Д(2) =2ее'1+ о( е).

гг +1
Тогда правая часть оценки (6.9) равна (12 -1- 2е`1) о + (є"*1) »ъ

с: 13 е'"+1/ г !.
Величина Мо, характеризующая точность оценки (6.8) О. Сахобо-
ва и А. Д. Соловьева, равна 28 -І- о (е).

Оценка (333) аналогична по форме оценке, получаемой из
неравенства Эссеена [24], однако она найдена при более слабых
условиях (з < 2).



5
СИСТЕМЫ,
ОХВАТЬІВАЮЩИЕ РЕОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Глава относится к разделу математической теории систем,
позволяющей учитывать гистерезисные эффекты. Построение этой
теории было начато М. А. Красносельским и его учениками; ос-
новные результаты изложены в монографии [65]. В главе исполь-
зуется терминология из этой монографии и ряд изложенных в ней
результатов. Глава посвящена теории нового класса систем с ти-
стерезисом. Этот новый класс охватывает реологические модели
тистерезиса, в частности известные модели А. Ю. Ишлинского
[401, В. В. Новожилова - Ю. И. Кадашевича ИП, Айвена,
Прандтля и др. Описание этих моделей и соответствующую биб-
лиографию можно найти в книге [81].

Для построения и изучения пространств состояний, соответ-
ствий вход- выход и вход- состояние (см., например, [44,
781) рассматриваемых нелинейных систем в главе широко исполь-
зуется аппарат теории графов (в изложении, принятом в книге
юзі).

і. Реологические модели
1.1. Описание моделей. Рассмотрим на плоскости горизонталь-

но расположенный элемент АВ (рис. 10), конец А которого закреп-
лен, а к концу В приложена переменная сила и (і ) (і > іо). Поло-
жительным направлением действия этой силы будем считать
направление от А к В. Под действием силы и (і ) элемент может де-
формироваться. Пусть жд (і ) и тв (і ) (і > іо) - абсциссы соответ-
ствующих концов, а то -- длина недеформированного элемента,
которому приписано направление от А к В. Изменение длины (де-
формацию) направленного элемента при і > іо будем характери-
зовать величиной ш (і ) = язв (і ) _ гєА (і ) _ то.

В случае упругого элемента Гука величины а: и и связаны со-
отношением и (і ) = Ісаз (і ), і > іо, где В: > О - коэффициент упру-
гости. Для пластического элемента и (і ) Є І-т, 1:1, і) іо, и при
абсолютно непрерывных деформациях почти всюду выполняются
соотношения і: (і ) > О при и (і ) = т; ф (і ) = 0 при | и (і ) |< т;
ї (і ) < О при и (і ) = -т. Величина т > О называется пределом
текучести. Упругий и пластический элементы изображены схе-
матически на рис. 11.

Обозначим через А плоскость с декартовой системой коорди-
нат ОЕ, От). Реологическая модель представляет собой (рис. 12)
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расположенную на плоскости А систему параллельных оси Оё
жестких невесомых стержней 31,. . ., Ѕт, каждая пара которых
либо никак не соединена, либо соединена некоторыми параллель-
ными оси От] невесомыми упругими и пластическими элементами.
Пусть все участвующие в модели направленные элементы Еі,
і = 1,. . ., п занумерованы так, что первые р (р < п) элементов
пластические, а остальные упругие. Каждый из стержней может
перемещаться таким образом, чтобы координата Е любой его точ-
ки оставалась постоянной.

1
ч

1
1 І
І І= 1

Рис, 10 Ё

Пусть стержень Ѕ1 закреплен, а к стержню Ѕт приложена
действующая по оси От] сила о (і ), і) го. Обозначим через на.
ординату стержня Ѕт модели в нулевом состоянии (т. е. состоянии,
в котором о = 0 и все элементы модели недеформированы и не-
напряжены), а через цт (і ) - переменную ординату этого стерж-
ня. Общую деформацию реологической модели будем характеризо-
вать величиной є (і ) = цт (і ) -- 1121,..

Описание функционирования реологической модели заклю-
чается в построении и изучении законов, связывающих перемен-
ные о (і ) и а (і ).

1.2. Уравнения. Поставим в соответствие рассматриваемой мо-
дели направленный граф О так, что стержню Ѕі соответствует вер-
шина 3,, элементу Е, - ребро е). Направление каждого ребра
графа определяется направлением соответствующего элемента,
модели. Через 0,, обозначим граф, полученный добавлением к Є
произвольно направленного ребра е,,+1 между вершинами з, и
эт. Усилие в элементе Егі = 1,. . ., п, и его деформацию соот-
ветственно обозначим и) (і ) и ж) (і ); положим шт (і ) = о (і )
и аспд (і ) = е (і ).

При всех і) іо сумма приложенных к каждому стержню сил
равна нулю, а деформация присоединенных к фиксированной
паре стержней элементов одинакова. Поэтому

“+1
п-1;1

ІЁІШіІІ/, І

гце пк- число контуров, а (ад) и (Вд) -соответственно матри-
ца вершин (инциденций) и контурная матрица направленного
графа 00. Величины и, (і ) и т, (і ), і > іо, связаны при і = р +
+ 1,. . ., п соотношениями

“і (д) = Ёіїі Ш» (1-2)
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Рис. 12 Рис. 13

где Іс,>0-коэффициент упругости упругого элемента Еі,
а при і = 1,. . ., р - соотношениями

аї, (і )> О, если іЄ {Е : и, (ё): тд

|ид(і) | < т), зіі( і )=О, если іЄ {ё : | ці( ё)|< тд (1.З)

:щ(і) < 0, если іЄ (Е : и, (Е) = _ тд,

где т, > 0 - соответствующий предел текучести. Предполагает-
ся, что функции т; (і ) (і = 1,. . ., р) _ абсолютно непрерывные,
а соотношения (1.3) выполняются почти всюду.

Граф 00 и векторы т = (171, . . ., тр}, іс = {1єр+1, . . ., Іє,,}
полностью определяют геометрическую структуру и параметры
рассматриваемой модели, функционирование которой описывает-
ся соотношениями (1.1)-(1.3).

На рис. 13 приведена реологическая модель простейшего ва-
рианта гистерезисных нелинейностей Новожилова - Кадашевича
и граф 00, отвечающий этому варианту.

1.3. Системы А и У. Пусть задан некоторый направленный
граф 00 с вершинами зі (і = 1,. . ., т), ребрами ед (і = 1,. . ., п +
+ 1), и пк контурами и пусть {осщ} и {(3д} (і = 1,. . ., т; і =
= 1, . . ., пк; 9 = 1,. . ., п -І~ 1),_ соответственно его матрица
вершин и контурная матрица. Пусть і-му ребру графа соотнесена
пара абсолютно непрерывных функций {ид (і ), жд (і )} - его со-
стояние - и пусть, наконец, заданы векторы 1: = {т1,. . ., т,,},
іс = {іср+1,. . ., Іє,,,} (р < п) с положительными компонентами.

Обозначим через А = А (00, т, Іє) (через У = І/(Єо, т, Іє)) оп-
ределяемую графом 00 и векторами т, В: систему со скалярными аб-
солютно непрерывными входом и (і ) и выходом ш (і ) (і > іо) (соот-
ветственно входом э: (і ) и выходом и (і )). Состояние обеих систем
при каждом і > іо определяется вектором У (і ) = {П (і ), Х (і )} =
= {и1 (і ),. . ., и" (і ), жІ (і ),. . ., 1,, (і )}, составленным из состояг
ний ребер графа Є = Є0\ епд, а функционирование описывается
соотношениями (1.1)-(1.З) при или (і ) = и (і ) и $п+1( і )= ж (і ).
Введенные системы охватывают функционирование реологических
моделей. Ниже будут изучаться пространства возможных состоя-
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ний, множества допустимых входов, соответствия вход - выход
и вход - состояние этих систем.

Вход и (і ) (і > ід) (вход гс (і )) назовем У°- допустимымдля си-
стемы А (для системы У), а вектор У° Є В” - ее возможным со-
стоянием, если найдется такой скаляр :с° (соответственно скаляр
и°), что функции У (і ) Е У", хин (і )Е х", ип+1 (і )Е и (іо) (со-
ответственно функции У (і ) Е У°, итд (і ) Е и°, хпд (і ) Е гс (і0))
при г) іо удовлетворят соотношениям (1.1)-(1.3). Пространства
возможных состояний этих систем непусты (им принадлежит, на-
пример, вектор {0, 0} Е 122” при и° = ж” = 0).

Система называется детерминированной, если ее переменное
состояние (принадлежащее пространству возможных состояний)
и выход однозначно определяются заданным возможным началь-
ным состоянием и допустимым входом. Детерминированность вве-
денных систем будет изучаться в терминах свойств графа 60.

Обозначим через з*и з* вершины, инцидентные входе- выход-
ному ребру еды. Пусть система А (или система У) Детерминиро-
вана и пусть граф 60 не совпадает со своим максимальным цикли-
чески связным подграфом 6:), содержащим вершины з* и з* (на-
помним, что граф называется циклически связным, если любые
егодве вершины находятся в некоторомконтуре). Тогда состояния
ребер из 60\6Ё не меняются ни при каком входе и (і ) (соответст-
венно входе ш (і )). Поэтому без ограничения общности граф 60
можно считать циклически связным. Отсюда, в частности, выте-
кает связность графа 6 = 60\е,,+1.

Обозначим через 6,, подг аф графа 6, составленный из ребер
еі, і = 1,. . ., р, и инциде ных им вершин. Всюду ниже пред-
полагается, что множество ребер подграфа 6,, не содержит сечения
графа 60, т. е. что граф 60 \_6р связный. Если отказаться от зтого
предположения, то, как показывают примеры, при изучении де-
терипнированности введенных систем необходимо учитывать не
только геометрические свойства графа 60, но и соотношения между
компонентами векторов т, Іс, что усложняет формулировки. Гра-
фы, отвечающие моделям Прандтля, Прагера, Айвена, А. Ю. Иш-
линского, В. В. Новожилова - Ю. И. Кадашевича и др. ИО, 41,
811, удовлетворяют сделанным предположениям]

2. Свойства систем А

2.1. Теорема детерминированности. В этом пункте приводится
сформулированный в терминах свойств графов 6,, и 6 критерий
детерминированности введенных в п. 1.3 систем А (60, 1:, Іс); вво-
дится вспомогательный преобразователь М.

Т е о р е м а 2.1. Система А = А (60, т, Іс) детерминирована,
если и только если подграф 6,, не содержит ни контуров, ни сече-
ния графа 6.

Доказательство этой теоремы вынесено в разд. 3.
Для недетерминированной системы А фиксированным началь-

ному состоянию У" и У°- допустимомувходу и (і ) при і) іо мо-
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жет отвечать континуум различных переменных состояний У5( і ),
О < Е < 1, для которых Уё (іо) = У°. Ниже рассматриваются
только детерминированные системы.

Введем обозначения Хр = {ж1,. . ., х,,}, Пр = {и1,. . ., и,,},
У, = {П,,, Х,,} = {и,,,1, . . ., и", грн, . . ., $,,}. Векторы {П,,,
ХР) и {П,,, Х,,} описывают состояния ребер подграфов 6,, и
Є, = Є\ Єрсоответственно.

Определим вспомогательный преобразователь М. Для этого
перепишем соотношения (1.1)-(1.3) в эквивалентной форме.

Л е м м а 2.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда
при і 2 іо соотношения (1.1)-(1.2) энвивалентны соотношениям

уе (г) = се и (г) * А- е Хр (і ):

Пр (і ) = си (і ) - АХ? (і ), (22)

т (і ) = И “(13) + (ї, Хр (ЙЪ (2-3)
при неноторыш скаляре р, вентораає се, с = {с,}, ІЄ Вр, матрице
А, размера 2 (п - р) >< р и симметрической положительно опре-
деленной матрице А = {а,,} порядка р.

Скаляр, векторы и матрицы, участвующие в формулировке
леммы, явно строятся по вектору А: и матрице вершин графа 60.
Доказательство леммы 2.1 приведено в разд. 3.

Подставляя выражение (2.2) в (13), получаем соотношения

1:, (і )> 0, если іЄ (Е, : с, и(Є) - Ё аддхдё) = тд)
і=1

1Ч(#)= 0, если іЄ (Е 1 | ш (Е) _ Ё! азгтё) | < П) (М),=

тк 0, если гє с = са <г › ~
1)

|сіи<±›-і;1из=а<±›|<п, »ы і=1,...,р,
зквивалентные соотношениям (13).

Введем теперь преобразователь .М со скалярными абсолютно не-
прерывными входом и (і ) и выходом а: (і ), і 2 іо. Состояние этого
преобразователя при каждом і> іо определяется точкой (и (і ),
Хр (і )}Є ВРН, а функционирование описывается соотношения-
ми (2.З), (2.4).

Если детерминирована система А, то детерминирован п отве-
чающий ей преобразователь ІИ; обратно: из детерминированности
Мвытекает детерминированность А. Входо- выходныесоответствия
преобразователя М и системы А совпадают, а переменное состоя-
ние У (і ) системы получается из переменного состояния {и (і ),
Х, (і )} при помощи линейных операций (21), (22). Ниже свойства
систем А изучаются в терминах свойств преобразователя М.
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2.2. Возможные состояния и допустимые входы. Пусть преоб-
разователь М детерминирован. Множество 52 (М) его возможных
состояний {и, Хр} представляет собой призму в НРН, сечения ко-
торой плоскостями и = сопзі: -это невырожденные р- мерные
параллелепипеды. Действительно, из соотношений (2.4) выте-
кает, что вектор {и, Х,,} Є ВР” является возможным состоянием
преобразователя, если и только если покомпонентно выполнены
неравенства

-т < си _ АХ? < т. (2.5)
Уравнения - АХр -І-си = ±17 задают р пар параллельных
р- мерныхплоскостей в ВРН, образующих границу призмы. При
каждом фиксированном и соотношения (2.5) определяют р- мер-
ный параллелепипед, лежащий в основании этой призмы. Его
невырожденность вытекает из невырожденности (см. лемму 2.1)
матрицы А.

Обозначим через П (М) ортогональную проекцию призмы 52 (М)
на В” вдоль оси Ои. Множество П (М) представляет собой призму
в Вр, в основании которой лежит невырожденный выпуклый
(р _ Ю- мерныймногогранник. Пусть ХЁ, Є П (М). Абсолютно
непрерывный вход и (і ), і > іо назовем ХЁ- допустимым (или
просто допустимым) для преобразователя М, если {н (го), ХЮ Є
Є 9 (М). Рассмотрим в ВР” коллинеарную оси Ои прямую, про-
ходящую через точку {0,
ством 52 (М) непусто и представляет собой некоторый отрезок,
Через А, (Ха) < А2 (Х2,) обозначим координаты его концов на оси
Ои. Вход и (г) является Хї- допустимым, если и только если
АІ (Ха) < и. (го) < А2 (Ха). Множество ХЁ- допустимых входов
непусто при каждом ХЁ, Є П (М).

2.3. Непрерывные взсоды. Детерминированность преобразова-
теля М означает, что для каждых вектора Хї, ЄеП (М) и допусти-
мого абсолютно непрерывного входа и (і ), і > то, существует един-
ственная абсолютно непрерывная вектор-функцияХР (і ) при г) го,
удовлетворяющая соотношениям (2.4) и условиям {и (і ), Хр (і )}Є
Є 52 (М), Хр (150) = Ха. Поэтому можно ввести однозначные опе-
раторы

хр (г) = Ф но, хї] и (г), в (т) = М [±,,,, хїд и (г), г> го, (ив)
описывающие соответствия вход - состояние и вход _- выход де-
терминированного преобразователя М. Эти операторы определены
на допустимых абсолютно непрерывных входах; их значения _
абсолютно непрерывные функции. В раз. З будет доказана

Т е о р е м а 2.2. Операторы (2.6) допускают продолжение
по непрерывности на множество всеа: непрерывных допустимых
втодов.

Это продолжение осуществляется при помощн предельной
конструкции. Опишем ее (см., например, [65]). Пусть и (і ), і >
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> і,,,- непрерывная Хї- донустимая функция, а щ, (і ), і) іо;
п = 1, 2,. . . - последовательность ХЁ- допустимыхабсолютно не-
прерывных входов, равномерно на каждом конечном промежутке
сходящаяся к и (і ). Пусть Х; (і ) = Ф [і0, ХЁ] ип (і ), і) іо;
п = 1, 2,. . .. Тогда, как будет показано в разд. 3, последова-
тельность ХЁ (і ) сходится к некоторой непрерывной при і) ід
функции, которая не зависит от выбора аппроксимирующей по-
следовательности ип (і ). Непрерывная вектор-функция {и (і ),
Х, (і )} объявляется переменным состоянием преобразователя М,
отвечающим непрерывному входу и (і ). Выход гс (і ), отвечающий
этому входу, получается из равенства (2.3).

Сохраним за продолженными операторами те же обозначения.
Ниже, будет изучаться функционирование преобразователя М,
а следовательно, и системы А на множестве допустимых непре-
рывных входов. Теорема 2.1 о детерминированности системы А
остается справедливой и на этом множестве входов.

2.4. Свойства преобразователя М. Установим сначала связи
преобразователя М с многомерным люфтом [65]. Пусть с и А -
вектор и матрица из формулы (2.2).

Т е о р е м а 2.3. Если непрерывный вход и (і ) допустим, то
Фщ, х21и(±)›= А-1/2 Ь[±,, АШХЫ (Аа/ища), г>г,,

где Ь = Ь (2) -многомерный люфт с дсарагєтеристипой- много-
гранником 2 = {2 Є ВР: - 1: < А1/2 < т).
оказательство вынесено в разд. 3.
Ряд свойств многомерного люфта [65] переносится в силу

теоремы 2.3 на преобразователь М. В частности, преобразователь
М статичен, виброкорректен, для него при каждых іо < і, < і
справедливо полугрупповое равенство

Ф Но, Х21ы( і )= Ф [гг Ф Но, Х2,1и ( г ,)1и (г).
Операторы (2.6) непрерывны как операторы в пространстве
С Но, і11 при каждом і1 ў іо; они непрерывно зависят от ХЁ, Є
ЄП (М). Более того, эти операторы удовлетворяют условию
Лишница

нФ[±<›. Х;1 и1<±›- Фи0,Х;1и2<›±› и<
<?(Ф) И Щ _ 112 Псш. и + ІІ Хг» _ ХРП

с некоторой константой у (Ф). Приведенная в книге [65] процедура
построения оценок на константу Липшица для многомерного
люфта позволяет получать (по матрице А) аналогичные оценки на
т (Ф)-

Из конвергентности многомерного люфта вытекает конвергент-
ность преобразователя М. Это означает, что для каждых Хр, Хр Є
Є П (М) и допустимого входа и (і ), і) іо скалярная функция
ос (і ) = || Ф Но, ХР] и (і ) -цФ [і,,, Хр] и (і ) || монотонна и не воз-
растает при і > іо. Из своиств многомерного люфта также сле~
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дует, что при периодическом входе и (і ), і) іо, функции Хр( і )
и а: (і ), определяемые операторами (2.6), предельно периодпчны.
Для каждого со- периодического входа и (і ), і ) іо, существует на-
чальное состояние {и(і0), ХЮЄЅ! (М), которому при і)і0
отвечают ю- периодическиевыход и переменное состояние.

Остановимся на одном специальном свойстве преобразовате-
ля М.

Преобразователь М назовем єо- конвергентным, если найдется
такое ео > 0, что для каждых допустимого входа и (і ),
і) іо, и Хр, ХрЄП (М) пз справедливости при некотором
і1 ) іо соотношения | и (і1) _ и (іо) | = во вытекает равенство
Ф [і0, Хр] и (і ) = Ф По, ХР] и (і ), і) і1. Многомерный люфт
с характеристикой-многогранником не обладает свойством ео- кон-
вергентности (он даже не строго конвергентен; см. [(351) на мно-
жестве допустимых вектор-функций. Поэтому в связи с теоремой
2.3 можно было бы ожидать, что и произвольный преобразова-
тель М таким свойством не обладает, но это не так.

Т е о р е м а 2.4. Преобразователь М является ,ео-конвергент-
ньім, если и только если вектор А* с не имеет нулевых компонент.

Доказательство приведено в разд. 3.
Свойство єо- конвергентности полезно при анализе управляе-

мости преобразователя М. Преобразователь ІИ называется управ-
ляемым [65], если для каждых Х), Хр Є П (М) найдется такой
Хр- допустимыйвход и (і ), іо < і< і1, что Ф ІіО, Хр] и (іІ) = ХР.

Многомерныи люфт управляем на множестве допустимых век
тор-функций, а преобразователь М не всегда управляем. Это сле-
дует уже из неуправляемости преобразователя, отвечающего блок-
схеме из параллельно соединенных одномерных люфтов [651.

, Преобразователь М*, определяемый соотношениями (2.3),
(2.4) при ХЅЄ П (М*) Є П (111), называют управляемым суже-
нием преобразователя М на множестве 52 (]И*) = {{и, Хр} Є
Є 9 (М): ХР Є П (М*)}, если из ХЁ) Є П (М*) вытекает вклю-
чение Ф [і0, ХЁ] и (і ) Є П (М*) при і) іо для каждого
Хї- допустимоговхода и (і ) и если М* управляем. Если, кроме того,
для каждого ХЁ, Є П (М) найдется ХЁ- допустимый вход и (і ),
іо < і < і1, для которого Ф їіо, ХХ] и (і1) Є П (М*), то преоб-
разователь М* называется вполне управляемым сужением преоб-
разователя .М. '

Т е о р е м а 2.5. Пусть преобразователь ІИ обладает свой-
ством ао- нонвергентности. Тогда он имеет единственное вполне
управляемое сужение.

Доказательство теоремы 2.5 вынесено в разд. 3.
Преобразователь М, не обладающий свойством «го- конвергент-

ности, в одних случаях может иметь единственное вполне управ-
ляемое сужение, а в других - континуум различных управляе-
мых сужений.
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Говорят, что преобразователь обладает фильтрующим свой-
ством (см., например, [29]), если его выход, отвечающий каждому
допустимому непрерывному входу, на каждом конечном проме-
жутке имеет ограниченную вариацию. Многомерный люфт обла-
дает фильтрующим свойством [65].

Т е о р е м а 2.6. ПреобразовательМ обладает фильтрующим
свойством, если и только если в графе 0,, есть путь от з* к 3*.

Доказательство этой теоремы приведено в разд. З.

3. Доказательства теорем 2.1-2.6

3.1. Доказательство леммы 2.1. Пусть граф 0,, не содержит
контуров. Тогда в 0,, существует дерево Т,,, содержащее 0,, и не
содержащее ребра епд. Не ограничивая общности, можно счи-
тать это дерево составленным из ветвей еі, і = 1,. . ., т _ 1. Кро-
ме того, пусть каждому основному сечению графа 00 относитель-
но дерева Т,, приписаны номер и направление определяющей его
ветви, а каждому основному контуру -- номер и направление об-
хода, совпадающие с номером и направлением образующей его
хорды. Тогда матрица ,Дтр основных сечений и матрица Йгїтр
ОСНОВНЫХ КОНТУРОВ ИМЄЮТ ВИД

“З
[[2] 1

.1
5

где І, и І, - единичные матрицы порядка т _ 1 и п -- т -і - 2
соответственно; 04 ~ матрица размера (т - 1) × (п. - т -І- 2);
53 _ матрица размера (п - т + 2) >< (т - 1); а о: и В - стол-
бец и строка соответствующих длин, отвечающие входо- выходному
ребру еды. Из теории графов известно [931, что Л = - 33* и
о: = - Вт, где т _ знак транспонирования. Матрица А и вектор о:
явно строятся [93] по матрице вершин графа 00.

Л е м м а 3.1 ЮЗІ. Соотнощения, (1.1) энвивалентны соотно-
шениям

о хлтл =о, в* =о.

лтгпикнлнлипъ атр=[

и ш
Так как 0,, С Тр, то р < т - 1. Ниже рассматривается слу-

чай р < т -- 1; более простой случай р = т _ 1 рассматри-
вается аналогично. Введем обозначения: {0`1, Х1} = {и,,+1,. . .
. . ., итд, гсрн ,. . ., зст_1},{ їі 2,Х2} = {и,,,,. . ., ип, шт, . ., хп .
Вектор { (11,Х1} описывает состояние ребер подграфа Т,,\ Є,,,а вектор
{П2, Х2} - подграфа О \ Т,,. В силу леммы 3.1, соотношений (1.2)
и свойств матриц Лтр, 53% соотношения (1.1) можно переписать
в виде

0,, + АІКЪХ, + щи = 0, КІХІ -ї- А2К2Х2 + саги = О, (31)
К2Х2 - Кт/ ЁХР- К2и/ ІЁХ1= 0, (щ, Хр) + (щ, ХІ)
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где КІ ї {К'Ё+1/біў}1 із її 11- ° 'э т 'Ср +
гцз = 1,. . ., п - т + 1;.×41,.А2, оадоц _ блоки соответствующих
размеров матрицы мг [28]; 6,, _- символ Кронекера. Из второго
уравнения (3.1) и первого уравнения (3.2) вытекает, что

- К Л К Х -ос ио1хе=( 1
т

2 *И *]=( Ё
-(./42К2) Кг ,_Х2 ІЬАІХЁ

откуда в силу равенства (1.2) и положительной определенности
матрицы 1.71 следует формула (2.1).

Подставляя Х, из второго уравнения (ЗА) в первое уравнение
(3.2), получаем соотношение

ВгХг= (Ка + (лаКаў К? (Лекд) Х: = Квмїїхр _ Кш/ Ёкїъдзи-

Матрица 1.72 невырождена. Поэтому Хд = ВЁКт/ ЁХР_-
- ВўКддёКҐосги. Подставляя это выражение в первое из уравне-
ний (3.2), получаем равенство Пр -ї- АІК2ВЁІК2АЁХР +
+ и (041 - ВІК2ВЁІК2Л2КІІОЬ 2)= 0, откуда и следует формула
(2.2). Подставляя Х, из соотношений (3.3) во второе соотношение
(32), получаем формулу'(2.3), в которой

м = «щита со
где осз = {ос2, 0} Є Втр.

Таким образом, если граф 0,, не содержит контуров, то соот-
ношения (1.1)-(1.2) и (2.1)-(2.З) эквивалентны. Симметриче-
ская матрицаА = (Л1К2)В21(.41 К,) т неотрицательно определена.
Покажем, что она невырождена, если подграф 0,, не содержит се-
чения графа Є. Действительно, из связности графа Є \ 0,, выте-
кает существование в нем некоторого дерева графа Є, а деревья
графа находятся во взаимно однозначном соответствии с невырож-
денными подматрицами порядка т _ 1 матрицы ,Атр (см. [93І).
Поэтому ранг матрицы, образованной столбцами матрицы АТР
сномерами от р -І- 1 до п, равен т - 1. Отсюда вытекает, что
гапІс 041 = р и, следовательно, матрица А невырождена. Лемма
доказана.

3.2. Доказательство теоремы 2.1. Покажем, что в условиях
этой теоремы преобразователь М детерминирован. Напомним, что
нормальным конусом К; (у) в точке у Є 2 ограниченного замкну-
того вьшуклого тела ИС В” называется множество {2 Є Вр:
(2, Е _ у) < 0, Е Є 2} (если у Є іпіь 2, то К; (у) = О). Положим
2,, = {у Є Вр: _ т < у < т} и перепишем соотношения (2.4)
в виде Хр (і ) Є Ки, (си (15) - АХр (1)), си (і ) - АХр (і ) Є 20.
Применяя к этим соотношениям матрицы А-' ди А'/=, получаем
включения

А-' Ьси(г) _ АЧ- Х,о) Є А-'/=2,,, АИХ, (г) Є
е Аткд, (ш (г) _ АХ, (т. (за)
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Так как ВК; (у) = КВН; (В"1у), где В -- симметрическая невы-
рожденная матрица, то первое из включений (3.5) можно записать
следующим образом: А'/2Х,, (і ) Є К 4,220 (А"/2 си (і ) - А'/2 Х,,( і )).
Поэтому включения

2 (г) Є 2, и (г) Є 2 (г) + К: (2 (о), г> го, (3-6)
где и (і ) = А"/= си (і ) _ А'/=Х,, (і ), 2 = А“'/220 = {у Є Вр:
_ 1: < А'/=у < 1:}, и (і ) = А-' дсй(і ) эквивалентны соотноше-
ниям (2.4).

Функция и (і ), і) ід, суммируема на каждом конечном про-
межутке. Покажем, что многозначный оператор К;, сопоставляю-
щий точке у Є 2 конус К; (у), максимально монотонен. Тогда
[106] соотношения (3.6) при каждом уо Є 2 имеют единственное
абсолютно непрерывное решение у (і ) Є 2 (і 2 іо; у (іо) = уо),
откуда вытекает детерминированность преобразователя М.

Многозначный оператор К; максимально монотонен, если и
только если [106] при каждых у, Є К; (Д), у2 Є К; (ё2) (Ёп Е, Є
Є 2) справедливо неравенство (у, - уг, Е, _ Е2) 2 0 и множество
значений оператора 1 -і - К;, где І -- единичный оператор, сов-
падает с Вр. Справедливость неравенства (у, _ у,, Е, - ё) =
= (ум Ёт _ Ёг) + (уе, Ёг _ Е1) > 0 вытекает из определения нор-
мального конуса. Рассмотрим множество значений оператора
К;. Тело 2С В” - это невырожденный р- мерный параллеле-
пипед. Обозначим через лЁ: плоскости 211)? ах, = ± ті, обра-
зующие границу д2, а через 1,, і = 1,. . ., р,- внешние нормали
к лї. Набор 11,. . ., 1,, образует базис в Вр. Поэтому для каждого
у Є НР, у эЬ 0, справедливо представление у = 2 7», (у) 1,,
2, | 7», І эЬ 0. Рассмотрим 2 = 2 (у) Є д2, принадлежащий всем
плоскостям лЁ, п; с номерами і, і, для которых 7», (у) > О, 7», (у) < 0.
Тогда у Є К; (я (у)). Если у = 0, то у Є К; (2) для всех
2 Є іпЪ 2. Поэтому множество значений оператора К; (и тем более
оператора! + К;) совпадает с Вр, откуда и вытекает его мак-
симальная монотонность.

Таким образом, в условиях теоремы 2.1 преобразователь ІИ и,
следовательно, система А детерминированы. Докажем необходи-
мость условий этой теоремы.

Пусть система А детерминирована, а граф О \ 0,, не являет-
ся связным. Так как (см. п. 1.3) граф 00 `\ 6,, связный, то в графе
0,, есть сечение, составленное из ребер еі, іЄ со С {1,. . ., р},
подграфа 0,, и ребра епн. Поэтому при некоторых 7», 7», Є {-1,
1}, іЄ ю, справедливо равенство 7»и +

'ІЄСО

кает оценка | и| <т ,+ . . . -і - 17,, входов системы. Последняя оцен-
ка протпворечит детерминированности системы А.

Пусть теперь граф Є_\ 0,, связный, а граф 0,, содержит кон-
туры. Удалим из 0,, минимально возможное число ребер так, чтобы
оставшийся граф О: С 0,, не имел контуров. В силу связности
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0 `\ 0,, в Є можно выбрать
дерїво

Т, содержащее подграф О: и
не содержащее подграф 0,, \ 0,, ф ф. Подграф Т С Є является
также деревом графа 60 в силу его циклической связности.

Перенумеруем ребра графа 0 так,
чтобы

ребрам из О: отвеча-
ли номера от 1 до 9, ребрам из Т\ 6,, - номера от 9 Ч- 1 до
т _ 1, ребрам из 0,, \ О: - номера от т до г, т < г, и номера
от г + 1 до п - остальным ребрам графа Є. Поступая так же,
как и при доказательстве леммы 2.1, запишем соотношения (14)
в виде

Т 11

щит -їт 2 Одни: + 2 411101114" щ, или =0, і= 1, - - - 1 Ч;
І=т І=т+1

Т п

Ёфїі + 12 али: + І 2% 041110121 + 041. таит-О. ї=Ч ті* їі--Ч тгї?
1-1", їҐ

(за)
'ҐП._1

хйпы-
12

ос,,; с,=0,3:1, . . . , п -т -і - 2,
=1

где {оі ,д} _ матрица основных сечений графа 00 относительно де-
рева Т. Если 4 = т - 1, то в системе (3.7) отсутствует вторая
группа уравнений; если же г; < т - 1, то щ; = 0 приі == (1 -І-
+1,...,т -1,]=т ,...,, г .

Пусть при і = іо система А находится в нулевом состоянии У°
(см, п. 1.1). Рассмотрим вектор-функцию У (і ), і) іо, с компо-
нентами х,( і )Е0, і=1,. . _, п; и;( і ) Е0, _і =9+'1,.. .

.., т -1; г + 1,. . ., п, и,( і )=-
І=т

и, (і ) = и, (і ), І = т,. . ., г, где и, (і ) _ абсолютно непрерывные
функции, при і > іо удовлетворяющие условиям

'Г

и! (і0)ї01 ІуІ-( і) І < ТЦ І аііиі
1=т

Тогда У (і ), і ў іо, построенная по каждому такому набору и, (і )-
І = т, . . ., г, удовлетворяет условию У (іо) = У° и соотноше.
ниям (3.7), а следовательно, и соотношениям (1.1)-(1.3) при вхо,
де и (і ) Е 0. Поэтому система А не является детерминированной-
Теорема доказана.

3.3. Доказательства теорем 2.2 и 2.3. Докажем сначала спра-
ВЄДЛИВОСТЬ УТВЄРЖДЄНИЯ ТЄОРЄМЫ
ПрЄрЬІВНЬІХ ВХОДОВ.

Пусть ХЁ, её: П (М) и и (і ), і > іо, - ХЁ- допустимыйабсолют-
но непрерывныи вход. Переменное состояние преобразователя М,
отвечающее этому входу, при і) іо удовлетворяет (см. п. 3.2) со»-
ОТНОШЄНИЯМ

А* ш (Іг) _ Атх, (і ) Е 2, АШХ, (і ) Є к, (А-“ ти (г) _
- А “=Х,,, (т. (вв)
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В силу первого из включений (3.8) из Хай- допустимости входа
и(1ї ) преобразователя М вытекает АІ/' ХЁ- допустимость входа
А- І /' си(і ) для преобразователя Ь = Ь (2) _ многомерный люфт
[65]. Входо- выходные соответствия последнего преобразователя
на таком входе описываются задачеи

у (о = Р не (А-“ ти <±› - у (он (А-' сси и», у со) =
= .4'/*Х*;,, (зе)

где Р _ оператор, который относит точке ё Є Н” ближайшую к
ней точку Р [К] Е конуса К С: Вр. Из единственности решений
уравнений (З.8) и (3.9) вытекает равенство у (і ) = АІ/* Хр (і ),
і 2 го, что и требовалось доказать.

Так как на множестве абсолютно непрерывных входов много-
мерный люфт с характеристикой многогранником удовлетворяет
условию Липшица [65], то этому условию удовлетворяет и пре-
образователь М. Отсюда вытекает (см., например, [(551) коррект-
ность описанной в п. 2.3 предельной конструкции и, следователь-
но, справедливость теорем.

3.4. Доказательство теоремы 2.4. Обозначим через Ь (2, 11)
где 71, = А"/' с ,многомерный люфт, отвечающий в смысле теоремы
2.3 преобразователю М. Покажем, что отсутствие у вектора А'1с
нулевых компонент является критерием ео- конвергентностн пре-
образователя Ь (2, И) на множестве кусочно монотонных абсо-
лютно непрерывных входов. Отсюда в силу теорем 2.2 и 2.3 выте-
кает справедливость утверждения теоремы 2.4. Доказательство
проведем в несколько этапов.

1°. Покажем, что точка уЁ Є 02 (точка уЁЄ 02), в которой
И Є К; (уз) (соответственно -їЬ Є К; (у0)), единственна, если и
только если А'1с не имеет нулевых компонент. Доказательство
одинаково для у; и уБ; рассмотрим уЁ.

Нормали І, к плоскостям лЁ, і= 1, . . ., р составляют (см.
п. 3.2) базис в Вр. Поэтому И = 274,, причем 2 | Ж, 1% О, так
как їъ-,-*'= 0. Вектор І, представляет собой і-йстолбец матрицы АЧЅ
а І; = А"/' с .Следовательно,

г р
(4 (д) -2 аід Мед: 2 Ждаіў, ъ:¦1, . . . , р.

і=1 і=1
откуда ї» = А'1с , где 7» = {?»1, . . ., 7»,,} Є Вр.

Обозначим через о) Є Н” некоторый вектор с компонентами
о), из множества {-1, О, 1}, а через у (ю) - грань тела 2, образо-
ванную пересечением плоскостей лї, п; с номерами і, і, для кото-
рых ші = 1, шд = -1, і, і Є {1, . . ., р}. Пусть со° = {соЁ} - тот
вектор, для которого со? = здп Ж, при 7», 3*: О и (02 = О при 7», = 0,
где 7» = А'1с . Тогда Іъ Є К, [у (со°)], и из условия 7», ф О, і =
= 1, . . ., р, вытекает, что И Є К; ПШ, где уЁ = у (со°) - верши-
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на параллелепипеда 2. Вершины уё и у; = у (-о›°) единственным
образом определяются знаками компонент вектора 7». Если же век-
тор Ж. имеет с] < р нулевых компонент, то іі принадлежит нормаль-
ному конусу тела 2 в каждой точке его 11-мерной грани у (<о°).

2°. Пусть и (і ) - неограниченный при і > іо кусочно моно-
тонный абсолютно непрерывный вход. Покажем, что Ни (і1) -
- Е (И) Є У (Ф°) (ИЛИ (Ш (И) _ Е (И) Є 11 (-Ф°)), Где Е (ї) =
= Ь [і0, Ё] (Іш (і )) при некотором іІ ў іо. Ограничимся случаем
монотонно возрастающего входа (переход к кусочно монотонным
входам осуществляется при помощи полугруппового равенства).
Предположим противное. Это означает, что іш (і ) _ ё (і ) 55
Є у (<о°) Ы у (-со°) при всех і > іо. Справедливы оценки

ІІ 71 ІІ І “(1) - Н( іо )|<П (ИО) - Ш) ІІ + П дщіо) -ЕШНІ +
т
5Ё($) с1$"=+ ІІё(і)-ё(іо)І| <201+

= га +
т

< 2:1 + Ѕ| й ( з )||| Р[ К2(ііи ( з )-Е($))]/ і ||(із, 1і =(1іаш2.
до

Так как Іш (і ) - Е (і ) Є у (о›°) Ы у (-со°) при і) іо, то 11. Є
ЄЁ 19011403) _ ё(1ї )) И НР (К: (т (ї) _ Е(1 ї ))1(1Н < “ІІ (ЬІІ, где
О < о: < 1. Поэтому

|]іі |||:і(і)-и(і0)|<2с1~{-ос]|/і›|| Ё| й ( з )|( із ,
Ёп

откуда в силу монотонности входа и (і ) следует оценка

(Мг) - “(20) І< 2<1/ІІїФІІ (1 - т),
что невозможно.

3°. Пусть соЁ ф 0, і = 1,. . .,р. Тогдау (±ю°) = уЁ в силу 1°.
Если при некотором і1 > іо величина | и (іі ) _ и (іо) | достаточно
велика, то в силу 2° при і = і1 справедливо одно из включений:
Іш (і1) - Е (і1) Є уд” или Іш (і1) - Е (іІ) Є уЄ. Из этих включений
и конвертентности преобразователя Ь (2, 71,) вытекает его єо- кон-
вергентность.

Пусть теперь у вектора <о° есть 9, 11 < р, нулевых компонент.
Тогда И Є К; (у) в каждой точке у Є у (со°) его Ч- мерной грани
у (оо°). Различным начальным состояниям Ё, ЕЁ и допустимому
монотонному неотраниченно возрастающему входу и (і ), і) іо,
для которых іш (іо) ~ Е), (Ш (іо) _" ЁЁ Е у (<о°), отвечают выходы

г, ш = Ь щ, вт (т (о) = в? + и (и (г) - и (го),
Ег (15) = Ь Щ, ЕЁ) (їш (1)) = ЕЁ + (г (И (ї) - И (130))-
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ТНК Как Н Ет (і ) - Ег (і ) Н = ІІ Е? _ ЕЁ ІІ ПРИ 12 го, т0` ПРЄОбРаЗО-
ватель Ь (2, И) не обладает свойством ео- конвергентносттт. Теоре-
ма доказана.

3.5. Доказательства теорем 2.5 и 2.6. Пусть преобразова~
тель М обладает свойством єо- конвергентности. Рассмотрим соот-
ветствующий ему (см. п. 3.4) преобразовательЬ (2, И). Для каждо-
го начального состояния €° этого преобразователя можно указать
такой Ё- допустимый вход и (і ), іо < і< 21, что изображающая
точка Ии (і ) _ Ь Но, Е°1 (Ии (2)) при і = 21 принадлежит вершине
72; параллелепипеда 2 (см. п. 3.4). Поэтому преобразователь
Ь (2, И) имеет вполне управляемое сужение Ь* на множестве
Ѕ2 (Ь*) всех состояний {Ии (і ), Ь Но, ё (уЁН (Ии (15))} при всех до-
пустимых входах и (і ) и всех і 2 го, где Е; (уЁ) = Ь Но, БЧ (Ии (11)).
Это вполне управляемое сужение единственно. Следовательно, на
соответствующих множествах единственное вполне управляемое
сужение имеет и преобразователь М. Теорема 2.5 доказана.

Докажем теорему 2.6. Так как [65] преобразователь Ь (И, И)
обладает фильтрующим свойством, то преобразователь М облада-
ет этим свойством, если и только если величина и в формуле (2.3)
равна нулю. Покажем, что необходимым и достаточным условием
этого является существование в 0,, пути между вершинами з* и
3*. Доказательство проведем для случая р < т - 1 (более про-
стой случай р = т -- 1 рассматривается аналогично).

Пусть в графе 0,, есть путь от з* к 5*. Тогда 112 = 0 (см. п. 3.1).
Действительно, в предположений противного в основное сечение,
определяемое некоторой ветвью еі, р -і - 1 < і< т _ 1, входит
ребро епн и не входят ветви ед, і = 1, . . ., р. Пусть это сечение
разбивает граф 00 на два изолированных связных подграфа 01
и 02. Тогда либо з* Є 01, а з* Є 02, либо з* Є 02, а з* Є 01. Но
это невозможно, так как в подграфе 0,, есть путь от з* к з* п ребра
этого подграфа не входят в рассматриваемое сечение. Поэтому из
равенства (ЗА) следует, что и = 0.

Пусть теперь рь = 0. Тогда из соотношений (2.3) и (3.2) выте-
кает существование в 00 контура, составленного из ребер подгра-
фа 0,, и ребра епд, и, следовательно, существование в 0,, пути
между вершинами з* и з,,,. Теорема доказана. `

4. Свойства систем У

4.1. Теорема детерминированности. Т е о р е м а 4.1. Систе-
ма У (00,_17, И) детерминирована, если и только если подграф
0,, не содержит ни пути между вершинами в* и 3*, ни контуров.

Доказательство излагается ниже.
Для недетерминированной системы У, как и для недетермини-

рованной системы А, решения уравнений (1.1)-(1.3) не един-
ственны.

Л е м м а 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Тогда
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при г) 2,, соотношения (11), (1.2) эпвивалентны соотноше-
ниям

уе (і ) = деї (г) '_ ЛеПр (г):

Ха <›:› = «ж <±› - Ящ ш, <4.2›
и (о = т (о + (г, Пр (т, (43)

при некоторых спаляре П, вептораж бе, б = {б,}, Ґ Є Вр, матрице
Д, размера 2 (п - р) × р и симметринеспой положительно опре-
деленно матрице А = {ьї,д} порядка р.
Доказательство. Графёоимеетдерево ТЄЄЄ\ Є,,,

составленное из ветвей е,, і = о + 1, . . ., п, п + 1; Матрицы
Ате п Юта основных сечений и основных контуров графа 0,, отно-
сительно дерева Те обладают теми же свойствами, что и матрицы
Атр и Здтр (см. п. 3.1). Поэтому (аналогично (3.2)--(3.З)) при
о > р соотношения (1.1) можно переписать в виде

Хр Ч* Ё/ Зіїгдг+ Ёьї = О, К1и1 + Ёзйгпгічваї= О,

02 _

где ПІ 2 {ир+11 - - -1 и<1}; П2 2 {и11+11 - - -э ип} э 5311 <%21 511 52 *

бЛОКИ СООТВЄТСТВУЮЩИХ РЗЗМЄРОВ, На К0ТОрЫЄ̀раЗбИТа МаТрИЦа

еды/ даст а й,={ ь; ї , д,,},г, ;=1,
= {Іс;1,6,,,}, г, з = 1, . . ., п - о. Из этих соотношений вытека'
ют равенства (4.1)~(4.3). Приведем выражение для Ё и Гъ:

да=<емїъ › дг ”< гэ 11ьът ,п=вё1гв ` ї .<4-4›
Где Ёг = Йа + (ўдаЁдт ЁІІ (ўзгйдэ вв = {В2› 0} Є Втр,

__ Ё1 (532Ё2)
1
_[- (їїгїггг Йг ].

Матрица Я положительно определена, если и только если
траф 6,, не содержит ни контуров, ни пути от в* к з* Для доказа-
тельства этого утвержения в графе 0,, выбирается дерево ТС
С Єр Ы Те, содержащее подграф 0,, и ребро еды. Зоатем, анало-
гично доказательству утверждения о положительной определен-
ности матрицы А (см. п. 3.1) рассматриваются соотношения (4.4)
и блоки матрицы ўЗте, отвечающие ветвям и хордам этого дерева.
Лемма доказана.

Подставляя (42) в (13), получаем соотношения

>0, если гє (Е: иі( ё)=п}
(ЁіҐЁ '21 <0, если ±е<є: иі <є›=- п›,
|и,( і)|<ті , і=1,..., р; і>ід.

91



Соотношения (4.1)-(4.3), (4.5) эквивалентны соотношениям
(1.1)-(1.3).

Через РУ обозначим преобразователь со скалярными абсолют-
но непрерывными входом а: (і ) и выходом и (і ), г) го, состояние
которого при каждом г) 20 определяется вектором {х (і ), Пр (І)}Є
Є НРЧ, а функционирование описывается соотношениями
(43), (4.5).

Ниже свойства систем У изучаются в терминах свойств преоб-
разователя РУ аналогично тому, как в разд. 2 это было сделано для
систем А и преобразователя М.

4.2. Возможные состояния и допустимые входы. Множество
возможных состояний {а:, Пр} Є НР” детерминированного пре-
образователя РУпредставляет собой прямую призму 52 (РУ), в осно-
вании которой лежит невырожденный прямой р- мерный парал-
лелепипед. Действительно, из соотношений (4.5) вытекает, что
вектор {.г, Пр} - возможное состояние преобразователя РУ, если
и только если - 1: < Пр < т. Эти неравенства и задают паралле-
лепипед, лежащий в основании ЅЗ (РУ).

Образующие призмы коллинеарны вектору {1, 0, . . ., 0} Є
Є ВРЦ. Поэтому ее ортогональная проекция на В” вдоль оси Ох
имеет вид П (РУ) = {2 Є Вр: -т < 2 < 17}. Следовательно, при
каждом П; Є П (РУ) каждый абсолютно непрерывный вход до-
пустим для преобразователя РУ.

4.3. Непрерывные вдсоды. Для каждых вектора ПЁ, Є П (РУ) и
абсолютно непрерывного входа :с (і ), г) го, соотношения (4.5)
определяют единственную абсолютно непрерывную вектор-функ-
цию Пр (і ), і > го, для которой Пр (І) Є П (РУ) при г) 13,, и
Пр (150) = ПЁ. Поэтому определены однозначные операторы

П, (г) = т по; 021 а (г), а (г) = И/ [±,,, 02,] а (г), г> го, (4.6)
описывающие соответствия вход - состояние и вход - выход
детерминированного преобразователя РУ. Эти операторы действу-
ют в пространстве абсолютно непрерывных функций.

Аналогично теореме 2.2 доказывается
Т е о р е м а 4.2. Операторы (4.6) допускают продолжение по

непрерывности на множество всея: непрерывных входов.
Сохраним за продолженными операторами (4.6) те же обозна-

чения. Для распространенной на множество всех непрерывных
входов системы У остается справедлива теорема 4.1.

4.4. Свойства преобразователя РУ. Установим связи преобра-
зователя РУ с многомерным упором [65]. Такие связи позволяют
перенести многие свойства многомерного упора на преобразова-
тель РУ подобно тому, как это было сделано в п. 2.4 для многомер-
ного люфта и преобразователя М. Пусть Л и б -матрица и вектор
из равенства (42).

Т е о р е м а 4.3. На 'лгножестве непрерывных взсодов справедли-
во равенство

т но: 021] ї (д) = Я- І /' ГНо: Лх/* Пш (Д-І/' дї (1)): Ё > Ёо»
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где Г = Г(2) - многомерньій упор с характеристикой-многа-
гранншєом

Ё = {2 Є Вр: -т < ЁГ/ ш< т).

Доказательство этой теоремы приведено ниже.
Как и преобразователь М, преобразователь Иї статичен, виб-

рокорректен, обладает полугрупповым свойством и свойством кон-
вергентности; операторы (4.6) удовлетворяют условию Липшица
по переменным 1 (і ) и 02,. Выход и переменное состояние преобра-
зователя И/ предельно периодичны при каждом периодическом
входе. Для любого периодического входа найдется начальное со-
стояние, которому отвечают периодические выход и переменное
состояние.

Аналогично теореме 2.4 доказывается
Т е о р е м а 4.4. Преобразователь И/ является єо- нонвергент-

ным, если и только если вектор Я'1б не имеет, нулевыш компонент.
Д о к а з а т е л Ь с т в а теорем 4.1 и 4.3. Докажем необхо-

димость условий теоремы 4.1. Пусть граф Ср содержит либо путь
между вершинами з* и 3*, либо контур. Тогда (см. доказательство
леммы 4.1) матрица Я вырождена. Не ограничивая общности, мож-
но считать, что ее максимальная невырожденная подматрица Ло
расположена в левом верхнем углу матрицы Я, т. е. до = {б,д},
і,і=1,...,р1<р.

Пусть при і = іо состояние преобразователя ї/У описывается
вектором {а:°, иї, . . ., ид2} Є 9 (РУ), таким, что ІиЁ |< тд, і =
= 1, . . ., р. Рассмотрим вход х (і ) Е ас°, і>' іо и абсолютно не-

прерывные функции и, (і ), для которых и, (іо) = иЁ, | и, (і ) | < ті,
і) іо; і =р1 +1, . . .,р, афункции

11 17

где сі) І 1)(р1)- элементы матрицы 351, удовлетворяют оценкам
І иі (і ) і < ТТ вектор`функция {$ (из 171 (цэ - ~

Дэ 1712
построенная по каждому такому набору функции щ (і ), і = р, +
-І- 1, . .., р, удовлетворяет (4.5) и начальному условию
{а: (іо), и1 (іо), . . ., 0,, (і0)} = {т°, иї, . . .,
образователь И/ не является детерминированным. _

Для доказательства достаточности перепишем соотношения
(45) в виде гл (і ) ~ 210,, (г) е; Кд (Пр (і )), 0,, (і ) Є 20, г; го.
Поступая так же, как и при доказательстве теоремы 2.1, получа-
ем эквивалентные (4.5) соотношения

1/(13) Є 2, 10 (ЙЄ ў (і ) + Кї (у (д), 1210, (4-7)
где Ё = Я"/=20, ш (і ) = Л-' ддл? (і ), у (і ) = ЯЧЦ/' р(і ). Детерми-
нированность преобразователя РУ вытекает (см. п. 3.2) из макси-
мальной монотонности оператора К~. Теорема доказана.
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Для доказательства теоремы 4.3 воспользуемся тождеством
у Е Р [кг (зи у + Р ж: (ы у, где Р _- Введенный в п. 3.3
проектор, а КЁ (Е) = {2 Є Вр: (2, и) < 0, и Е К; (Е)} -- ка-
сательный конус тела 2 в точке Е, и перепишем (4.7) в виде

АЧи (г) = Р [КЁ (Ж/* г (і ))] (іҐ/*ст (2)), 1: > 10.
Это уравнение описывает [65] функционирование многомерного
упора с характеристикой Ё. Теорема доказана.

Как и преобразователь М, преобразователь УУ неуправляем.
Рассуждения, использованные при доказательстве теоремы 2.5,
и теорема 4.4. приводят к следующему утверждению об управля-
емости. -

Т е о р е м а 4.5. Пусть преобразователь УУ обладает свойст-
вом єо- конвергентности. Тогда он имеет единственное вполне
управляемое сужение.

Преобразователь ї/У в отличие от преобразователя М фильт-
рующам свойством не обладает.

5. Связь систем А и У

Ниже рассматриваются вопросы, связанные с обратимостью
систем А и У; вводятся дуальные этим системам системы А' и У'.

5.1. Компенсаторы. Пусть фиксированы удовлетворяющие
требованиям п. 1.3 граф ЄО и векторы 1:, іс, для которых выполне-
ны условия теорем 2.1 и 4.1. Тогда детерминированы обе системы:
А = А (Оо, 1:, К) и У = У (00, т, К); их пространства возможных
состояний совпадают.

Пусть возможному начальному состоянию У" и допустимому
входу и (і ), і > іо, отвечают выход ш (і ), і > іо, и переменное со-
стояние системы А. Функции У (і ), ипд (і ) = и (і ), єспд (і ) =
= ш (і ) при і 2 іо удовлетворяют соотношениям (1.1)-(1.З).
Поэтому ш (і ) - допустимый вход на систему У, которому соот-
ветствует то же переменное состояние У (і ) и выход и (і ). Таким об-
разом, для каждых допустимых и (і ) и а: (і ) при і > іо справедливы
равенства

И/ но, 021 М но, Хї] а (г) Е и (г), М но, Хї] И/ рО, ЫЗЬ; (г) Е
Е де (і ),

где векторы Х; и (12 составлены из соответствующих компонент
вектора У°. В этом случае [65] преобразователь І/У (преобразова-
тель М) называют компенсатором преобразователя М (соответст-
венно преобразователя УУ) или говорят, что системы А и У взаим-
нообратны: А`1 = У, У'1 = А.

Пусть а и Б _ скаляры из соотношений (213) и (4.З) соответст-
венно.

Т е о р е м а 5.1. Пусть факсированьъ 00, т, іс и пусть детер-
минирована система А (Єо, 1:, Іс) (система У (00, 17, іс)). Тогда эн-
вивалентны следующие утверждения.
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СБ ї* 5.

Е а д; 5* б;
У/ Є,', цК/=Г А/ сдргт / ы
Г["ъі. г =ц Ь[";7Ц=.г

Рис. И

1°. Система А (соответственно система У) имеет компенсатор.
2°. Детерминирована система У (соответственно система А).
3°. у. эЬ 0 (соответственно Е аЬ 0).
Если детерминированы обе системы А и У, то А= У'1 и У==А'1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы оста-

лось показать эквивалентность утверждений 2° и 3°. Величина р
в формуле (2.З) равна нулю (см. п. 3.5), если и только если под-
граф 0,, содержит путь между вершинами з* и 3*. Отсюда и из тео-
ремы 4.1 для системы А вытекает эквивалентность 2° и 3°.

Пусть теперь система У = У (бо, т, іс) детерминирована, а си-
стема А = А (00, т, Іє) недетерминирована. Тогда граф 0,, содер-
жит сечение графа Є. Ограничимся случаем, когда р < о. Пред-
положим, что [52 ф 0 (см. п. 4.1). Тогда в контур, определяемый
некоторой хордой еі, р -І- 1 < і < о, входит ветвь ем, и основное
сечение, проходящее через эту ветвь, содержит хорду е, 55 Єр.
Но, с другой стороны, в 0,, есть сечение графа Є = Єо \ едч,
и поэтому основное сечение, кроме ветви еды, содержит лишь хорды
из 01,. Таким образом, [32 = 0 и в силу соотношений (4.4) Г- = 0.

Пусть ії = О. Тогда (см. лемму 4.1) справедливо равенство
и (і ) = (ї, Пр (2)). Поэтому в 00 есть контур, составленный из ре-
бер подграфа 6,, и ребра епд, т. е. граф 6,, содержит путь от з* к
3*. Теорема доказана.

5.2. Дуальные системы. Пусть граф 00 планарен. Тогда он име-
ет дуальный граф О; (см., например, [93, 971). Систему А' =
= А (60, т, іс) (систему У' = У (00, т, іє)) назовем дуальной си-
стеме А = А (00, т, Іс) (соответственно системе У = У (00, т, Іс)).

Приведем одно утверждение о дуальных системах.
»Т е о р е м а 5.2. Пусть граф 0,, планарен. Тогда система А =

= А (00, т, К) (система У = У (до, т, Іс) детерминирована, если и
только если детерминирована система У' (система А').

Если граф 6,, отвечает одномерному люфту, то детерминирова-
на система А (бо, 1:, Іс), но не система У (60, т, іс). Граф 06, дуаль-
ный (20, отвечает одномерному упору, для которого детерминпро-
вана система У (00, 1:, Іс), но не А (08, т, іс). В этом смысле преоб-
разователи одномерные, люфт и упор дуальны (рис. 14).

Для моделей Айвена, Новожилова - Кадашевича детермини-
рованы обе ео- конвергентные системы А и У.



6
СИСТЕМЫ
С СИЛЬНЬІМІ/ ІНЕЛИНЕПНОСТЯМИ

В математической теории систем успешно применяют методы
нелинейного функционального анализа. Эти методы позволили по-
лучить важные результаты при анализе различных классов систем
(см., например, [25, 44, 78, 99] и имеющуюся там библиографию).
Наиболее полно исследованы системы, содержащие линейные
звенья и нелинейные звенья с плавно изменяющимися характери-
стиками. В большой мере изучены системы с разрывными функцио-
нальными звеньями, когда допустима их трактовка как звеньев
с многозначными выпуклыми характеристиками. В последние годы
развиты методы исследования систем, содержащих различные гис-
терезисные нелинейности.

Специальные сложности возникают при изучении систем, со-
держащих звенья гистерезисной [65] природы, характеристики
которых разрывны и_ли содержат участки быстрого изменения.
Нелинейности с указанными свойствами ниже называются силь-
ными. К сильным нелинейностям относятся различные неидеальные
реле, обобщенные люфты с быстро изменяющимися характе-
ристиками и др. Для систем с сильными нелинейностями затрудне-
но применение подходов, связанных с линеаризацией или исполь-
зованием принципа сжимающих отображений; сложна проблема
корректности и грубости режимов. Сходные проблемы возникают
при анализе систем с разрывными функциональными нелинейно-
стями, когда их трактовкакак звеньев с многозначными выпуклы-
ми характеристиками недопустима по физическим соображениям.

В главе изложены пути применения идей нелинейного анализа
к исследованию систем с сильными нелинейностями.

1. Динамика осциллятора с сильной нелинейностью
1.1. Рассмотрим систему, которая описывается уравнением
ї+х=у(і)-|- І›зіпі ,у(і)ЄГ:є(1ї). (1.1)

Здесь Г _ многозначный оператор с непрерывными входами и из-
меримыми равномерно ограниченными в совокупности выходами,
описывающий входе- выходные соответствия сильной нелинейно-
сти типа реле с гистерезисом, обобщенного люфта с насыщением
и т. п. Определения этих звеньев и их простейшие свойства будут
приведены в следующих пунктах; детально они исследованы в мо-
нографии [65]. Решением уравнения (11) считается функция с аб-
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солютно непрерывной производной, удовлетворяющая почти всюду
соотношениям (14). Уравнения типа (1.1) описывают ферромаг-
нитное трение при колебаниях маятника в неоднородном магнитном
поле, некоторые модели теории катастроф и др. Они интересны
также как модельная система, на примере которой будут про-
демонстрированы особенности режимов в системах с сильными не-
линейностями и методы исследования, учитывающие эти особен-
ности.

В настоящем пункте изучается диссипативность уравнения (14).
Пару неубывающих функций у_ (х), ^у+ (х) назовем правиль-

ной, если, во- первых, существуют такие х_, х+ и у_, у+, что

у- (т) = ш (т) ± 11-00 < а), ш (т) = щ (1) = ус
х > хї, (1.2)

и, во- вторых, у_ (х) < у+ (х), х Є (-<>Ф, 00), причем
ї

Ѕ шло - у- <о1<а=то> 0. 11.3)
-оо

Оператор Г назовем согласованным с парой у_ (х), у+ (х), если
при некотором М > `0 для функции х (і ), невозрастающей (неубы-
вающей) на промежутке [і0, 1511, из соотношений х (150) > М,
х (151) < -М (соответственно х (150) < -.М, х (151) > М) вытекает
справедливость для каждой функции у (і ) ЄЕ Гх (і ) при почти всех
іЄ Но, і1] равенства у (і ) = «д (х (і )) (соответственно у (і ) =
= у_ (х (і )). Операторы, соответствующие реле с гистерезисом,
обобщенному люфту с насыщением, звену Прейзаха - Гилтая
с финитным носителем меры и т. п., согласованы с правильными
парами функций.

Пусть Г - оператор, согласованный с правильной парой. Для
входов х (і ), близких к синусоидальным и имеющим достаточно
большую амплитуду, петля гистерезиса, описываемая в координа-
тах х, у уравнениями х = х (15), у = у (і ) Є Г х (і ), обегается про-
тив хода часовой стрелки. Поэтому [103] слагаемое Гх (і ) в урав-
ненпи (1.1) способствует уменьшению амплитуды колебаний ре-
шения. С другой стороны, резонансное слагаемое в Ь зіп і способ-
ствует неограниченному возрастанию амплитуды колебаний.
Сравнение интенсивности этих факторов с математической точки
зрения может трактоваться как вопрос о диссипативности урав-
нения (14). Напомним, что уравнение (1.1) называют диссппатив-
ным, если при некотором р > 0 для всех г> 0 верно соотно-
шение

Ііт зпр іх(і)|<р.
*-'°° І×(о›1+1х<о›1< г
Т е о р е м а 1.1. Пусть оператор Г согласован с правильной

парой у_ (х), у+ (х). Тогда уравнение (1.1) диссапативно при доста-
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точно малых Ь. Уравнение (1.1) не обладает свойством диссипатив-
ности при Ь > 121, где

121 = (2/л) (ад - ж_), (1.4)
а числа :с_, д определяются равенствами (1.2).

Доказательство отнесено в разд. 3. Утверждение теоремы 1.1
остается верным, если рассмотреть более общее, чем (1.1), уравне-
ние й -і - и = у (і ) + Ьср (і ), где ср (і ) _ любая гладкая 2л- перио-
дическая функция; нужно толька определить число 121 не равен-
ством (1.4), а равенством

211

111: їїіїі-
0 0

д2

Аналогичное утверждение может быть установлено для более ши-
роких классов нелинейностей, включающих модель Прейзаха -
Гилтая с нефинитным носителем меры.

В силу теоремы 1.1 влияние сильной нелинейности на динами-
ку осциллятора даже с качественной точки зрения отличается от
влияния линейного вязкого трения -- вязкое трение подавляет
тенденцию к неограниченному возрастанию амплитуды колебаний
осциллятора под действием резонансной внешней силы любой ам-
плитуды.

1.2. Под реле с пороговыми числами ос, В, о: < (3, понимается
звено В = В (ос, В) с непрерывными входами :с (і ), і > 0, и кусоч-
но постоянными выходами со значениями ±1, множество На: (і )
допустимых выходов у (і ), і 2 0, которого при входе а: (і ) удовлет-
воряет следующим ограничениям. Во- первых, из неравенства
гс (і ) > (3 следует равенство у( і )= 1, а из неравенства гс (і ) <
< о: -- равенство у (і ) = -1. Во- вторых, из соотношений
у (іо) =-1, я (і ) > ос, іо < і< і1, следует равенство у (і1) = 1,
а из соотношений у (іо) = -1, а: (і ) < (5, іо < і < і1,- равенство
у (і ) = ~1-

Йсследуем фазовый портрет уравнения
ї-І-х=у(і)-{-Ьзіпі,у(і)ЕВж(і), (1.5)

где о - малый параметр. Из теоремы 1.1 следует
Т е о р е м а 1.2. Фазовая траектория {:с (і ), ад (і )} каждого

решения уравнения (1 .5) после некоторого периода установления
склеена из слабо возмущенныа: кусков двуа: раскручивающижя с ин-
крементом 11/2 спиралей, центры которых расположены поочеред-
но в точках {-1, 0} и {1, 0}; в моменты переключения с первой спи-
рали на вторую (со второй на первую) функция и (і ) впервые на
соответствующем этапе изменения принимает значение [З (соот-
ветственно значение ос).

Из теоремы 1.2 следует, в частности, отсутствие при малых Ь
уравнения (1.5) 2л- периодических решений и вообще решений с
периодами, меньше чем О (1/17). Отметим еще один известный ре-
зультат.
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Л е мм а 1.1. Пусть о: = _|3. Тогда уравнение (1.5) имеет
при о = 4/11: понтинуум 2л- периодичесниш решений, заданныа:
формулой

х (і ) = -ос сов і -І- (у + 2/лг) віп і _ (2/л) і сов і +
-І- (сов і _ 1) відп (і ), -л < і < п, у > 0. (1.6)

Если ос = _[5 > 1, то других 2л- периодичеспихрешений уравнение
(1.5) не имеет.

1.3. Изучим 2л- периодические решения уравнения

где ВШ = ВП (_ос, ос) _ овыпукливание [65] реле В (_ос, ос), ос >
>1. Оператор На -это выпуклозначный и полунепрерывный
сверху многозначный оператор, сопоставляющий непрерывному
входу х (і ), і) 0, совокупность Ваш (і ) функций у (і ), і > 0,
удовлетворяющих следующим требованиям. Во- первых, {аз (і ),
у (і )} Є 9, і > 0, где 52 _ объединение прямоугольника {{зс, у}:
:| и |< ос, | у | < 1} и лучей {{зс, _1}: зс< _1}, {{ж,1}: ас > 1}.
Во- вторых, если з: (і ) > _1, і1 < і < 152, то функция у (і ) не убы-
вает на [і1, і2], а если за (і ) < 1, і1 < і < і2, то функция у (і ) не
возрастает на [і1, і2].

Введем при 0 < Ь < 4/п 2п- периодические функции то (і ; о),
ас1( і ; о), ц (і ; Ь), определенные равенствами

Ь .$0(і ; о)=_оссові+Твші-- Ёісові- ї -

+%(сові _1) ві 3пі ,_л<і <п,
_ І) . ` .:с1(і+ ЦЗТ ;о)=:_(1+ос)сові+(-ївп1%)в1пі_

__%-ісов ( і +л; т )+1+

+  (сові_1)(ві3пі+1), т_2п<і <т, (1.8)

1:2

где 1: = 1: (о), 0 < о < 4/п, однозначно определяется соотноше-
ниями

а_1+( ос+1) сов1:1
ашсоЅ < він (11/2) (від т + т _ 2п)%)<т < л ,ь=2

Определим также 2л- периодические функции уо (і ; 11), у1( і ; о),
у2 (і ; Ь) равенствами
у,(±; ь)=_і }Ѕідц±, -л<±<л,
у1( і -{-ЛЕТ ;І›)=1_(3%-віп%)(1+ві3пі), т_2п<і <т,

(1.9)

11202 Ь) : -1/10 _ д)-
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Л е м м а 1.2. Справедливы следующие утверждения. При
Ь > 4/л уравнение ( 1.7) не имеет 2л- периодичесних решений. При

= 4/л уравнение (1.7) имеет нонтинуум 2л- периодинесних реше-
ний, определенных формулой (1.6), и не имеет других 2п- периоди-
ческих решений. При 0 < Ь < 4/п уравнение (1.7) имеет ровно три
2п- периодичеспихрешения, определенных формулами (1.8); соот-
ветствующие выходы преобразователя ВШ определяются форму-
лами (19).

1.4. Рассмотрим вопрос о структуре множества 2п- иериодиче-
ских решений уравнения
ї+х= Ьзіні- і - уфї),у( і )ЄГх(15), (140)

при близких к ВШ операторах Г. Как и в п. 1.1, предполагается,
что выходы оператора Г при непрерывных входах х (і ), і > 0, из-
меримы и равномерно ограничены в совокупности.

Будем употреблять для суммируемых на [0, 2эт1 функций у (І)
и для имеющих на [0, 2п1 абсолютно непрерывную производную
функций х (і ) обычные обозначения

2712

н у ш на = Ѕ ку ш 1 в. 1г $<±›|›,, ї =|1ж<±›:1 в+н
При каждом г> О введем уклонение Х = Х (Г, ВШ; г) оператора Г
от оператора ВШ равенством

Х: ЅЧР іїїї ї" 050) _ 5010) Н 2 _!" П Е/( ї )_ 11105) “Ш-имон аєтныон 2<® “Ищ т,
ушёгха) ъмтєВїїгиО)

Пусть То _ множество троек {Ь, х (і ), у (і )}, удовлетворяю-
щих соотношениям (1.7) и равенствам х (О) = х (2л), х (0) =
= х 2:: .

Т( е сэр е м а 1.3. Каждым в > О, г > 0 отвечает такое
б > О, что из х (Г, ВС; г) < б вытекает справедливость для каж-
дого 2л- периодичеспого при г) О решения уравнения (1.10) нера-
венства І д - 51 І + ІІ 10) - т1(1ї ) ІІ ,,,, ї +ІІу (1 ї )~1/1 (г) Нь, < г
для некоторой тройки {Ь1, х1 (і ), у1 (і )} Є То.

Теорема 1.3 проста, мы не останавливаемся на ее доказатель-
стве.

Центральным для нас является вопрос о существовании 2:1-
периодических решений уравнения (140), близких к 2л- периоди-
ческим решениям уравнения (1.7). Ясно, что при Ь = О близких
решений может не быть. При Ь > 0 вопрос о корректности 2::-
периодических решений уравнения (1.7) удалось решить положи-
тельно при естественных дополнительных иредположениях о
структуре оператора Г.

Многие технические, физические и т. и. объекты удается трак-
товать как системы Р с банаховым пространством состояний 9,
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операторами вход - состояние О ІсоОІ, шо Є 52, и отображениями
состояние _ выход Ф: 52 -› НІ. Операторы О [ш0], шо Є 52, со-
поставляют, как обычно, непрерывному входу зе (і ), і 2 О, пере-
менное состояние со (і ) = О [(00] де (і=); мы не требуем обязатель-
ного выполнения равенства <о( ) = то. При каждом соо Є Е!
обозначим через Р [шо] отображение вход - выход, заданное ра-
венством Р [шо] л (і ) = Ф (О [то] ї (15)), а Через Р _ многознач-
ный оператор, сопоставляющий входу за (і ) множество Рас (і ) =
= {Р [оао] за (і ): шо Є Ѕ2}.

Систему Р называют автономной, если при любых іо > О, соо Є
Є 92 верно равенство О [ад] и (і - іо) = О [зоо] а: (і ), где со; =
= О [сооЬс (і ), и (і ) = ас (і -і - іо). Систему Р называют физически
реализуемой, если из а: (і ) = и (і ), 0 < і < іо, следует при каж-
дом шо Є 92 равенство О [о01:в(г) = 0 [о01и(і), О < і < го. Ав-
тономную и физически реализуемую систему Р назовем нормаль-
ной, если выполнены следующие три условия. Во- первых, отобра-
жение зе (і ) -› О [шоке (і ) непрерывно по (до и удовлетворяет ус-
ловию Липшица по входу а: (і ), трактуемому как элемент про-
странства С (т) непрерывных на [0, т] скалярных функций. Во-
вторых, отображение Ф удовлетворяет условию Липшица и рав-
номерно ограничено. В- третьих, каждому г> 0 отвечает такое
компактное множество К (г) С ЅЗ, что при любых (со Є 9, т > О,
из || лс (і ) “Ст < г следует включение О [озоЬз (т) Є К (г).

Т е о р е м а 1.4. Любым а > 0, 0 < 61 < 112 < 4/л отвеча-
ют б > 0, го > 0, обладающие следующим свойством. Для нор-
мальной системы Р из неравенства Х (ВБ, Р; го) < б следует, что
уравнение

имеет при каждом Ь Є [смог] по крайней мере три решения 20 (і ),
21 (і ), 12 (і ), для которых || з, (і ) - аг, (і )

Ншї
< з, а функции за, (і )

определяются формулами (1.9).
Теорема 1.5. Любым е>0и1<г 1<г 2<со отвечают

б > 0 и го > 0, обладающие следующим свойством. Для нормаль-
ной системы Р из неравенства 1 (Р, Ні; го) < б следует, что урав-
нение (1.11) имеет на каждой сфере || за (і ) Нат) = г Є Щ, г2] при
некотором ЬЄ [4/л - є, 4/л -І- е] по крайней мере одно 2л- периоди-
ческое решение.

Схема доказательства теоремы 1.4 изложена в разд. 3; теоре-
ма 1.5 доказывается аналогично. Аналоги теорем 1.3-1.5 верны
для более сложных уравнений с сильными нелинейностями; бо-
лее громоздким становится лишь предварительное изучение вспо-
могательного предельного уравнения, аналогичного уравнению
(1.7).

Характерной особенностью решений, существование которых
утверждается в теореме 1.4, является то, что они не являются
близкими режимам, реализуемым в «идеальной» релейной системе
(1.5); это роднит их с интенсивно изучаемыми в настоящее время
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(см., например, [7]) «французскими утками››. Еще больше на «фран-
цузских уток» похожи периодические решения, возникающие при
анализе колебаний осциллятора с сильной нелинейностью, возни-
кающей при описании известного Ѕ- зффекта ЮБІ. Соответствую-
щий анализ может быть проведен по изложенной выше схеме.

1.5. Рассмотрим примеры нелинейных звеньев, для анализа
уравнений с которыми применимы сформулированные выше ре-
зультаты.

а. О б о б щ е н н ы й л ю ф т. Построим по правильной паре
(см. п. 1.1) функций у_ (х), уд (х), удовлетворяющих условию Лип-
шица, систему Ь = Ь (у_, ж) с множеством 92 = 111 допустимых
состояний и отображение состояние _ выход Ф (со) Е со. Непре-
рывную функцию о) (і ) = О [то] х (і ) определим так, что, во- пер-
вых,

ЖЮОЪ ЄОЛИ ®о <\ г -( Ш(0)),
со(0) = (со, если у_ (х (0)) < со0< у+( х (0)),

ЪСФО). ЄСЛИ ®о >У+( т (0)) г
во- вторых, верны неравенства у_ (х (і ) < со (і ) < уд (х (і )), і 2 О,
и, в- третьих, из у_ (х (і ))< (о (іо) < уд (х (і )), іо <і <ід, следует
равенство со (і ) = со (іо), ід, < і < ід.

Описанная система эквивалентна обобщенному люфту [65] с
характеристиками у_ (х), уд (х). При описании магнитных сердеч-
ников употребляются обобщенные люфты, отвечающие функциям
'у_ (х), у, (х), графики которых «близки» к графикам функций
Ѕідп (х _ 1), зідп (х + 1). Теоремы 1.3_1.5 позволяют изучить
множество 2л- периодических решений соответствующих уравне-
ний (111).

б. Преобразователи Прейзаха- Гилтая .
Множество выходов неидеального реле В (ос, В) при входе х (і ),
і > 0, состоит не более чем из двух функций, одна из которых всю-
ду не превосходит другую. Обозначим меньшую из них через
В Ю; ос, [З] х (і ), а большую -- через В И; ов, [3] х (і ). Пусть на
полуплоскости ов < [З задана нормированная мера ръ с непрерыв-
ной плотностью относительно лебеговской меры, причем носитель
меры рь лежит в треугольнике -р < ос < [З < р. Обозначим через
П проектор в пространстве 9 = Ьд (О, 2р) на выпуклое и замкнутое
множество Р функций о) (т), удовлетворяющих условию Липшица
с постоянной 1.

Будем трактовать функции со = со (т) как состояния некоторого
преобразователя Г = Г (р). Отображение состояние _ выход оп-
ределим формулой Ф (со (т)) = 2р. {{ос, В): ос + В< со (В - 0.)}-
- 1. Переменное состояние о) (і ; т), і 2 0, отвечающее непрерыв-
ному входу х (і ), і 2 0, и состоянию то (т), определим равенством

о) (і ; т) = зцр {тд: В [а (т, тд); (тд - т)/2, (тд -І- т)/2] х (і ) = 1},

где а (т, тд) = 0 при тд < Псод, (т) и ао (т, тд) = 1 при т > Псод, (т).
Описанный преобразователь зквивалентен преобразователю

102



2Ѕ (и) - 1,где Ѕ (и) - максимальное почти управляемое суже-
ние преобразователя Прейзаха _ Гилтая, порожденного мерой и.
Приведенное описание отличается от изложенного в книге [65],
чтобы обеспечить нормальность системы. В теории ферромагне-
тизма используют (см., например, [110]) системы Г (р), отвечаю-
щие (после нормировки) мерам и, удовлетворяющим условию
є > и {{ос, |5}:|оа+1|,||5-1 |< с}, где с _ малый параметр.
Для анализа соответствующего уравнения (1.10) применимы тео-
ремы 1.3 - 1.5.

2. Корректные режимы
в системах с сильными нелинейностями

2.1. В разд. 1 описана ситуация, когда все периодические ре-
жимы в «безобидной» на первый взгляд системе являются точками
функциональных пространств, в окрестности которых (точек)
описывающие нелинейность операторы изменяются весьма быстро.
В этой ситуации периодические режимы, как правило, либо не-
устойчивы, либо имеют «сверхмалую» зоны захвата (см., напри-
мер, ІЗБІ); форма периодического решения зависит от «происхож-
дения» сильной нелинейности: системы с обобщенным люфтом и
Ѕ- преобразователем приводят к совершенно разным периодиче-
ским режимам. Представляет интерес выделение классов систем
с сильными нелинейностями, в которых заведомо есть коррект-
ные (не зависящие от «происхождения» нелинейности, имеющие
достаточно большие зоны захвата и т. д.) периодические режимы.
ДОСТЁІТОЧНО ШИРОКИЄ КЛНССЫ ТЭКИХ СИСТЕМ УДЗЛОСЬ ВЬІДЄЛИТЬ ПрИ

помощи приводимых ниже теорем о неподвижных точках моно-
тонных операторов.

2.2. Обозначим через Е банахово пространство с нормальным
конусом К (см., например, [61]). Соотношение у - за Є К запи-
шем в виде за < у или у > за. Если зс_, ад Є Е и за < ад, то мно-
жество (д, д) = {2: а_< 2< ас+} назовем конусным отрез-
ком. Пусть фиксирован ненулевой элемент ао Є К. Будем писать
у > ш (той но), если при малых 'у > 0 верно неравенство у >
2 ас -І- уио.

Пусть нелинейный (возможно, разрывный) оператор А дейст-
вует в Е и монотонен (из за < у следует Ах < Ау). Неподвижную
точку за* оператора А назовем иго- корректной, если в каждой ее
окрестности найдутся точки зад и 9:2, удовлетворяющие соотноше-
ниям асІ < т* < 902, ж, < А: с 2(п1о (1ао) и 12 >Аас2 (плод ао).

Приведем простое утверждение, демонстрирующее роль ао-
корректных точек. Оператор А, назовем б- близким к А на конус-
ном отрезке (ад, ад), если

А (х - био) - био < Ар: < А (а: -І- био) -І- био.
Из обычной теоремы Биркгофа (см., например, [(311), вытекает
Л е м м а 2.1. Пусть неподвижная точка вс* Є (ад, д) опе-

ратора А является ато- корректной. Тогда каждому а > О отве-
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чает такое б>0, что любой б- бяизкий к А компактный и моно-
тонный оператор АІ имеет по крайней мере одну неподвижную
точку жж, удовяетворяющую неравенству || д* - я* || < є.

Основной результат параграфа можно грубо сформулировать
следующим образом. Монотонный оператор имеет по крайней мере
одну ио -корректную неподвижную точку, если он имеет не более
чем счетное множество неподвижных точек.

2.3. Точку я* назовем ио- полукорректной для оператора А,
если она удовлетворяет следующим двум требованиям. Во- первых,
в любой окрестности точки я* существует точка у, для которой
Ау > у (шоб Мо), И* > Ау. Втвторых, можно указать элемент ш,^ удовлетворяющий неравенствам ш > я* (шосі но), ш > Аш, и
число є > 0, такие, что из соотношений А: > 2 (той но), ил) г,
Н 2 - я* Н < в следует неравенство вс* > 2.

Т е о р е м а 2.1 [82]. Пусть А - монотонный и компакт-
ный оператор. Пусть справедяивы неравенства А: с _> а; (шосі ио),
А$+<х+( шо(1 и0),ат_<: с+. Тогда существует ио- пояукорректнахъ
точка ж* Є (ад, ад)

Для доказательства достаточно рассмотреть операторы Апас =
= Аэс _ (1/п) ио, п = 1, 2, . . . Операторы Ап монотонные и ком-
пактные. Кроме того, при больших п они преобразуют конусной
отрезок (д, д) в себя. Следовательно, в силу теоремы Биркгофа
оператор Ап имеет в конусном отрезке (за, ад) наибольшую не-
подвижную точку хп. Вследствие компактности А последователь-
ность хп сходится к некоторой точке ж* Є (д, д). Точка х* будет
ио- полукорректной для оператора А.

риМеры показывают, что ио- полукорректная точка может не
быть неподвижной точкой оператора А. Однако при естественных
дополнительных предположениях ио- полукорректная точка не
только является неподвижной, но и обладает полезными дополни-
тельными свойствами. Нампонадобятся некоторые определения.
Оператор А называют ио- фокусирующим (на конусном отрезке
(д, 00)), если существует такая положительная непрерывная
Функция у (р), р > О, что из неравенства .1с_ < щ < и < гс+ сле-
дует неравенство Аяа- АэсІ > у ( [| щ - 12 || ) ио. Монотонный
оператор А назовем ио- правильным, если при каждом я Є Е спра-
ведливо равенство

И {у:у=А2, ||2-:с||<1/п}=
п>1

= Г] (у :у=А2, ш--(1/ п ) и 0<2<00+(1/П) Ыо}-
1121

Свойством ио- правильности обладает каждый монотонный опера-
тор, если К телесен и ио - его внутренний элемент; ио- правильны
многие интегральные операторы в пространствах 14,-

Т е о р е м а 2.2. Пусть оператор А является и0-950Ну011Р1/10'
щим и ио- правильным. 'Тогда каждая его ио- пояукорректнаяточка
является неподвижной точкой и точкой непрерывности оператора А .
Эта теорема очевидна. Сформулируем основной результат раздела;

Т е о р е м а 2.3. Пусть ио- фокусирующий и щгправильньги
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оператор А компактен. Пусть е достаточно малой окрестности
его ио- полукорректнойточки гс* лежит не более счетного числа дру-
гих ио- полукорректньш точек. Тогда х* - это ио- корректнаяне-
подеижная точка оператора А.

Доказательство см. в разд. 3.
2.4. Перейдем к примеру. Пусть В = В (ос, В) - реле, описан-

ное в п. 1.3. Рассмотрим задачу о периодических решениях урав-
нения

с + Ее + пт = 1/(1) + Ф (г), у (г) Є ВФ (г). (2-1)
где ср (і ) - вещественная аналитическая Защ- Периодическая функ-
ция п выполнено неравенство Е> О, т] > 0, Ё* > 411. Анализ
задачи разобьем на несколько этапов.

а. Переход к интегральному уравнению.
Введем оператор ВІ, сопоставляющий непрерывному 2л- периоди-
ческому входу я (г) наибольшую 2л~периодическую функцию из
множества Н: с (1 ї ).Оператор. В, обладает свойством монотонностн
по отношению к конусу функций с неотрицательными значения-
ми. Пусть П, Е (0, 1) и Ё >4(т |+ т |1).Обозначим Є (т) импульсно-
частотную характеристику (см., например, [251) звена спередаточ-
ной функцией И/ (р) = 1/(р2 -Ъ- ёр -і - т] -І- т). ФУНКЦИИ Є (т) Стро-
го положительна. Рассмотрим действующий в пространстве С =
= С (т) оператор

2102

Аша): Ѕ со _ з) [Защ + так) + чт] аз. (2.2)
0

Обозначим через ио = ио (і ) функцию из С, тождественно равную
единице. Из определений вытекает

Л е м м а 2.2. Оператор (2.2) монотонен, компактен, ио- фо-
кусирующий и итправильный. Каждое решение операторного урав-
нения я = Ал, я Є С, является 2п- периодическим решением
уравнения (2.1).

б. Выделение ио- полукорректных точек и
и сс л едо вание и х с в о йс тв. Из неравенства п, < ісле-
дуют при достаточно большом _М неравенства А: с _> .т_ (той ио),
Агс+ < я+ (шосї ио), где я_ = -Лїит ас+ = ЛІиО. Поэтому пз тео-
рем 2.1, _2.2 н леммы 2.2 следует

Л е м м а 2.3. Оператор А имеет ио- полукорректные точки;
каждая из этих точек является 2п- периодическимрешением уравне-
ния (2.1) и точкой непрерывности оператора А.

Элементарный дополнительный анализ позволяет установить
следующее утверждение.

Л е м м а 2.4. Существует такая постоянная 'у > 0, что
для каждой ио- полукорректнои точки я* (г) как из соотноше1
ний я (і - 0) = ос + 0, В1: є (20)= 1, так и из соотношений
я (і - 0) = [З _ О, В, (я (го) - О) = --1 следует неравенства
І л (о 1 > т.
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в. Анализ изолированности ио- полукор-
р е к т н ы х т о ч е к. Пусть я* (і ) - некоторая ио- полукор-
ректная неподвижная точка оператора (2.2). Без ограничения общ-
ности можно считать выполненными неравенства я* (О) аЬ а,
я* (О) эЬ (5. Обозначим через 32 оператор, соноставляющий каж-
дому близкому к х* (і ) входу а: (і ) единственную функцию, удов-
летворяющую соотношениям у (і ) Є В я (і ), у (0) = Нд (О). Рас-
смотрим дифференциальное уравнение

с -І- Ей -І- М = 1/(1ї )+ Ф (і ), у (і ) = Вы (0- (2-3)
В окрестности точки {я* (0), ф* (0)} определен соответствующий
оператор сдвига П за время 2л. Непосредственно проверяется,
что произведение собственных чисел линеаризации этого опера-
тора сдвига равно е- ё”< 1. Поэтому линеаризация отображения
Р : {а', ф) -› П {:с, 2ї :} - {а:, і:} имеет в точке {:с* (0), т* (0)} не бо-
лее чем однократное вырождение. С другой стороны, в силу лем-
мы 2.4 отображение Р аналитично в окрестности точки
ф* (0)}. Поэтому множество решений уравнения Р (х, зі) = {.7є, я)
в достаточно малой окрестности точки {:є* (О), ф* (0)} является
аналитической кривой без вырождений или состоит из единствен-
ной точки {:є* (0), і*
корректности неподвижной точки ио. Таким образом, доказана

Л е м м а 2.5. Каждая ио- полукорректная точка оператора А
является изолированной ио- корректной точкой оператора А.

е. Анализ устойчивости ио- корректных
р е ш е н и й. С помощью конструкций, использованных в, работе
1681, доказывается

Л е м м а 2.6. Каждая ио- корректная неподвижная точка опе-
ратора (2.2) является устойчивым по Ляпунову решением уравне-
ния (23).

д. Приближенное построение ио- коррект-
н ы х р е ш е н и й. Зафиксируем строго убывающую и стремя-
щуюся/ кнулю последовательность положительных чисел ок. Оп-
ределим операторы Акх (і ) = Аа: (і ) -І- (-1)'*о,,и0 (і ), а: (і ) Е С.
Построим последовательность функций ип (і ) по следующему пра-
вилу. Пусть по (і ) _ такая функция из С, что Аио (і ) < по (і ).
Если уже найдена функция ты (і ), то определим 11,, (і ) как первую
функцию в последовательности шд (і ) = Адшд (і ), шо (і ) = ты (і ),
для которой справедливо соотношение (+1) [Адшд (і ) - ш, (і )] <
< (од - окт) щ, (і ). Последовательность щ, (і ) называется по-
строенной с помощью челночных итераций по начальному прибли-
жению по (і ) и последовательности оп (п = 1, 2, . . .).

Из леммы 2.5 и конструкций, использованных в работе [б71,
следует

Л е м м а 2.7. Каждая построенная с помощью челночныя ите-
раций последовательность щ, (і ) сшодится к ио- корректной непод-
вижной точке оператора А. При этом выполнены неравенства
172І ;_1 < 1721.41, 17215 < 1721,-__2, [Ё ї 1, 2, . . . -

Метод челночных итераций удобен для реализации на ЭВМ.
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е. В ы в о д ы. Из результатов, полученных в пунктах а - д,
вытекает

Т е о р е м а 2.4. Оператор (2.2) имеет ио- корректные непод-
вижные точки, для приближенного построения которых применим
метод чепночных итераций. Іїаэ/сдая ио- коррептная неподвиэк- ная
точка оператора (2.2) является 2л- периодичесним устойчивым
по Ляпунову решением уравнения (2.1).

Из теоремы 2.4. и леммы 2.1 следует, что близкие к и* (і ) ие-
риодические решения есть у уравнений вида

±+г ±+ме=у( і ›+ ч>( і ›, г / ФЭЄРМИ,
где 13 _ многозначный оператор, порожденный близкой к ВШ (а, В)
монотонной системой (типа обобщенного люфта, звена Прейзаха _
Гилтая, Ѕ- преобразователяи т. п.). Решения возмущенного урав-
нения, близкие к ио- корректным неподвижным точкам оператора
(2.2), обладают естественными модификациями свойства устой-
чивости по Ляпунову и различных свойств корректности. Разу-
меется, у возмущенного уравнения, как и у уравнения (2.1), могут
быть периодические режимы, не являющиеся ио- корректными не-
подвижными точками соответствующего интегрооператорного
уравнения.

Изложенная схема исследования применима для анализа и дру-
гих дифференциально операторных и интегрооператорных урав-
нений с сильными нелинейностями, обладающими свойствами моно-
тонности.

3. Доказательства

3.1. Доказательство теоремы 1.1. Установим сначала дисси-
пативность уравнения (1.1) при малых Ь. В полярных координатах
уравнение (14) запишется в виде

і~= -ущзіцср-Іэзіпізіц (р,
Ф = 1 + (ї/г) (у (і ) сов ср + Ь зіп і сов ср), (ЗА)
у (і ) Є Гх (і ), я (і ) = г (і ) соз [ср (і )1.

В переменных г, ф = і - (р система (ЗА) примет вид
т* = -у (і )зін(і -і -Чд* ЬЅіпіЅіпЄ- І - ф),
ф = (і /г) [у (г) сов (г + ф) + Ь від і сов (і +1|›)І , (32)
у (і ) Є Га: (і ), я (і ) = г (і ) сов [і -І- 111 (і )1.
Ниже будут встречаться функции а: (і ), для которых все функ-

ции из множества Г я (і ) совпадают на некотором промежутке
[іш Т] с одной и той же функцией 2 (і ), іо< і< Т. В этом случае
будем употреблять обозначение 2 (і ) = Гоа: (і ), іо < і < Т.

При фиксированном Т и достаточно большом то решение урав-
нения (3.2) при начальных условиях

г (го) = го» ф (Ёо) = 'фо (3-3)
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единственно на промежутке (іо, Т] и удовлетворяет уравнениям

г* = -Гох (і ) віп (і -І- ф) _ Ь він і він (і + ф),

ф = (ї/г) (Гогє (і ) сов (і -і - ф) -І- д віп і сов (і -І- ф)), (ЗА)

ш (і ) = г (і ) сов [і -І- ф (і )1.
Решение задачи (ЗА), (33) обозначим через г(і , іо, го, фо), ф (і , іо,
го, фо), і Є [іо, ТІ. Введем функции
і, (г, ф = _уо/2 лг -і - (Іэ/2) сов ф,

21% Ф) = (ї/ЁГ) (511 + д ЅіП Ф),
где уо и д, определяются равенствами (1.З) и (1.4). Рассмотрим
вспомогательную систему уравнений
і = 1:1 (Г, ф)1

Решения уравнений (3.5) при начальном условии (33) обозначим
через г, (і , іо, го, фо), ф, (і , іо, го, фо). Как показывает простая вы-
кладка, существует такое у, > 0, что при достаточно большом го
верна оценка

ІФІ ((0 + 2лэ (01 Ґ01ф0)_` 11300 + 2:11 (О, ГО» ФО) І< фІ/ ГЁ-

Поэтому при любом 'уо > 0 найдется такое до >0, что при Ь < до
и при достаточно большом го верно соотношение

І 7`1 ((11 іт го: фо) “" ї ((11 (т То» фо) І < Уг/ То» (3-7)

где і, = 2л - (111 + Ь віп фо)/ го .Кроме того, из (3.6) и определе-
ния диссипативности следует неравенство

(фт (Ёп (т То» фо) _ ф (Ёп (о: 7`о› фо) І< 73/73» (3-8)
где уо - положительная константа.

Положим Е (г, ф) = г (61 + Ь від ф)"1. Пусть Ё (г, ф) - про-
изводная функции Е (г, ф) в силу системы (3.5). Так как Е (г, ф) =
= -уо/(2 пт), то

Е ((1 (1511 го» 7`о› фо›› ф1((11 Ёо› їтфо» < Е (їтфо) _” ('\?о(1)/(2д7о̀)-
(3.9)

Из (3.7)-(3.9) следует при малых Ь и больших го неравенство

Е (ї (1711 7501 го» фо)› ф ((11 го» го» фо» < Е (Го: фо) _ (?оі1)/(4д7'о)-
(зло)

Значит, уравнение (1.1) диссипативно. Первое утверждение тео-
ремы 1.1 доказано.

Для доказательства недиссипатпвности уравнения (1.1) при
Ъ > Ь, достаточно проверить, что векторное поле сдвига вдоль
траекторий уравнения (1.1) за время 2п имеет на сферах достаточ-
но большого радиуса с центром в начале координат нулевое вра-
щение (см., например, [(341) В силу указанных выше оценок для
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этого, в свою очередь, достаточно установить такое же свойство
уравнения, заданного в координатах г, ф соотношениями (З.5),-
это проверяется непосредственно.

3.2. Схема доказательства теоремы 1,4. В условиях теоремы
при любых соо Є 92, то Є 31, ро Є В” определенно, единственно
вправо и нелокально продолжимо вправо решение задачи

й -І- а: = Р [оао] ,т (і ) -І- 6 Ѕіп і, ш (0) = то, зі (О) = ро. (341)

Производную решения х (і , то, ро, соо) обозначим через р (і , шо,
ро, шо), а соответствующую функцию О[ соо1: с ( і ,гсо, ро, (од)
- со (і , то, ро, шо). Рассмотрим в пространстве Е = В” >< В* >< 82
отображение А, сопоставляющее тройке {.1єо, ро, (по) тройку
А {їо« Ро› (до} = (ї (2751 -їоэ Роэ (до): Р (2311 ддт Роэ 500% 40 (2лэ шо:
ро, соо)}. Неподвижные точки отображения А определяют началь-
ные значения 2л- периодических решений уравнения (311).

Положим 11 (е, г, а, р» = т, р, щ; 1:1 - ж., |< г, пр -
-ро |<є, || ш||< г },где е>0, г>0, шоЄВІ, роЄВї. Из
формул (110) и теоремы 1.3 следует, что при достаточно большом г
каждому є > О отвечает б = б (е), обладающее следующим свой-
ством. Если система Р удовлетворяет оценке х (Р, Нд, г) < б, то
при 6 Є [61, 61] на границе каждого из множеств

131 (е, г, 6) = В (Є, г, щ (0, 6), 121 (О, 6)), і = О, 1, 2,
нет неподвижных точек оператора А.

Для доказательства теоремы остается установить соотношения
'уо (6) = -1, 71 (6) = 1, уо (6) = 1, где у, (6) - вращение век-
торного поля І - А на границе 601 области В, (см. [(541), Послед-
ние равенства достаточно установить при 6 = 61. Для этого могут
быть использованы различные технические приемы. Ограничимся
нестрогим, но легко формализуемым объяснением того, почему
при малых 61 верны равенства уо (61) = --1, у1 (61) = 1, 'уо (61) = 1.

Из теоремы 1.1 следует равенство уо (61) + 71 (61) -і - 'уо (61) =
= 1. Поэтому остается установить соотношения

Уо (171) + У1 (171) : 0› Ус (171) + Уг ((71) = 0- (3-12)
Остановимся только на первом из них.

Рассмотрим семейство задач
т+т=у( і )+д1зіці +ж, уодєїщі),

где 2,, - положительный параметр. Если оператор 13 близок к Нд,
то решения последней задачи близки к решениям пдеализирован-
ной задачи
ї + х= у (і ) -|- 61зіпі -[- Ж, у (і )Є Ваш (і ). (ЗАЗ)

Периодические решения уравнения (ЗАЗ) при малых 61 устроены
следующим образом. Существуют два изолированных и в соответ-
ствующем смысле непрерывно эволюционирующих по 7» решения
,то (і , 61, 71) и ,11 (і , 61, Ж). Эти решения определены при 7» Є Ю,
1 -- р, (61)1, где р, (61) -› О при 61 -› 0, 'и совпадают при 7» = О с
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функциями ха (г, 171) и :с1 (і , 171). Обе функции то (і , 61, А) и гс, (і , 61,
А) при малых 171 и 7» = 1 - рь (171) близки к некоторой функции
11 (і ), причем при 7» > 1 в окрестности функции хІ (і ) нет 2л- пе-
риодических решений задачи (ЗАЗ). Поскольку изолированные
решения шо (і , 61, ?») и ц (і , 171, Ж) «аннигилировали›› при 7», при~
близительно равном 1, то близкие к ним множества 2л- периоди-
ческих решений невозмущенной задачи имеютпротивоположные
индексы при всех 7» Є Ю, 1 - р, (Ь1)1. Отсюда вытекает первое из
соотношений (312).

Удобной особенностью этой схемы рассуждений является то,
что при ее реализации не приходится вводить индексов 2л- перио-
дических решений идеализированной задачи (1.7).

3.3. Доказательство теоремы 2.3. Достаточно при каждом
є > О построить точку у* = у* (е), для которой

у* > 1*. ІІ у* ~ т* ІІ < г, А* < у* (тод щ)- (3-14)
Пусть Р, -- это замкнутая выпуклая оболочка множества
А (шт ш), где ш -- элемент, фигурирующий в определении ио- полу-
корректной точки. Рассмотрим, далее, выпуклое компактное мно-
жество

Ру = {т Є «т», и>>= т = у + Ши (и > 0, у Є Р1)}- (3-15)
Построим 'такую положительную непрерывную функцию у0( р),

р > О, чтобы выполнялись оценки х - т* > уо (Н а: - х* [І ) мо,
а: Є Р2, х эЬ д. Тогда существует такое о > 0, что из соотноше-
ний ш Є Рг, ср Є К*, ср (ип) = 1, ср (ж) - ср (д) < о следует не-
равенство || ф - 1*” < в. Здесь и ниже К* - конус неотрица-
тельных на К линейных функционалов [64]. Зафиксируем функцио-
нал ср Є К*, удовлетворяющий равенству ф (но) = 1, и число
б < о так, чтобы в множестве {:с 2 д: ср (х) = ср (д) -І- б} не
было ио- полукорректных точек оператора А. Рассмотрим множе-
ство Р, являющееся пересечением Р, и гиперплоскости, заданной
равенством ср (ж) = Ф (дв) + б. По определению, для всех у Є Р
верны соотношения у > д, || у - х* || < е. Поэтому существова-
ние элемента у,,,, удовлетворяющего соотношениям (314), будет
доказано, если мы построим элемент 2*, для которого справедливы
соотношения

г* Є Р, А_2* < г* (шосі но), (346)
где А_а : = Ііш А (х - гіїио).

Обозначим через АШ овыпукливание оператора А. Достаточно
рассмотреть случай, когда точка т* не принадлежит никакому
множеству АШш, ш Є Р. Построим непрерывное отображение

И “Ь1 _
ж, +г <<р<е-<р<х ,››~1 <ш-@,.,›, если <р<«»›><г <: є,›+ г ,

Поясним геометрический смысл отображения И, (из). Если ср (ш) <
< ср (и) + б, то 111 (ж) - это точка пересечения гиперплоскости
ср (х) = ср (д) -І- б и параллельной вектору ио прямои, проходя-

110



щей через точку х. Если же ср (гс) > ср (д) + б, то Щ (х) _ это
точка пересечения гиперплоскости (р (т) = (р (щ) + б прямой,
проходящей через точки ш и д. Из определений следует соотно-
шение Л, (Рг) С Р.

Введем теперь многозначное отображение 71, (ш) = ІЬІ (Аїїш).
Так как И, (х) Є Р при х Є Р2, то И : Р -›Р. Отображение 11 (ш)
не является выпуклозначным, однако можно установить сущест-
вование такой точки ш* ЄР, что ш* Є И (иди), т. е. существова-
ние таких точек ш,,,, 20, для которых верны соотношения

ш* Є И (го), 20 Є Асия* (317)
Остается доказать неравенство

А_ (ш,,,) < ш* (шосі но). (318)
Допустим, что ср (го) > ср (д) + б. Тогда в силу соотношений
(зла)

2«›>ш,+  нио-шлп щ»
и, следовательно, при некотором к > 0 верно неравенство
А», (ш,,,) 2 ш* -і - иио, где А+ (г) = Ііш А (2 -І- ггїио). Поэтому
элемент шІ = ил* -і - (н/2) но лежит в конусном отрезке (щ, шо)
и Аи/ І> и/ І (шосі но), что противоречит определению ио - полу-
корректной точки. Таким образом, ср (го) < ср (щ) + б.

Если выполнено строгое неравенство (р (го) < ср (х,,,) + б, то
неравенство (318) следует из соотношений (317) и определения
отображения И (ж). Пусть теперь ср (20) = ср (:є*) -І- б. Допустим,
что А_ (ш*) = ш,,,. Тогда либо А_ (ш*) = А+ (иди) = ш,,,, либо
А* (ш,,,) >ш* (шосі ио). Первый случай невозможен, так как Р
не содержит ио- полукорректных точек, а второй противоречит
ио- полукорректности точки щи. Следовательно, А_
в этом случае из (317) следуют соотношения ш* ЄАП (ш*) и
ш* эЬА_(ш,,,). Поэтому верно неравенство (318). Теорема 2.3
доказана.



7
НЕЛОКАЛЬНЬІЕ ТЕОРЕМЬІ
О ВЬІНУЖДЕННЬІХ КОЛЕБАНИЯХ
В НЕЛИНЕИНЬІХ СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ

В главе выясняется, какие асимптотпческие оценки (оценки
«на бесконечности››) нелинейностей гарантируют существование
периодических режимов и возможность их приближенного пос-
троения методом гармонического баланса. Для этого доказывается
новый общий принцип исследования квазилинейных операторных
уравнений. Выясняется, что условия предложенного принипа не
улучшаемы по отношению к некоторому естественному общему
классу нелинейных задач. Общий принцип применим по стандарт-
ным схемам не только к задаче о вынужденных колебаниях, но
и к разнообразным краевым задачам для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнении и уравнении в частных производных.

Предлагаемый метод имеет две особенности. Во- первых, его
условия не гарантируют существование общей априорной оценки
норм решений. Во- вторых, условия принципа отражают в явном
виде зависимость между допустимыми характеристиками роста
(на бесконечности) нелинейностей и поведением в нуле неубываю-
щих перестановок собственных функций основного линейного
оператора задачи, отвечающих ведущим собственным значениям.

Оценки нелинейностей содержат линейные слагаемые и подчи-
ненные им нелинейные слагаемые. Если отбросить в предлагаемых
оценках подчиненные нелинейные слагаемые, то оставшийся класс
допустимых задач будет содержать линейные уравнения резонан-
сного типа. В обычной ситуации при «приближении к резонанс-
ным оценкам» нормы решений нелинейных задач могут неограни-
ченно возрастать и при выходе на «резонансные оценки» решения
могут исчезать. Указанные в главе подчиненные нелинейные
слагаемые в оценках нелинейностей обеспечивают «безопасный
подход» к резонанспым оценкам и даже переход через них.

1. Разрешимость уравнений в условиях,
когда нормы решений не имеют общей априорной оценки
1.1. Изучаемые уравнения. Ниэке через 92 обозначается множе-

ство, на котором задана счетно аддитивная мера, причем
шее 92 < оо. Через 122 = 122 (92, Вт) обозначается пространство
вектор-функций а; (г) : 9 »Вт с обычным скалярным произве-
дением

т,ы = [а (г), а (т = і (а (а, а и» а» (а.
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Здесь (хІ, хг) - скалярное произведение в Вт; через | х | обозна-
чается норма элемента х Є Вт; через || х || или || х (і ) || - норма в
122 вектор-функции х (і ) Є Ьг.

Изучается уравнение

И (і ) = Аїгг (ї), (1-1)
в котором А - линейный вполне непрерывный в Ь, оператор,
а нелинейный оператор суперпозиции

їх (г) = і [д х (:)І (12)
пороэкден непрерывной по х и измеримой по і функцией у” (і , х),
і Є 52 х Є В” со значениями в Вт, для кото ойУ

ІНЬІФІ<СІФІ+ФЦЁЪ (1-3)
где а (і ) Є Ь2. В этих условиях (см., например, [981) оператор Аі
действует в 1,2 и вполне непрерывен.

Относительно линейного оператора А будем предполагать,
что у него есть инварнантные ортогональные подпространства Ео,
ЕІ С Ьг, первое из которых конечномерно. Ортогональные проек-
торы на Ео и Е, обозначим через Р и О. ПустьР + О = 1, где
І - единичный оператор, и

ІІ АРтІІ < М ІІ Ртіі. Н АОИН < М ІІ ОФІІ, г: Є 52, (1-4)
причем О < 7», < Ко. В этих условиях Н А |[ < М, и || АїхІІ <
< сїьо || х || -І- с1. Поэтому разрешимость уравнения (11) вытекает
(в силу принципа Шаудера) из оценки Ъос < 1, причем для реше-
ний х (і ) Є [12 очевидна оценка |[ х (і ) || < (1 _ 7»0с)"1 с1. Наша
цель - указать менее ограничительные условия над* (і , х), гаран-
тирующие разрешимость уравнения (14).

1.2. Формулировна теоремы. Для каждой измеримой функции
)“(і ): Ѕ2 »Вт через 307; ї), 0 < т < шез 52, обозначим неубываю-
щую непрерывную справа перестановку (см., например, [371)
неотрицательной функции | і (і ) |. Перестановка д (11; ї) в естест-
венном смысле обратна функции

Мб: Ґ)=ШеЅ{1ї 1їЄ92› ІҐШІ<<ЅЪ (1-5)
Т. е.

в (11 і) = ЅИР {д = х (д; і) < 1)- (1-6)
Обозначим через 93? (щ) класс ограниченных суперпозицион-

но измеримых (см., например, [(351) функций Ф (і , и), іЄ 52,
и Є Вї, и > 0, которые при и > и* > 0 непрерывны, не воз-
растают по и, неотрицательны и, наконец, при канєдом и > и*
положительны при іЄ 520 С 52, шее 520 > О. Множество 920 оп-
ределяется функцией Ф (і , и) и не зависит от и.

Т е о р е м а 1.1. Пусть верна оценка

Ії(1ї›т)І<7г!ИІ-Ч'(і,ІИІ),(ЁЄ9,$ЄВ'")› 0-7)
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причем функция Т (і , и) ограничена, а функция
ФО (і ; и) = иТ (і , и), і Є 52, и > 0, (1.8)

принадлежит некоторому классу $332 (и*) и при каждом В > О и
любом ио > и* справедливо равенство

пт Ѕир . *(512) = 0. (1.9)
м» г<1›г1г,.11- н=1 )<1><›[#,Ы<›+ Нд* І г (г) І 1 дн (г)

52

Тогда найдется такое зависящее только от подпространства Ео,
функции Ч* (і , и) и величин Д, и ЖІ число Ісо > ЖДІ, что из
и условия (1.7) вытекает существование у уравнения (1.1) по край-
ней мере одного рещениявнекотором шаре || ос || < р пространства
112. Число р зависит только от Ео, Т (і , и), Хо, м, ко. Если Іс < ЖБІ,
то множество всех решений уравнения (1.1) допускает общую ап-
риорную оценку.

Доказательство излагается в разд. 2 и 3.
При проверке равенства (1.9) удобно использовать миноранты

ет (і ) = ет (і , е) и мажоранты ем (і ) = ем (і , е) функций | е (і ) [,
где е (і ) Є РО и || е || = 1, т. е. функции, для которых

О < ет (і ) < | е (і ) | < ем (і ), і Є 92. '(1.1О)

Из (1.10) вытекает справедливость оценок

в (и ет) < в (т: г) < в (т: ем), х Ф; ем) < х (д› г) < х (д: ет)-
(1.11)

Поэтому условие (1.9) заведомо выполнено, если
д;пт Ѕцр _ М ет) =о (м2)

ь-ю вслед” ||еп=1 Ь фо [д Ыо+ ддщгм (і ) І 1 Щ* (г)
9

при некоторых минорантах ет (і ) и мажорантах еМ (і ).
Пусть функция ФО зависит лишь от переменной и (и не зави-

сит от і). Тогда из равенства
тезЅг

фото+ вгщеадуіаи): Ѕ фото »гвавдцецет (ме)
9 0

вытекает, что

52
Х Ф., но + нд-1 ае<т› г 1ар. с›= ўфиыо+ нэ-1 є1в×<є; е›. (то

Поэтому условие (1.9) может быть записано в виде

пт Ѕир ты). (из)
6-»0 вШЅЕм Пг11=1

ўфо [ио+ Кача] дхщ; е)
0
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Отметим одно из огрублений условия (1.15). Из || е || = 1 и извест-
ного неравенства Чебышева шез {і : | е (і ) | 2 \›} < г* вытекает
оценка

ўшм+НРкшпфш>
9

> Ѕ чмщ+Нтешцош>
(ЙИЙКЧ)

> ФО [ио + Вб- їу ]гпез {і : | е (і ) І < \›} >
> ФО [ио + Нб`1 у ]( п 1е552 _ у`2),

из которой при у = 1/2 (шез Ѕ2)'/= вытекает, что

ЅФО [но + Вб* | е (і ) | ] сірг. (і )>
о

Значит, равенство (1.15) справедливо при каждом В > О, если

і зщъ
х (б; е)

- г( ЕЕ". гІІ=1 _
16213  _-0.

1.3. Особый случай. Пусть
|е(і)|>у>0 0552; е( і ) ЄЕ0, ||е[|=1). (1.17)

Тогда

Х( б ; г )=0 (0<<5<тг ЄШЄЁШ ІІЄН=1) (148)
и поэтому равенство (1.9) выполнено при любой функции ФО (і , и)
из каждого класса 93? (щк).

1.4. Степенные оценки. Продолжим рассмотрение случая,
когда функция (1.8) не зависит от і. Исследуем различные ситуа-
ции, в которых функции Х (б; е), е (і ) Е Ео, || е|| = 1,удовлетво-
ряют общей оценке

с1б°* при 0 < б < бо,' б; )> (1-19)М в
сІбЁ при б0<б,

либо оценке

х (бд е) < сдбд, О < б < бо. (120)

а. Пусть верна оценка (1.20), в которой с, > О и (5 > 0. Тогда
для справедливости равенства (1.16) достаточно, чтобы имело
место соотношение

Ііш гВФО (2) = оо, (121)
І-ОХ

т. е. из соотношений (1.20) и (1.21) вытекает справедливость ра-
венства (1.9).
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б. Пусть верны обе оценки (1.19) и (1.20), в которых сІ, сг > 0
,и о: = |3> 0. В этом случае условие (1.15) выполнено, если

їиаї/Кцсіг: ю, (1.22)
ит-

тде 1? (2) = Ч* (і , з) _ функция из оценки (1.7).
в. Пусть верны обе оценки (1.19) и (1.20), причем с1, с2 > О и

а > (5 >0. Тогда условие (1.15) заведомо выполнено, если
6-1

Ііт бмв ФО(но + 2)2°°*1 (12 = 00. (1.23)в-»о о
Если здесь для вычисления предела можно применить правило

Лопиталя, то условие (123) записывается в виде равенства (1.21).
Конечно, условие (1.23) менее ограничительно, чем (1.21).

В этом пункте использовались общие оценки всех функций
у (б; е), где еЄ ЕО и Н е|| = 1. Пусть в условии (1.7) функция
*Р (і , ж) от і не зависит. Положим [58]

Хнижн
ЦЙЄЁМ 1141:]- ЦЙЄЕш 11е11=1 цщ

Тогда для справедливости эквивалентного условию (1.9) равенст-
,ва (1.15) достаточно справедливости соотношения

~ Хвсрхнф)11111 т г: . (1.25)Н 5 ФФ И + Н®-*&›«1×н .. ане»
0

Справедливость этого равенства доказывается проще, чем
справедливость равенства (1.15). Однако равенство (1.25) в общем
случае предъявляет к функции ФО (и) более жесткие требования,
'чем равенство (1.15). Уже в простейшем примере, когда 9 = 10, 11
и двумерпое подпространство Ео состоит из линейных функций
.е (і ) = ос -І- (Зі , условие (1.15) выполнено, если

їщщл=®, (ты

а для справедливости (1.25) требуется выполнение равенства
Ііш зФо (г) = оо. (127)
1-*00

1.5. Отсутствие априорной оценки норм решений. Рассмотрим
уравнение (1.1) частного вида в пространстве Ь, = 122 (52, 31)
скалярных функций. Пусть размерность подпространства Ео не-
четна, Ае = Жое при всех е Є Ео и справедливо равенство

Ііш зир Х( б ; е )=0. (128)
6-›о єшеЕш |[е]|=1
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Пусть

Ґ(15,12)= Ка: - И (і , ш), і Є 52, х Є 31, (129)
где И (і , х) неирерывна по х, измерима по і, ограничена и удов-
летворяет оценке
тїг(2,т)>у>0,іЄ$2,|х|>и*. (130)

Тогда для функции Ні, х) верна оценка (1.7), причем функцию
-(1.8) можно считать равной у при и 2 и,,,. Поэтому (128) можно
рассматривать как условие (1.9) для уравнения (1.1). В силу
теоремы 1.1 найдется такое 1:0 > ЖОЧ, что при іс < 1:0 уравнение

в (г) = А [т (г) - в (г, 3)] (1.31)
имеет решения в 122. Покажем, что среди решений уравнений
«(1.31) есть функции сколь угодно больших норм. Этим будет до-
казано, что в условиях теоремы 1.1 нельзя гарантировать общую
априорную оценку норм решений уравнения (1.1).

Положим
в (в) в (г) = 11,11 (г) _ Ал п, в (т, и (г) є Ь, (132)

Оператор В (іс) вполне непрерывен по совокупности переменных
а: (15) Є 122 и д: Є 10, 1:01. Из ограниченности функции І: (15, х) вы-
текает равенство

мш Ѕцр ЁЁЩ-' їїыщ (1.33)о- юо<ч<1~..,11×11=о И ” Н
Таким образом, оператор В (іє) имеет асимптотическую производ-
ную (см., например, [(341) на бесконечности, равную КА. Но тогда
из теоремы М. А. Красносельского [64] об асимптотических точ-
ках бифуркации вытекает, что на каждой сфере || ас|| = р доста-
точно большого радиуса р при некотором іс = Іс (р) уравнение
(131) имеет решение хр (і ) Є Ь2, причем 11: (р) »ЩІ при р +00-
Следовательно, іє (р) »ЖБІ при достаточно больших р, и наше
утверждение доказано.

1.6. Замечание. Попытаемся обосновать естественность усло-
вия (1.9).

Пусть сііш Ео = 1, ео Є Ео и || е0|| = 1. Тогда условие (1.9)
примет вид

“т” =о, иди, н>о. (134)Ііш .
(И, (Фор, 110.4- ВЬ-1| г 0(1)|1 др (±)

Ѕг

Пусть ео (15) ограничена, Х (0; во) = 0, Х (б; ео) > 0 при б > 0
и при некоторых бо > О, [З > 1 верна оценка

Х (25: го) > 159105; го), 0 < д < 50- 11-35)
При каждомр Є (1, 2°'), где ос > О, исоответствующем бо = бо (В)
оценка (1.35) верна, например, для функций Х (б; во) вида б°°.
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б” Іп б* и т. д. Зададимся ограниченной неотрицательной функ-
цией ЧТО (і , и), і Є 9, и 2 и* > О, непрерывной по и и измери-
мой по і. Пусть при каждом и 2 и* функция ЧТО (і , и) положи-
тельна при і Є ЅЗО С 92, где СЗО - множество положительной
меры. Пусть, далее, функция ФО (і , и) = иЧТО (і , и) при и 2 и*
не возрастает по переменной и и при некоторых у > 0, иО > и*
верна оценка

УФО (г: и) < ФО (із иО + и): и 2 “ЯР

Оценка (136) легко устанавливается, например, для функций
ФО (і , и) вида г", и`°°, и`°° Іп и, а > О и др.

Обозначим через її [ЧТО] класс уравнений (1.1) с линейными
операторами А, удовлетворяющими оценками (1.4), и с нелиней-
ностями (1.2), определенными функциями ]”(і, вс), удовлетворяю-
щими оценке (1.7), в которой Іє = ЖОІ, а функцит ЧТ (г, и) огра-
ничена и при и 2 иО совпадает с ЧТО (і , и). Пусть каждое уравне-
ние из їё [ЧТО] разрешимо в 1,2. В разд. 3 будет покаъано (см.
п. 3.3), чго при некотором В > 0 в этом случае справедливо ра-
венство

пт . Х (б: е” =о. (137)
г;5ФилинН®-11е<›ы›|1«1 ми›

9

Равенство (1.37) отличается от (134) лишь использованием ниж-
него предела, т. е. разрешимость всех уравнений из % [ЧТО] вле-
чет справедливость «почти такого» равенства, как условие (1.9)
теоремы 1.1.

2. Оценки норм решений функциональных неравенств

2.1. Функции, согласованные с подпространством. Назовем
функцию Ф (і , и) согласованной с подпространством ЕО, если су-
ществует такая положительная невозрастающая функция ов (и),
и2 0, что при каждом В>0 для всех решений ас( і ) ЄІ,2нера-
венства

н охшнк -вЅФн,1: є<1›|1< и»и›+ им нию <2.1›
9

справедлива общая априорная оценка

ІІФ(Ё>ІІ<Є=Є(В><°°- (22)
Т е о р е м а 2.1. Пусть функция Ф (і , и) принадлежит не-

которому классу 93? (иО) (см. п. 1.2) и при каждом В > 0 справед-
ЛЦЄО РЛЄЄНСШЄО

пт Ѕыр _ “МТ =о. (23)
ь-ю теги иен=1 3 Ф [і, но +Втіг (т) І 1 «т (г)

52

Тогда функция Ф (і , и) согласована с подпространством ЕО.
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Эта теорема доказывается в последующих пунктах разд. 2.
2.2. Оценка снизу нелинейного функционала. Доказательство

теоремы 2.1 состоит из нескольких этапов. Ниже используются
обозначения из разд. 1. Положим
а: Ѕир |Ф(і,и)|. (2.4)

ЁЕЦ, п>0

Каждой функции а: = х (15) Є 1Д2 сопоставим множество
Є[: с 1={і : іЄЅ2,|Р.т(і)[<и0+ |О:с(1$)|}

И ДОКВЖЄМ СПраВЄД- ПИВОСТЬ ОЦЕНКИ

ЅФи, |г<±›11«1м<±›>
о

> (Ф у, щ, + 2 | Рас) | 1 на (г) _ га таза щ. (2.5)
9

Пусть 250 [єе], т. е. |Р:с (і ) | >
>|Р$(Ё)\-|0$( ї )|>11о~|
<2 ІРФШ І- Ы0<2 ІРт (і )
ности по переменной и (при и >
что

Ф[ Ё› ІФ( Ё) ІІ >Ф[ Ё› ЫО+2| Р$( ї )|1›ҐЁЄРІЪ (2-5)
откуда вытекает оценка

ЅФи, м=<±›|1<1 м<±›=щёФ[±,| х <:›|1«1м<±›+
(2 [х]

но + [Ох (і ) |. Тогда Іа: (і ) |>
гг і) І<ІРИІШІ+ ІОИЁ) І~<
|+и0. Поэтому из монотон-
ио) функции Ф (і , и) вытекает,

+ Ѕ Ф[:,|$<:)|1 аао›>ЅФ[±, ц 0+2|Рщц|] оа(±›+
СПС] Ѕ2

+63 «шнмоп- Фн, иь +2|1> ш<›:›11› щ»<±›.
[х]

Поэтому для доказательства оценки (2.5) остается заметить, что

Ѕ (сщдрццц_Ф[г,щ,+2 уРщцреаокгатезєргу
Щас]

2.3. Второй этап доказательства теоремы 2.1. Пусть о: (и)
(и > 0) - некоторая положительная невозрастающая функция.

Л е м м а 2.1. Пусть функция а: (і ) Є 1/2 удовлетворяет нера-
еенству (21) и пусть

ІІ 1310) П > 2 1/1501 ШЄЅ 9 -І- О* (0)) (2-7)
где а -- число (2.4). Тогда

ЅФн, и0+2| Р1<±›|1«1 м<:›<
52

/_ а:<2а× (їїй$дёьт) +°=(%ІІ РИ)- <2~8>
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (2.1) вытекает, что
|| О: Н* < [З (а шез Ѕ2 + о: (0)). Поэтому из (2.7) следует оценка
ншснрінин - 1/ в (а Шева + «(0» > щи Рип, в силу
которои

щпхлккыф н Рик). <2.9›в
Положим 921 [т] = {1ї: іЄ 9, [Ос (і ) |>

@[х 1\ з 1[11=и :± ег 2,|1> ш <±›|< и 0 мощьІомтк
«Ґтшшгєц ІР:с(±›І<ио+1/Щ›.

Следовательно,

ЄшсЩишшгєгг, ІР - г ( г › І <и0+І/тн
поэтому

111езЄ[ ас]< шез{ і : іЄ 9,|Озс(і)|> УЁЩЗ] 4.

+1пеЅ{ і : іЄЅ2,| Р$( і )|< и0-{-Ут}
и, далее,

шезЄ[: є ]< тез { і :1 їЄЅ2,| Оас( і )|>]/ ЁЁЁ}+Х( ; Ё>.

Если оценить первое слагаемое в правой части при помощи уже
применявшегося неравенства Чебышева, то получится неравен-
ство

шезЄ [х] < “(3232 +91 ( и° їрїїав ; "її" ) . (210)

Из соотношений (2.4) и (2.5) вытекает, что

ЅФилш<±›11« и ›-< о>ЅФ[1>, и0+2| Рш<›±›1 шм<:›-%~
Н Н

и -ЬІ/т _ Р.:

-МЦ-втїагтт )
и в силу (2.1)

ЅФ[±, и0+2|1>1<:›|1«1 м<:›<«< нм :›+2 а×( ї ] Ёї -;%).
ь:
Отсюда и из неравенства (2.9) вытекает справедливость оценки

(2.8).
2.4. Построение функции ос (и). Положпм

1
Ѕ Ф [і, но + и* |'.х(і) | ]с1и(і), и > О, :с(і) е: Ьг.
о

Пусть заданы сходящиеся последовательности чисел ип> 0 и
функций хп (г) Є Ьг, а и* и ж* (15) _ их пределы. Так как Ф(15, и)
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непрерывна по и (при и > но) и измерима по і, то последова-
тельность функций Ф [і, ио -І- иЁ, [хп (і ) |] сходится по мере к
функции Ф [і, щ, -І- ні | т* (і ) П. Из равномерной ограниченности
функции Ф (і , и) вытекает возможность предельного перехода в
равенстве

1тендер: 1“_Ѕфр, и0+м2|1п<±›|] аа<:›.
" ъг

'Таким образом, функционал Г (щ х) непрерывен по совокупности
переменных. Так как единичная сфера в Ео компактна, то опре-
делена функция

о:( и)= шіп Г( и; е),и>0. (211)
ВШЄЕШ ІІгІІ=1

Функция (241) положительна и не возрастает.
В силу монотонности функции Ф (і , и) по и при каждой а: (і ) Е

Є 1,2 и любых В, 31 > 0 справедлива оценка

1 -2г<ніцтд<їгўфрдіо+ вц|$( г › ц<1р<±),ы>вн1.
ьг

Поэтому

«так
€(Ё) ЕЕ0, т-Е.

2.5. Завершение доказательства теоремы 2.1. Рассмотрим
функции ш (і ) д: Ь2, удовлетворяющие неравенству (21), в кото-
ром ос (и) _ это функция (241). В силу неравенства (21)

ІІ От (і ) Нг < В (а ШЄЅ 92 + <1(0))- (2-13)
Поэтому для доказательсгва теоремы 2.1 достаточно -установить
существование априорной оценки норм в 1/2 проекций Рас (і ) ука-
ванных функций Такую априорную оценку достаточно устано-
вить для функций, удовлетворя ощих неравенству (2.7).

Пусть для функции ш (і ) Є 122 справедливы неравенства (21)
и (2.7). В силу леммы 2.1 для этой функции верна оценка (2.8).

Положим

_Р (о _ _и+1/ тватт, до- доквьт,
Н=Н< т =2< и0+УЖъН1=Н1<Ь›=%Н.
Тогда формула (2.8) запишется в виде

*ў Ф р, и., + нд;1| е<±›11ду,< г ›<их фо; е) + а (121651 . (244)
Д!
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Предположим дополнительно, что || Рш (і ) || > 8. Тогда 531 >
> ВВЁ. Поэтому из соотношений (242) -и (244) вытекает оценка

(1_-їдг %ї)ёф[т,ио
+ Ва;1| е (:)|1<1 а ( ц<2а×( д.,; г),

которую удобно переписать в виде

х (за о 111651
2

5Фи, и0+1 гё ;11 г <±›11«1м<о 2а<1+1г 1д;1›
'

Ѕг

Отсюда вытекает, что
Х (1502 г) -

. > _ . 245 ~

ёгшїї, ио+дд<ї 1іе ( їёі 1дд( і )/5“
( )

Воспользуемся теперь условием (2.3) теоремы 24. Из этого усло-
вия следует существование такого б,,,/= б* ((5) > О, что

Х и); е) 2Ѕир . _, б<б .
екоевомтгн=1 5 Ф[ і , и <›+Нтігт [Не (і ) < 5” \ *

ЅІ

Поэтому из (245) вытекает неравенство б0> 6*, т. е. верна оценка
Н Р$ ІІ < 53010 -І- 1/205)

Таким образом, для каждого решения гс (і ) неравенства (24),
в котором функция ос (и) определена равенством (241), справед-
лива оценка

н Ри <±› н < Шах {2 1/ Ь «Тїнеэо + и ш», 8. (но + 1/т› дп.
Теорема 24 доказана,

3. Доказательство теоремы 14

3.1. Леммы. Пусть выполнены условия теоремы 14. Положимг
Ь= зпр }Ч/'( і ,и)|, (34)

і59д120

где Ч* (і , и) - функция из условия (1.7), и

но = Шах {и*, ЬЖ0}, (3.2)

где и* > 0 _ число, определяющее класс 93? (и*), которому при-
надлежит функция (1.8). Введем в рассмотрение функцию

1-192-217144754-1) при 0<и<ит
Ф (і , и) = 1 (33)

Ж ФО (і , и) при но < и.

Л е м м а 34. Пусть выполнено неравенство (1.7) и
1 1П<К<Ж+Ъ (ЗА)
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Тогда
|]“(і,х)|2<Ь2х2-Ф(і,|х|), іЄ9,и>0. (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возведя (1.7) в квадрат, получим
|і(і,х)|2<ієїхї-2Іс|х|\Р'(15,|х|)+|Ч”(і,|.х|)|2. (313)

Поэтому справедливость оценки (3.5) при [х | < ио вытекает из
неравенства (ЗА) и определения числа (ЗА).

Пусть |х | > ио. Тогда неравенство (3.б) можно записать
в виде

По,$›|2<н 2 х 2~ф<±,| в |›-2( к _%)|д ;|` г (›:,|1|›_
х 1- ї%[т\шР-Ф<и1щ›].

Но при | х | 2 ио функция Ч* (15, [х |) принимает неотрицатель-
ные значения и в силу (ЗА) 2 (їс - і/Жо) |х ІЧ* (і , | х |) > О,

| х І > ио. Кроме этого, при | х | = но справедливо неравенство
Ф (і , [х |) < ЖЄІиЁ и, так как при и > но функция и* растет,
а функция Ф (і , и) не возрастает, то

[%х2- Ф(і,

Значит, и при | х | > щ, верна оценка (3.6). Лемма 3.1 доказана.
Функция (33) принадлежит классу 93? (но). Из условий тео-

ремы 1.1 вытекает, что для нее выполнено равенство (2.3). В силу
теоремы 2.1 функция (33) согласована с подпространством Ео.
*Обозначим через ос (и) фиксированную соответствующую функции
(33) положительную невозрастающую функцию, участвующую в
неравенствах (21).

Обозначим через Х множество функций х (і ) Є 1,2, для каждой
из которых

х = иАЁх (3.7)

при некотором р, = и (х) Є Ю, 11 и

пнашнкё 1110112-ЅФН~И<о|1<1 м<оталии» «На
0 о

Л е м м а 3.2. Справедлива оценка

ІІИ(і)ІІ<С(В)<°°» ФШЄХ, (3-9)
где с ((5) _ функция из (2.2), а

(5 = ЖЁЖї/( ЖЁ_ Жї). (ЗАО)

Доказательство. ПустьхЄХ, т. е.
$=МА%,х, (311)
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где 11 Є Ю, 11, и справедлпва оценка (3.8). Из (341) вытекает, что

122%? 2%- 2%
ц 11 Аого 112 +шТ 11 Аот 112,11 х 112 == 11211 АРМ 112 +

и так как Ох = рАОЁх, то

1126112-1122 ІІ 14133122 Н* +

< 11 АРзх112 1:
11

Отсюда и из оценок (1.4) вытекает неравенство
011 и 112 < 13111231112 + 11: 11 от 112 + (Ь

или, что то же, неравенство

Кд- ЪЁ11х12+ ° 1
1 1 2

7%
ІІ От ІІ2< ЖЁ Н їт 112-

Так как справедлнва оценка (3.8), то

15_ 13
1: ІІ От !і*< ІІ$ІІ2~11 и 112+

- 1ёЅФ1±,1: є<±›11<11›-1 г ›+1ё«<11$11›,
т. е. справедливо неравенство (2.1), в котором число [З определено
равенством (ЗАО). Но функция (З.З) согласована с Ео, а функция
ов (и) выбпралась так, чтобы для решений неравенства (2.1) была
верна оценка (2.2). Значит, || гс (г) || < с (В). Лемма 3.2 доказана.

В условиях леммы 3.2 оператор Ё -- это не обязательно опе-
ратор суперпозиции.

3.2. Завершение доказательства теоремы 1.1 . Полоэким
р = с (В), где с (В) - число из оценки (3.9), а [З определено фор-
мулой (310). Определим действующий в Ьг непрерывный опера-
тор

їПнИИЪ если Пдї) П<15,
їїгг: (1 +Р~ ІІ1|1)і[д1(1)І, если Р< ІІИ0І|<Р +1, (342)-

0, если р +1<||.1є( і )||.

Для вполне непрерывного оператора АЗ очевидна оценка

ІІ АЁЁИ 11<МН їщг+ ІНШШОЭ) і|=<1<°°, ІЄЬ-
х<р 1
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Поэтому из принципа Шаудера вытекает разрешимость в Ь2 урав~
НЄНИЯ

д; = Ада (343)
при любом действующем в 1,2 непрерывном операторе суперпози-
ции ї, оцределяющем оператор (312).

Положим

. 1 *її, .1
КЁ0їШ] П{1+' АТ,` І / ї - Г }.0

Тогда число ісо удовлетворяет, кроме условит (ЗА), дополнитель-
ному неравенству

(їгЁ - ї/ЖЁ) (Р + 1)* < <1 (р + 1)» (344)
где ос (и) _ функция из неравенства (11).

Покаэкем, что в условиях теоремы 1.1 при іс < Ко уравнение
(1.1) разрешимо в Ь2. Раърешимость очевидна при Іє < 10.0; по-
этому будем считать, что 1/Ж0< Іс < 1:0. Нам достаточно показать,
что решения соответствующего уравнения (ЗАЗ) лежат в шаре

НҐЧІ
< р. Тогда в силу (342) они являются решениями уравнения

( . )
Пусть решение х* (і ) уравнения (ЗАЗ) лежит в слое р<|| ас|| <

< р +1. Тогда х* (2) является решением уравнения (3.7), где
р = 1 -І- р - || х* ||. При этом в силу леммы 3.1

1:тп,1*<±›1кікЫммгц ЅФ[±,|»*<±› я1:1›»<:›+
0 кг

+ (т
откуда, из неравенства (314) вытекает оценка

|1тимма1нкўнхтиг -ЅФи,1ш*<±›11<1 ми›+ «с +1»
,О 9

Но из монотонности функции о: (и) вытекает оценка ос (р -І- 1) <
< ос (|| х* ||). Поэтому

или мо] мг <дён и* н*- Ѕ Ф[ м1=а <:› І 1«1›~<:›+ мы:
0 к:

и в силу леммы 3.2 || х* || < с (В) = р. Мы пришли к противоре-
чию. В множестве || ш [| > р -І- 1 уравнение (ЗАЗ) решений не име-
ет, так как Адх = О при || а;[| > р + 1.

Для завершения доказательства теоремы осталось показать,
что при А: < ЖД* множество решений уравнения (1.1) допускает
общую априорную оценку. Пусть К < ЖЄІ. Тогда в силу леммы
3.1 справедлива оценка (3.8) (даже без слагаемого о: (|| х Н) в пра-
вой части), а в силу леммы 3.2 для всех решений уравнения (11)
верна оценка (3.9).
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Теорема 11 полностью доказана.
В условиях теоремы 21 предполагалось, что равенство (1.9)

справедливо при каждом ио > и* Из доказательства ясно, что
используется лишь справедливость равенства (1.9) при том
значении ио, которое определено формулой (3.2).

3.3. Доказательство равенства (137). Для упрощения выкла-
док будем считать, что АО = 1 и

ЧҐО (15, но) < и,,,/2, іЄ 92 (315)

Определим при каждом Іє =1, 2, . . . функцию 3,, (і , и), которая
при каждом 263 52 непрерывна по и, на промежутках Ю, щв] и
Іио, оо) совпадает соответственно с -їс и ЧҐО (і , и), а на [иди но]
линейна по и. В силу соотношения (315)

и _ 3,, (і , и) > шіп (1, и,,,/2) = с1 > О, и > 0. (316)

Рассмотрим при каждом Іє = 1, 2, . . . уравнение

ш (і ) = РД Н, х (і )1, (317)

в котором Р - это ортогональный проектор Рас = (х, ео) ео на
подпространство Ео, а

ҐК (із ж) г"

Каждое уравнение (317) принадлежит классу 23 [То] и, по пред-
положению, имеет в Ьг решение щ, (і ). В силу (317) тк = Ёкео (г)
и

а=ёнаан- аи, хмшп| аинфи› еле
Из соотношений (316) и (318) вытекает оценка

г,,>с1ё|е,,(±)| ар(ц=<~2>о. (349)
Поэтому равенство (318) можно переписать в виде

ёд, р, ёк| г .,( г )|1| ео( г )| да( г )=о(к=1,2,...›. (320)
Пусть 92,, = {і : Ек |е0 (і ) | >

Ѕ®Мщ+Ьшшпфш>Ѕммщ +ашшнфш>
9

Ѕдк

>ёЅтмт~+аишнп«шшмаок
то в силу оценки (136)

Ѕ<Ь@І #- но1+- гк \@0<±›|1 Ым<:›;>- гггЅ Ч*0[:, єк |@0<±›11І @0<1›|@м<±›
52 .9 к
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И, ПО ОПрЄДЄ- ПЄНИЮфУНКЦИИ ДК (Ё, Ц),

ЅФоП, Ыо- РЁк| Єо ( ї )1] дР -( Ё )>? ЁкЅ дк [д ёк| го( ї )|]1 го( ї )1ді *( ї )›
з: ок

Следовательно, из равенства (3.2О) вытекает оценка

Ѕаэльы., +в| е0<±›|1«1м<›±›>
9

>-та Ѕ аки, є«|@0<:›111е0<±›шм<±›,
эдак

т. е. оценка

Ѕфотьи.,+ в | е0< ыв 1<1 м<о>/ и › єкЅ |е0<±›|<1›»<±›. <з .21›
52 Ѕ2\ Ѕ2к

Если бы существовала ограниченная подпоследовательность ЕМ),
`= 1, 2, . . ., то из оценки ЕМ) < т] < оо неравенств (3.19) и
(3.21) вытекало бы, что

Ѕ Фон, и” мага <:›|1«1ь»<±›>1«<1›ш Ѕ именами»
9 52*

где 92* = {і : т] [ео (15) | <
полняться при всех і, так как левая ее часть конечна, іс (і ) _» оо,
а интеграл в правой части оценки положителен (так как, по пред-
положению, Х (0; ео) = О и Х (б; во) > 0 при б >0). Значит,

пт д: во. <з .22›
К-› оо

В силу оценки (3.21)

Ѕаыг, и., + в| е0<:›|1<1м<:›>/ а› єк Ѕ |е0<а|<1м<о>
9 {±= Ё <:,,1е.,<г › а<ия}

2 Іцёиі те5{ іІ %°ї <|€0(і )¦<-€%}>
Ісуи и _

' и _

Но в силу соотношений (1.35) и (3.22) при достаточно больших
Іс справедливо неравенство

х (Ёїжо) -х
Поэтому при больших їс справедлива оценка

(Фома,+ єк |е0<±› і1<1ь»<±›>%%±×(Ё; мо),
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Т. Є. ОЦЄНКЗ

Х (бкЁ 90)
< 2 3

ёфддиН- нсдч «.,(±›|1 др ( ц\
КїЫмВ- і ) ' ( ' )

в которой 6,, = 1/2 щкёў, В = и*/2. Из неравенства (323) следует,
что

Х (дкї го)
Ііт _
т~..<»3 ФО р, и, + ноу | г, (г) | 1 др (г)

Ѕ2

Из последнего равенства вытекает (137), так как из Е, -›-оо сле-
дует, что бд -›0. Равенство (1.З7) доказано.

4. Вынужденные колебания

4.1. Задача о вынужденных колебаниях. Рассмотрим систему,
которая описывается (см., например, [251) Уравнением

Ь (али) а = М (а/аг) і (г, в). (44)
ПУСТЬ СТЄПЄНИ ВЄЩЄСТВЄННЫХ МНОГОЧЛЄНОВ

Ь (р) = Ґ + «ИРН + - - - + т, М (р) = дол” + Ьтрт* +- --
. .. + Ь", (42)

связаны условием І>т. Предполагается, что функция ]'(і, за)
непрерывна по гс, измерима и Т- периодичнапо переменной г. Нас
будут интересовать нелокальные условия существования Т- пе-
риодических решений уравнения (4.1) и возможность их при-
ближенного построения методом гармонического баланса (см.,
например, [20, 85, 891).

Предположим, что числа сокі, где

(од = 2ІслТ'1, Іс = О, 1, 2, . . ., (43)

не являются корнями уравнения Ь (р) = О. Тогда Т- периодиче-
ские решения уравнения (41) совпадают с решениями нелиней-
ЁНОГО ИНТЄГраЛЬІ- ІОГО УРЗВНЄНИЯ

Т

а:( і )=ЅСЦ! -з;Т)ї[з,х(з)] кіз, (4.4)
0

где Є (щ Т) - импульсно- частотная характеристика [89] линей-
ного звена с дробно рациональной передаточной функцией

т» =л1<р›/ Ь (т. (ш
Задача о Т- периодических решениях уравнения (4.1) эквива-

лентна задаче о решении операторного уравнения

а: = А їх, (45)
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где І - оператор суперпозиции (12), а
Т

А. ш(15)= ЅЄ( і - з ; Т ) х ( з ) єіз . (4.7)
0

Простая проверка показывает, что оператор А действует и
вполне пепрерывен в пространстве Ь2 = Ьг (Ю, Т1, НІ). Оператор
(4.7) вполне непрерывен как оператор из Ь2 в пространство СІ- Ш*
функций, непрерывных вместе с производными до порядка І-
-- т - 1 и как оператор из пространства С непрерывных функ-
ций в пространство С'"'".

Во всех построениях этого раздела предполагается, что функ-
ция ](і, вс) удовлетворяет оценке

Ії(і,т)І<<1ІггІ-І-1>, 0<і <ТмгЄ1їд (4-8)
Поэтому оператор Аї вполне непрерывен в пространстве Ь2.

Пусть Но С [12 _ одномерное подпространство функций- коп -
стант, а Нд, Іс = 1, 2, . . .- двумерное подпространство с бази-
сом из функций сов (ок: и зіи озкі. Подпространства Нд, іє = О, '1,
2, . . . взаимно ортогональны и инвариантньт для оператора (4.7);
их прямая сумма совпадает со всем пространством 1,2. При каждом
іє = 0, 1, 2, . . . выполнено равенство

"А-ТН = Іи/( Шкі) Інїн» хЄНк- (49)
Поэтому

[І А || = || А Нддиді: ш( Т )= шах |И7 (оэді )
К=0,1,2,...

Из принципа Шаудера следует, что неравенство аш (Т) < 1 вле-
чет существование по крайней мере одного Т- периодпческого
решения у уравнения (41). Теорема 1.1 позволяет установить
более сильный результат.

4.2. ,Метод гармоничесного баланса. Обозначим через Ву ор-
тогональный проектор в 122 на (2]\ї+1)-мерное подпростран-
ство тригонометрических многочленов

п
хд( і )=ё0

4.1255
соз сок! + 11,, зіп вді). (411)

В методе гармонического баланса приблиэкенное решение (прибли-
жение порядка Н) ищется в виде многочлена (441). Для отыс-
кания его коэффициентов составляется функция Вт* Н, ту (і )]
и уравнение (4.1) заменяется «приближенным» уравнением

Ь (для) а” (г) = м (а/«щ вы; н, д, (дл. (412)
Уравнение (412) - это система из 2Аї -І- 1 скалярных уравнений
с 2А7 -І- 1 неизвестными (коэффициентами ёк и тд).

Уравнение (442) эквивалентно операторному уравнению
в = Акта. (443)
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Метод гармонического баланса называется реализуемым, если
при каждом Аї уравнение (442) разрешимо. Метод гармоническо-
го баланса реализуем в шаре радиуса р, если при каждом Аї урав-
нение (4.12) имеет решения в шаре || х || < р пространства Ьг.

Обозначим через Р С Ьг множество всех решений уравнения
(4.6), а через Р (р) - часть множества Р, лежащую в шаре || а: || <
< р. Аналогично, через Рд обозначим множество решений урав-
нения (413), а через Р” (р) _ часть множества Рд, лежащую в
шаре || :с|| < р. Каждое из множеств Р (р) и Р” (р) компактно в
СІ- тЧ; тем более они компактны в С и 1,2.

Метод гармонического баланса называют сходящимся по нор-
ме пространства В, если Р, РМ Є В и хаусдорфово уклонение
Є (Рд, Р; В) в В множества Р” от множества Р стремится к нулю
при Аї -> оо. Метод гармонического баланса приближенного
построения Т- периодических решений уравнения (4.1) сходится в
шаре || х [| < р в 122 по норме пространства В, если Р (р), Рд (р) Є
Є В и Э (Рд (р), Р (р); В)-›0, т. е.

Ііш так шіп Н ш _ ат ||В = 0. (414)
Ы- юохдєГд-( р)хггт)

Если аш (Т) < 1, то [56] метод гармонического баланса реа-
лизуем, все множества Р и Р” лежат в шаре радиуса || х || < р =
= Ь І/Т И _ аш (Т)]”1 и метод сходится в этом шаре по норме
пространства Сд- т - дТеорема 1.1 позволяет установить более
точные результаты.

4.3. Леммы. Установим оценку функций (1.5), соответствую-
щих нормированным решением дифференциального уравнения

у” + 91 (ї) ум” + . . . + ак (і ) у = 0 (4-15)
с непрерывными на промежутке 9 = Ю, Т 1 коэффициентами.

Пусть 1 - некоторый промежуток, лежащий на 92. Сопоста-
вим каждой измеримой на 52 функции вс (і ) функцию

Х] (б; х) = шее {15: іЄ І, [а (і ) |< б). (446)
При І = 52 функция (416) превращается в функцию Х (б; е).

Л е м м а 4.1. Для каждой д: _ 1 раз непрерывно дифференци-
руемой функции а: (г), любого промежутка ІС 92, и каждого б* > 0
(при котором Хд (б*; х) > О) существуют такие точки т” (б*,
І)С.ї(г=0,1,...,7є-1), что

Іїт (Тхг (бан 1)) І < тип) [Ху (бан 'РП-т 6*- (4-17)
Д о к а з а т е л Ь ств о. Возможность выбора точки тхо (б*, І)

вытекает из условия Х, (б; 1*) > 0. Воспользуемся принципом
индукции. Допустим, что при г = г., < д: - 1 точки т” (бан 1)
могут быть выбраны при каждом б* > О и для каждого промежут-
ка .ї. Опишем способ построения точек тх, (б,,,, І) при г = то -І- 1.

Разобьем промежуток І С 9 на три непересекающиеся и по-
следовательно примыкающие друг к другу промежутка 11, 12 и
13 так, чтобы выполнялись равенства Хл (б*; 2:) = т, (б,,,; ж) =
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= 1/4 Хд (б*; х) и хд (б*; х) = 1/295] (б*; ж). По предположению"
индукции найдутся такие точки 1:1 =тщ (б,,,,. ї1)Є.ї1, т3=
= тхд, (от 13) Г: 13, что

[щїгд (п) І, І шт)

При этом [т1 - тв [ шее 12 > І/гх; (б,,,; х), и поэтому>
(п) (т) І 21 (ТО-' ї “ (та), т0+зт .+1 , _ _, _1

т1_тз І<2 [Ё]

Из этого неравенства и формулы конечных приращений вытекает
существование точки 17 Є 1, такой, что

1штт | < 2<~+1><1-~2> ш, он ил- Иб*-
ЛЯ ЗЗВЄ ШЄПИЯ ШаГа ИНД КЦИИ ДОСТЁ1ТОЧНО ПОЛОЭНИТЬР У

тх(,°+1)( б*, І) = т. Лемма 4.1 доказана. _Обозначим через Ео множество решений уравнения (4.1о), а
через Ѕд - множество функций е (і ) Є Ео, || е|| = 1.

Л е м м а 4.2. Пусть Іє> 1. Существует такое с > 0, что
1

Х (б, е)< сб 'ї-1, б>0; е( і )Є Ѕо. (418)
Доказательство. Положим
ї (д г) = Шах {І г (і ) І, |г' (і ) І, - - -, ІгЁ'*““ (і ) І}- (4-19)

Функция (419) непрерьівна =по совокупности переменных іЄ ЅЗ,
е' ЄЅо и положительна. Так как значения каждой переменной
принадлежат компакту, то у (і , е) > 2% > О, і Є 52, е Є Ѕо.

Допустим, что утверждение леммы 4.2 неверно. Тогда найдутся
последовательности функций еп (і ) Є Ѕо и положительных чи-
сел бп, для которых

1

шее {і :іЄЅ2, |еп(і)|\{ бд} ўпбтї- І . (4.20)
Из этого неравенства следует оценка 6,, < Т""1п""+1, п =1, 2, . . .;
поэтому 6,, -+ 0. Последовательность функций ед (і ) можно счи-
тать сходящейся к некоторой функции е* (і ) Є Ѕо равномерно
вместе с производными до порядка Іс - 1

Так как у (і , е) > 2%, то открытые множества
п,={ і ;мірс) |>2у0}, ;=о,1,..., м_1 › (421)

покрывают промежуток 52. Но промежуток 52 компактен, поэтому
можно построить конечное покрытие открытого промегкутка (0, Т)
системой содержащихся в (О, Т) открытых промежутков
11, . ., Іт, каждый из которых содержится в одном из множеств
(421). По построению, каждому і отвечает такое сд Є {0, 1, . . .
. . ., іс_- 1}, что | еїд) (і ) | > 270, і Є Ід. Отсюда следует сущест-
вование такого по, что

Іеїїчі)
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В силу соотношений (4.2О) при каждом п = 1, 2, . . . в покрытии
11, . . ., Іт найдется такой промежуток 1 (п), что

1
п к~1шез {і : іЕ 101), Ігп (ЁН < 513 Рїдп -

Следовательно, существует бесконечная последовательность пн-
дексов п., < 121 < 122 < . . . и один фиксированньш промежуток
11" из покрытия 11, . . ., 1,", для которых

1

ҐПЄЅНІЁЁІД» |епіоїн<бттд>ї пі а

или, что то же (см. (416)),
1

П .п; апі 1 . (4.2з›Хіііхбтьі; 515))

В силу леммы 4.1 из неравенства (423) вытекает существова-
ние таких точек

1:,іЕІі0(г =0,...,іс -1;і =1,2,...),что
Т

*Т _
Іе$11})(, сті ›|<сбпі

І. 1
,И т, с _: 2т( т+1)тт '

С другой стороны, в силу соотношений (4.22)

5Ё*')<±›|>»0, іє1ь,1=1,2«--
Поэтому

[е

(По1~--±- _ .
уо<сбпі “дпдщї і= 1, 2, . . ..

Последняя оценка противоречит положительная числа уо (так как
предел правой части равен нулю). Лемма 4.2 доказана.

4.4. Подпространство Е., тригонометрических многочленов.
Обозначим через Ео С 122 линейную оболочку подпространств Нд
с теми индексами Іє, при которых | И/ (щі ) | = ш (Т), где ш (Т) _
число (440). Так как И* (шді ) -> О при Іє -›- оо, то подпростран-
ство Ео конечномерно. Очевидно равенство

Н АІН = Ш (Т) Н ФІІ, И Є Ео- (4-24)
Обозначим через ЕІ ортогональное в Ь, дополнение к Ео. Из оп-
ределения оператора А вытекает оценка

где
Ж; = Шах [РУ (оэкі )

К=0, 1, ...; [Ущшкі );±|ш(Т)

Максимум в правой части (426) достигается, так как И? (соді ) -› О;
по этой же причине ЖІ < ш (Т). Соотношения (4.24) и (425) мож-
но рассматривать как условпе (1.4), в котором М, = ш (Т).
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Чтобы применить теорему 1.1 к исследованию уравнений (4.6)
и (413) задачи о существовании вынужденных Т- периодических
режимов и методе гармонического баланса, нужно уметь оцени-
вать функции (1.5), построенные по нормированным функциям
е (1) € Ео. Подпространсто Ео - это множество решений неко-
торого линейного обыкновенного дифференциального уравнения
порядка (ііш Ео с постоянными коэффициентами. Можно показать,
что (ііш Ео < 21, причем примеры показывают неулучшаемость
этой оценки. Из леммы 4.2 вытекает

Т е о р е м а 4.1. Существует такое с1 > О, что
1

Х( б ; е )<с 1бд_,620; е( і ) ЄЕ0, ||е||=1. (4.27)

4.5. Теоремы о вынужденных колебаниях. В этом пункте про-
должается изучение уравнения (4.1) и предполагается, что функ-
ция ](і, гс) удовлетворяет условию (1.7) (в котором 52 = Ю, Т1).
Пусть (20 С Ю, Т] - то множество положительной меры, на ко-
тором положительна функция (1.8) при и > и* Пусть
т (г, и) > 111,01), ие со, и > щ, (428)

где ЧТ, (и) положительна и функция ФІ (и) = иЧЦ (и) не возрас-
тает.

Т е о р е м а 4.2. Пусть выполнены условие
21

Ііш иїїтци) = со. (429)
и- пї

Тогда существует Ісо > [ш (Т)1`1, такое, что при іс < ісо уравне-
ние (4.1) имеет по крайней мере одно І - т - 1 раз непрерывно
дифферениируемое Т- периодическое решение.

Т е о р е м а 4.3. Пусть выполнеы условия теоремы 4.2. Тогда
метод гармонического баланса приближенного построения Т- пе-
риодическиа: решений уравнения (4.1) реализуем.

_ Т е о р е м а 4.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.2 и
Іс < [ш (Т)1`1. Тогда метод гармонического баланса приближенного
построения Т- периодических решений уравнения (4.1) сшодится
вместе с производными до порядка І - т - 1.

Разрешимость в пространстве Ьг уравнений (4.6) и (413) в
условиях теорем 4.2 и 4.3 непосредственно вытекает из теорем 1.1
и 4.1. Поэтому для доказательства теорем 4.2 и 4.3 остается заме-
тить, что линейный интегральный оператор (4.8) действует из Ь2
в пространство С" т “1.Для установления сходимости метода гар-
монического баланса в условиях теоремы 4.4 без изменения при-
менимы конструкции, изложенные в работе [59].

4.6. Ослабление ограничения (429). В теореме 4.1 не учитыва-
ется размерность подпространства Ео.

Если кііш Ео = 1, то условие (429) становится излишним _
достаточно, чтобы функции ЧҐІ (и) была положительной при
и > и,,,.
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Пусть (ііш Ео > 1. Тогда в силу леммы 4.2 справедливы оцен-
ка

1

Х( б ; е )<с 1бдітЕГ1,б>0; е( І ) ЄЕ0,
поэтому (429) можно заменить менее ограничительным условием

кііш Е"

Ііт и “т” Егї Ч”1( и )=оо. (430)
и- ОІ

Если кііш Ео = 2, то (430) может быть заменено еще менее огра-
ничительным условием
ї

Ѕ ычд (ыыы = до. (431)
и*

Последнее утверждение также выводится из теоремы 1.1. Нам не
удалось выяснить, можно ли в случаях, когда (ііш Ео > 2, заме-
нить условие (430) аналогичным (431) предположением

°° 1
Ѕ иштд* ЧН (и) сіи = оо.
и*

В заключение заметим, что в условиях теоремы 4.2 (без доиол~
нительного предположения їс < [ш (Т)]"1) метод гармонического
баланса реализуем и сходится в некотором шаре || х || < р.

5. Дополнительные замечания

5.1. Задачасзапаздьъванием. Теорема 1.1 без изменений доказа-
тельства переносится на операторное уравнение х = Аїух с опера-
тором їу, допускающим такие же оценки, как и значения операто-
ра суперпозиции. Это позволяет установить аналоги теорем 4.2-
4.4 для задачи о Т- иернодических решениях уравнения вида

Ь( сі /<1 і ): є= М (сІ/кіі )і [дав (15), ає (і _ Щ), . . . , гс (і _ Н,)1.
(5.1)

Для этого достаточно положить [62]
(хЦ-Щ при /2<1Е<Т,

Ѕдї (Ё)
її

_.т(і~/2+Т) при 0<і <їг

и свести задачу о Т- нериодических решениях уравнения (БА) к
задаче о разрешимости в 122 оиераторного уравнения

ш (г) = А; н, в, вы т, . . ., Ѕпдл. (за)

(52)

Уравнения метода гармонического баланса будут иметь вид
гс (і ) = АВЫ/ Н, х, Ѕшх, . . ., Ѕдт 11. (БА)

5.2. Уравнения с неограниченными операторами. Теорема 1.1
обобщается и на некоторые классы уравнения а: = Аёдс с опера-
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торами її, которые определены лишь на плотныхв 112 множествах
и не обладают свойством непрерывности. Наиболее важен, по- ви-
димому, тот случай, когда линейный оператор А обладает настоль-
ко «хорошими» свойствами, что из них следует полная непрерыв-
ность в 1,2 оператора ЗА. В этом случае можно от уравнения
х = Аїух перейти к эквивалентному уравнению у = 8~Ау и для
доказательства его разрешимости применить теорему 2.1 и кон-
струкции из разд. 3. Такой подход позволяет получить признаки
существования Т- периодических режимов и возможности их
приближенного построения для уравнений вида

Ь (аї/сіі )х = М (аї/кіі )ў (і , х, х', . . ., х1""°1), (5.5)

описывающих системы, в которых управление синтезируется не
только по выходу х (і ) линейного звена, но и по производным
этого выхода.

5.3. Другие классы задач. Изложенные конструкции применимы
и в случаях, когда нелинейности одновременно содержат запазды-
вания, производные, выходы звеньев с гистерезисом и т. д. Они
применимы и в задачах нейтрального типа (см., например, [57, 911).

5.4. Тело/ логический индекс множества решений. При доказа-
тельстве теоремы 1.1 был использован вспомогательный оператор
(342). Было показано, что вполне непрерывный оператор Аї-
преобразует все 122 в некоторое компактное множество, а его не-
подвижные точки лежат в шаре || х || < р. Поэтому вращение век-
торного поля х - АЁх на сфере || х || = р равно 1. Но на сфере
Н х || = р значения оператора (342) совпадают со значениями
оператора (12). Следовательно, вращение у векторного поля
х - Аїх на сфере || х || = р также равно 1.

Равенство у =1 по общим схемам может быть использовано
для оценок числа решений, получения признаков существования
ненулевых решений, обоснования применимости различных проек-
ционных процедур и др.



8
КРИТЕРИІ/ І КОНЕ ЧНОҐІ ОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Анализ задач математической теории систем связан с изуче-
нием структуры множества решений нелинейных уравнений (см.,
например И, 25, 861). Как правило, нелинейные уравнения слож-
ны для исследования и их приходится каким-либо способом «уи-
рощать». В одних случаях это приводиткиравильным выводам о
строении множества решений исходных уравнений, в дРУгих ~
к ложным. Часто интерес представляют малые решения уравнений.
В этом случае распространенным способом упрощения уравнений
является их усечение, т. е. отбрасывание в степенных разложе-
ниях левых частей слагаемых высоких степеней. Переход к усе-
ченным уравнениям аналогичен анализу устойчивости по перво-
му приближению, анализу бифуркаций в нелинейных задачах
переходом к линеаризованным уравнениям и др. (см., например,
[25, 71, 861). В главе изучается вопрос о допустимости усечения
при исследовании систем вещественных нелинейных уравнений.

1. Конечная определенность уравнений

1.1. Рассмотрим систему вещественных нелинейных уравнений

і1(1)=і2($) = ---= іт (т) = 0, (Н)
где :є={: п1,х2,..., х,,} ЕВ", їд(0)=0,_і=1,2,..., пъ, и
функции ід (х) определены в окрестности нуля.

Будем считать, что система уравнений (1.1)недоопределена,
т. е. т <,п. Наряду с (1.1) рассмотрим систему
ї1(1)= ї2(1)=---= їт (т) = 0› (12)

где ї, (0) = О. Скалсем, что множества Г1(0) и Ґ* (О) решений
систем (11) и (12) локально (в окрестности нуля) топологически
эквивалентны, если найдутся окрестности Ы и Й точки х = 0 и
гомеоморфизм (р окрестности П на Й, такой, что (р (О) = О и
<Р{ і "1(0)П Щ = Ґ`1(0)П д-

Локально топологически эквивалентные множества решений
систем (1.1) и (12) в окрестности нуля не только гомеоморфны
между собой, но и одинаково вложены в В". Например, множества
решений уравнений ат -І- иЧ1 = 0, вт -і - иЧг = О, где г и и _
комплексные числа (каждое из этих уравнений можно трактовать
как систему двух вещественных уравнений счетырьмя веществен-
ными неизвестными), локально гомеоморфны между собой (и го-
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меоморфны окрестности нуля в 32). Однако при 111112 ф 10291 мно-
жества решений этих уравнений по- разному вложены в В” (см.,
например, [791), и поэтому не являются топологически эквива-
лентными в окрестности нуля.

Пусть (-, -) -евклидово скалярное произведение и |-| _ от-
вечающая ему норма в В". Класс Д, (і ) эквивалентности, состоя-
щий из отображений Г, 'для которых Ґ (х) - у* (х) = о (| гс |'),
называют струей порядка т отображенияі (в точке х = О). Отоб-
ражение у* : В" -›- Вт принадлежит классу гладкости С , если все
его компоненты і, имеют непрерывные частные производные до
порядка В: включительно.

Пусть у” Є СК, г < іс. Назовем г-усечением отображения у” (х)
векторный многочлен іт (гс), являющийся отрезком разложения
Тейлора в нуле отображения Даг), в котором удержаны только
слагаемые степени, не превосходящей г.

1.2. Отбросим в уравнениях асї _ 2х1хЁ + її -І- хЁ - т: = 0,
аєї - 2х1хЁ -І- хї -І- хЁ - хЁ = О слагаемые выше четвертой степе-
ни, т. е. проведем 4-усечение левых частей. Тогда усеченное урав-
нение хї - 2гєдгєё + хї -І- хЁ = (11 - хЁ)2 -і - хЁ = О имеет един-
ственное решение :є1 = ц = О. Первоеиз полных уравнений также
имеет единственное решение (х, = 12 = О), а второе полное урав-
нение -- континуум решений (хІ = шЁ). Таким образом, усечение
уравнений не всегда допустимо.

1.3. Пусть в системе (11) 1*) Є СК. Скажем, что система урав-
нений (1.1) в окрестности нуля топологически г-определена в клас-
се СК, (А: > г), если множество решений каждой системы уравне-
ний (1.2), удовлетворяющей условию Ґ Є іЁ (ї) Г] СК, локально
топологически эквивалентно множеству решений системы (1.1).
Очевидно, г-определенность системы уравнений (11) _ это свойст-
во струи і; (і ), а поскольку струя із (і ) может быть отождествле-
на с усечением ўт (ж) отображения і (х), то г-определенность -
это фактически свойство многочлена ]<'>(х). Систему уравнений
называют конечноопределенной, если она г-определена при не-
котором г.

Если уравнения (1.1) г-определены, то множества малых ре-
шений уравнений (1.1) и усеченных уравнений

п” ш = в” ш = . _ . = 1:12 ш = 0 <1.з ›
топологически устроены одинаково: эти множества «одинаково
расположены» в окружающем пространстве, имеют одинаковое
число компонент связности в В" \ {О} и т. д.

Если уравнения (1.1) не г-определены, то множества решений
систем (1.1) и (1.3) могут иметь различную топологическую
структуру и применять усечение (при данном г), вообще говоря,
нельзя.

1.4. Понятие г-определенности уравнений родственно понятию
простоты решений. Топологическая г-определенность уравнений
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означает, что все множество малых решений устойчиво в указан-
ном выше смысле по отношению к операции усечения. Во многих
задачах важно знать, однако, что устойчиво (в определенном
смысле) не все множество малых решений, а лишь некоторые фик-
сированные малые решения. Важный класс таких устойчивых
(в частности, по отношению к операции усечения) решений со-
ставляют так называемые простые решения [63].

Обозначим через В] (х) матрицу Якоби (діі /дгсд) отображения
у* (х). Пусть ранг матрицы В] (О) равен т, т. е. максимально воз-
можный. Тогда по теореме о неявной функции множество малых
решений уравнений (1.1) образует (п - т)-мерное топологическое
подмногообразие В", проходящее через нуль. Таково же множе-
ство малых решений уравнений (1.3), где г = 1. Следовательно,
уравнения (1.1) 1-определены и при их исследовании можно про-
водить операцию 1-усечения, т. е. линеаризацию.

Более сложен случай, когда ранг матрицы Якоби Ву* (0) мень-
ше т. При этом большинство признаков конечной определенности
уравнений основано на следующем замечании: уравнения (1.1)
г-определены, если векторный многочлен ўт (гс) г-достаточен в
смысле теории особенностей 121. Критерии т-достаточности, они
же - достаточные условия г-определенности, приведены, напри-
мер, в монографии [2]. Полученные таким образом достаточные
условия не позволяют ответить на вопрос о конечной определен-
ности, например, «вырожденного» уравнения (эсї -І- хЁҐ = 0; из
приводимых ниже теорем будет видно, что это уравнение 4-опреде-
лено.

Необходимые и достаточные условия конечной определенности
уравнений получены в работах 134, 351. Эти условия требуют про-
верки некоторых соотношений для бесконечного числа функций -
левых частей уравнений (1.1). Ниже излагаются другие, как нам
кажется, более конструктивные критерии конечной определенно-
сти вещественных уравнений.

2. Формулировка критерия конечной определенности

2.1. Пусть сопряженная к Бу” (х) матрица Пї (эс)* состоит из
т векторов- столбцов И, (х) градиентов функций ід (за).

Сопоставим отображению у* (х) нелинейные функционалы

Ф (і : т, у) = ІНт) І2І у І* + ІЩ И* у І2І т Іг. (2-1)
Ч'( і ; т , у )=Іі ( гг ) ІІуІ+І 17ї ( т )*1/||1І - І (17ї ( І )*у › И) І -

(2.2)
Эти функционалы определены при малых х Є В" и всех у Є Вт.

Т е о р е м а 2.1. Система (1.1) в окрестности нуля тополо-
гически г-определена в классе СШ, г; 1, если и только если

І уГг І г І"<2“2> Ф (ї<“; г. у) -> °° при гг -› 0, т ее 0 (2-3)
138



равномерно по у гг 0, т. е. равномерно по у ± О,

І у ГІ І ї І`<"*” Ч” (іт: гг, у) -> °° при т -+ 0, І ее 0- (24)
Т е о ре м а 2.2. Система (11) в окрестности нуля тополо-

гичесни г-определена в классе С", г ў 2, если и только если

І у Г2І т І-“Ф (і<'); т, у) > е* > 0 (2-5)
при у уЬ 0 и малыш гс цЬ 0, т. е. при этих значенияш у и а:

І у ГЧ т І°'Ч' (і<'); е, у) > а > 0. (2-6)
2.2. В качестве примера применения сформулированных тео-

рем рассмотрим задачу о малых автоколебаниях в системе, описы-
ваемой уравнением Ё -І- еф + шгх 4* Р (е, ж, ф) = 0. Пусть е -
малый параметр, функция р (е, х, у) гладкая и р (е, 0, О) =
= р; (е, 0, О) = ру (е, 0, О) =0. Изменением масштаба времени
и «растяжением» параметра е рассматриваемое уравнение прлво-
дится к виду

.. 7 . .ж+Тх+х -{-% р (%-, х , эхс )=0. (2.7)

Пусть гс = гс (і , 7», Е, п) - реше ние уравнения (2.7), удовлет-
воряющее начальным условиям ас (0, 7», Е, п) = Е, гс; (О, 7», Е, ц) =
= п. Тогда существование периодических решений периода Т
уравнения (2.7) в силу принципа Пуанкаре- Андронова И, 62]
равносильно разрешимости недоопределенной системы нелиней-
ных уравнений

'т (Та из Е»

Левые части уравнений (2.8) легко вычисляются (см., например,
[62]). С точностью до квадратичных членов по переменным т =
= Т -2л и7», Е, т 1онии1иеютвидх( Т,7»,ЕД) = Е +7»Е -І-*щ-Ъ. . _,

рассмотреть усеченную систему уравнений

7»Е -|- щ = О, тЕ - М] = О. (2.9)

Множество решений уравнений (2.9) состоит из двух плоскостей
в пространстве четверок {1:, 7», Е, т1}, имеющих единственную об-
щую точку -- нуль.

Уравнения (2.9) 2-определены. Действительно, обозначим век-
тор {т, 7», Е, ^г1} через Х, введем вспомогательный вектор У = {и, и}
и положим Д (Х) = 7»Е -І- тц, у; (Х) = тЕ - 7»т1. Тогда

Ф (Л Х, У) = {(7Е + тт* -І- (тё - 71030»* + 112) + {(7Ы +
+ т11)2 + (ш - 711)* -І- (ЕМ - 1111)* + (Пи + ЁН)2}( Т2+ 72 +
+ Е* + 112).

После приведения подобных членов получаем Ф (]; Х, У) =
= {(т2 + 7»2)(Е2 -І- 112) -І- | Х |4} [У |2 > | Х І* ІУ |2. Следова-
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тельно, по теореме 2.2 уравнения (2.9) 2-определены в клас-
се С2. Тогда множество малых решений системы уравнений
(2.8) состоит из двух двумерных поверхностей, пересекающихся
только в точке 1: = 7» = *ё = т] = О. Существование одной поверх-
ности решений системы (2.8) очевидно - это поверхность Е =
= т] = 0, отвечающая тривиальному периодическому решению
а (і ) з 0 уравнения (2.7). Существование второй проходящей
через точку т = 7» = Е = т] = О поверхности решений системы
уравнений (2.8), отличной от поверхности Е = т] = 0, говорит о
том, что уравнения (2.8) имеют решения со сколь угодно малыми
т = Т - 2:1 и 7» и малыми ненулевыми Е и п. Значит, уравнение
(2.7) обладает малыми ненулевыми периодическими решениями
при некоторых сколь угодно малых значениях параметра 7» (ср.
ИЗ, 661).

2.3. Так как функционалы (2.1) и (2.2) однородны по у, то
можно считать, что в условиях (2.3)-(2.6) [у | = 1. Однород-
ность функционалов (2.1) и (2.2) по у позволяет упростить форму-
лировки теорем 2.1 н 2.2 в случае, когда (1.1) _ одно уравнение
дл, а, . _ ., ап) = о. (240)

Положим в этом случае ФО (]; х) = у”
ІРОО; т)= ІїШІ-І- ІИ ІІУҐШІ- Пт, ИИ) І-

е о р е м а 2.3. Уравнение (2.1О) е окрестности нулевого ре-
шения топологически г-определено в С'+1 (г > 1), если и только если
Іх ГШШФО (]“<">; х) -› 00 при х-› 0, х аЬ О или, что то же,
І І І-“Што (їт: т) -+ °° ПРИ 1 ~> 0, т ч* 0-

Т е о р е м а 2.4. Уравнение (210) в окрестности нулевого ре-
шения топологически г-определено в С” (г > 2), если и только если
| гс |-”Ф0 От; г) > (12 > О при малых гс 91: О или, что то же,
Іл ГТЧҐО От; л) > у > О при малых л эЬ 0.

2.4. Положительность функционала Ф (]'<'); вс, у) при у чё 0 и
малых за эЬ 0 означает, что [Пїт (ас)* у |> О при каждом у эЬ
эЬ 0 и всех малых ненулевых решениях уравнений (13), т. е. не-
вырождена производная отображения 1*” (т) на решениях урав-
нений (1.3). Значит, неравенство Ф (і<'>; аз, у) > 0 (за, у аЬ О) мож-
но трактовать как условие регулярности [90] малых ненулевых
решений усеченной системы уравнений (13). Поэтому условия
(2.3) и (2.5) можно назвать условиями «квалифицированной» ре-
гулярности малых ненулевых решений усеченной системы уравне-
нии.

Аналогично, положительность функционала Ч” (]°("); за, у) при
у эЬ 0 и малых за аЬ 0 означает, что при каждом у =,Ь О и всех малых
ненулевых решениях а уравнений (13) выполняется неравенство
[Вўт (эс)* у | | за І > | (Від) (ас)* у, за) |. Это неравенство яв-
ляется алгебраической записью условия трансверсальности пере-
сечения множества малых ненулевых решений усеченных уравне-
ний (1.З) со сферами [гс | = е [90]. Поэтому условия (2.4) и (2.6)
можно назвать условиями «квалифицированной» трансверсаль-
ности. «

140



Структура множества малых решений одного полиномиального
уравнения п переменных изучена в [79]. В общем случае конечно-
определенных уравнений анализ структуры множества малых ре-
шений проведен в работах [34, 351. Необходимые нам сведения при-
ведены в леммах 3.3 и 3.5.

2.5. Кратностью векторного многочлена р (гс) относительно
функционала (21) назовем число

Іп Ф (р; т, у)и( р)=Ш Ѕир 1118г~0 |и|=1, |х|=є

Условие (2.3) эквивалентно условию и (ІШ) < 21* + 2, а условие
(2.5) _ условию и (Ґт) < 2г . Поэтому для применения теорем
2.1-2.4 достаточно уметь вычислять и (іт). Вычисление и (іт)
можно провести с помощью метода диаграммы Ньютона [63] и не-
которых алгебраических конструкций, описанных в книге [79].

3. Начало доказательства теоремы 2.1

3.1. Докажем, что условие (2.3) эквивалентно условию (2.5), а
условие (2.4) - условию (2.6).

Л е м м а 3.1. Пусть д: В" -› Вт _ многочлен, 3 (О) = 0.
Тогда найдется 9 > 0, такое, что при у 72 0 а малых х 72 0 спра-
ведяавы неравенства <1Ф (дп я, у) < Ч” (3; вс, у) < 2Ф (5 т, у).

Применив эту лемму к многочлену 5 (я) = д” (за), получаем
требуемые эквивалентности. Для доказательства леммы 3.1 по-
надобится

Лемма об отборе кривых [791. Пусть ,91(эс),. . .
. ., ддт (за) (за Є 13") - всщественные многочяены. Если то -

точка из замыкания множества П = {эсЄ 11": 51 (за) = . . .

щественнолнаяитичесная кривая р: (-е, с) -› В" (г > 0), такая,
что р( О) = то, р (15) Є П пра 0< г< е.

Д о к а з а т е л Ь с т в о леммыЗ.1. НеравенствоЧ”(да, у)<
< 2Ф (дп х, у) очевидно. Неравенство ЧФ (д, 2:, у) < Ч” (дп ж, у)
докажем от противного. Если оно не верно, то найдутся асі-› О (х, зЬ
#0)уі 7+0 и трд-+0, такие, что <р%=Ф( д; х ,, у ,)>0и
Ч” (32 всі, уі) = трё Ф (31 жд, уі). В силу однородности последнего
равенства по т, без ограничения общности можно считать, что
'уі 1:1 И?Н_>у *» іу* 1:1-

ЗЗПИШЄБІ систему ПОЛИНОМИНЛЬНЫХ равенств И неравенств:

Ф( Ё ;$1 у ›=( р 2› )2|у[2:и'41

ІЩНЙ* у |2 [т |2= 1/4, (ЁЗФСҐ удда: 104, (ЗА)
!$|2>0› |уІ2>0› <Р>0»1Р>0-

Множество, выделяемое соотношениями (ЗА), непусто, и точка
за = ср = ф = а = и = ш = О, у = у* принадлежит его замыка-
нию. Следовательно, по лемме об отборе кривых найдутся вещест-.
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венно- аналитические функции за (і ) (за (О) = О, ш (і ) ± О при 0 <
<і <г )›уЧ) (у(0) =у*)› ФО) (<Р(0) = 0» <Р( і )>0ПРИ 0<
<1ї <8)И1І >( і )(1І>(0)=0, Ф( і )>0ПРИ 0<і <8), тгКИгЧто Фїв:
Мг), 1/(01 = Ф* (г), Т Іе; Мг), у (т = 1І >(і ) ч›( і )ИЛИ, что то же
в силу (2.1) и (2.2),

І€їИ(і)1І2І1/(і)І* + ІПЕ [т (і )1* 1/(і ) І 2ІШ( і ) І 2= ФЧЁ)
(32)

и соответственно

ІєШіЛІ 1у( і ) І +І 0е[1( і )]*1/(і ) ІИОН-
~І (0в“[$( ї )1*у( і )›$('ї ))|=Ф( ї ) Ф(()- (3-3)

Из этого равенства вытекает оценка
|2[1(1ї)1| Іу(' ї)|<Ф(і)Ф(()› (3-4)

откуда в силу равенства (3.2)

ідеїт(і)1*у(і)і І1(і)І><Р(і))/1~-Ф2(і)- (3-5)
Из формулы (З.З) следует, что [Нд [аз (і )1* у (і ) | Іас (і ) | -
-- [ (Нд [за (і )]* у (і ), а; (і )) | < ф (і ) ср (і ). Разделив обе части
этого неравенства на ІВ; [за (і )1* у (і ) | [за (і ) |, получаем в силу
неравенства (3.5) оценки

_ нд: [1<±›1*у<»›. ж<±››| что0<1 |1>ыи<±›1* ии›|| и<г›1\ 1/1Ё' (М)
Из аналитичности функций а: (і ), у (і ), (р (і ), ф (і ) вытекают равен-
ства

ш<±›=@*±*° +«›<±**›, жмых р> 1, (зо
у<і ›= у*+0<і ›. |у*|=1› <г ›.8›
«мы =ш + о (т, ф* > 0, а > 1, <З-9›
ф< і ›= ч ›*±*+«›<±о ›,ф*>0, з». (840)

Поскольку д
также аналитичны, причем 3[ас( і )]*О при і->О. Поэтому в силу
неравенств (3.4)-(З.6)

є[$( і )1=8*ї ”+0(ї ")› ЕНЬО, їг> 1, (3-11)
1>г [ и<±›1*у<±›=<1*±'+<›<±'›, «1*±0,1>0. <г ›.12›

Подставляя теперь равенства (3.8)-(3.11) в соотношение (ЗА),
получаем вы” + о (т 1 ш* + о о) к [от + о от [ш +
-І- о (і*)], откуда (так как 3*, у*, (д, ф* зЬ О) следует неравенство

Іс > у -|- з. (ЗАЗ)

Подставляя равенства (3.8)-(3.10) и (312) в формулу (3.5), полу-
чаем мы* + <› <і '› и пт* + 0 т) к> (что + о <г °›› 1/1 - 0 (о)
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откуда (так как (Д, вс* ср* =,Ь 0) следует неравенство
9 > І + р. (314)

Наконец, подставляя равенства (3.7), (310) и (312) в соотношения
(36), получаем

1 1 р Р1__|(д› к *+0(ї ),1' я=ї“РЩҐШ в зО< Мнтго<#›|-11*1'“+«›<:”› І<с( ф* і +00»
откуда

0 1 _і \ _< ,ішшы +0<±›<0<:›
Следовательно, | (фр, ад) | = |с1* [ Ив* |; поэтому сі* = Жщ, где
7» чё 0 (поскольку (Д, ж* #0) и в силу равенства (312)

од[1(±)1* у(±)=жергї + о (к). (345)
Оценим теперь функцию 2 (і ) = (3 [за (01, у (13)). Так как
1'(і )=(д€[$(ї )]$'(і )» 1/(і ))+(8[$(ї )1› 1/0) ==

=($'(0»17ё'[ т (01*у( ї ))+ (8 [т (Щ 1/ (Щ
то из формул (3.7), (38), (311) и (315) вытекают равенства

2'(1›=(р2:*±1*~1 + 0 (Р). МЫ + о (т) + (яд + 0 т), 0<1››=
= Ар | г* |21Р+И + 0(:1>+1)+ 0 (д).

Здесь в силу соотношений (313) и (314) іс > р -І- І + з. СлеДОВЗ-
тельно, О (ік) = о (ітї), и потому 2' (і ) = Жр | из* |2 НМ* +
-і - О (НМ). Проинтегрировав обе части последнего уравнения, по-
лучаем

т

(г [и (оъ у <±››=Ѕ Ы (з) «1Ѕ=× рї, щ так + ест» (ВШ
Из очевидного соотношения (3 [т (Ш, у (д) < 1 8 [Ш 03)] І І у (Ш

и неравенств (316), (38) и (311) вытекает оценка
^ рї, штата! +<›<±Р+1›<| г *1“+<›<±^›|| у*+0<г ›|.

Поскольку здесь ад, 3*, у* эЬ О, то д: < р -і - І. С другой стороны,
в силу соотношений (313) и (344) їс > р + 1-1- з > р +14- 1-
Мы пришли к противоречию. Лемма доказана.

Лемма 3.1 обобщает известное [79] утверждение о том, что в ок-
рестности изолированного особого решения вещественного ал-
гебраического уравнения множество решений является многообра-
зием, трансверсальным малым сферамс центром в особом решении.

3.2. Покаэкем в этом пункте, что из условия (2.4) следует
г-определенность системы уравнений (11) в классе С'+1.

Л е м м а 3.2. Пусть Р (ап, Ж) = 13") (из) + МЗ (т), где І 00 І< Є»
7» Є НІ. Пусть їт (за) удовлетворяет условию (24), Є ЕЕ ІЁ (О) П
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П СШ. Тогда для каждого В > О найдется є (Н) > 0, такое, что
ЧҐ[ Р(-, Ж); а2, у 1>0при| ос |< е (1 ї ),хэЬ0, у=,Ь0 и |Ж|< В.

Лемма3.3. ПустьЭЕС2иЧ'[ Р(-, Ж); зс , у1>0 при|ас[<
<е0( а:±0),учЬО и |Ж|< Н. Тогда

а) множество ненулевыа: решений а; каждого уравнения
Р (а, Ж) = 0, -В < Ж < В, (347)

лежащая в шаре | за | < ео, является подмногообразием 13";
б) множество решений аскаждого уравнения (347), лежащих на

сфере І ос І = е (О < е < со), является подмногообразием сферы,
в) множество решений {зс, Ж} уравнения (317), лежащих на ии-

линдре І а; [ = е (О < е < ео), -В < Ж < Н, является подмного-
образием цилиндра.

Многообразия решений, существование которых утверждается
в лемме 3.3, принадлежат классу гладкости 02; они могут быть
пустыми.

Пусть в окрестности некоторого решения {х°°, Ж°°} уравнения
(317) определены вектор-функция (р, (вс, Ж) со значениями в Вт
и вещественная функция (р, (за, Ж) (обе класса гладкости СІ).

Л е м м а 3.4. Пусть отображение Р (ес, Ж) удовлетворяет усло-
виян леммы 3.3. Если {ас°°, Ж°°} - решение уравнения (347) и| эє“[ <
< ао, за” 4: 0, --В < Ж°° < В, то система линейных уравнений
НДР (т, Ж)} ш = (рх (єс, Ж), (т, ш) = (т, (за, Ж) имеет в некоторой
окрестности точки {эс“, Ж°”} решение ш = ш°° (х, Ж) класса гладко-
сти С1.

Положим Вг = {;с: [за | < е}. Множество лежащих на сфере
| за | = в решений а (при фикеированном Ж) уравнения (317) обо-
значим Мед, (Р). Через Ка, (Р) обозначим конус над Лед (Р)
с вершиной в нуле: Ка, (Р) = {эє: за = іи, О< і <1, и Є
Є 178,, (Р)}.

Л е м м а 3.5. Пусть отображение Р (а, Ж) удовлетворяет ус-
ловиям леммы 3.3, где В > 1. Тогда

а) при каждом е Є (О, ео) и Ж Є (--В, Н) существует гомео-
морфизм шара Вє на себя, оставляющий неподвижным нуль и отоб-
ражающий конус Кєд, (Р) на множество {Р(-, Ж)}_1(0) П Вг;

б) при каждом єЄ (0, ео) существует гомеоморфизм сферы
[за | = е на себя, отображающий Аїдо (Р) на Мед (Р).

Достаточность условия (2.4) для г-определенности системы урав-
нений (11) вытекает из лемм 3.2-З.5. Действительно, положим
Є (а) = Ґ (за) - ўт (за), где ї 5160) П СШ. Тогда отображение
удовлетворяет условиям леммы 3.2, а значит, для отображения

Р (за, Ж) (построенному по 0) справедливы утверждения лемм
33-55. Так как Р (а, О) = Іт (за), Р (т, 1) = ї (ж), то из ЛеММЫ
3.5 вытекает существование для каждого малого е искомого го-
меоморфизма шара В., на себя, оставляющего неподвижным нуль
и отображающего множество {]“<”>}_1 (О) П Вг = {Р (-, 0)}`1 (0)Г̀ |
И 15,, на множество ГІ (О) П Вє = {Р (-, 1)}`1 (О) П Вг.

Структура множества решений системы уравнений (11) при
выполнении условия (2.4) описывается леммами 3.3 и 3.5.
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Доказательства лемм 3.3 и 3.5 почти дословно повторяют не-
которые рассуждения из монографии [791. Приведем эти доказа-
тельства для полноты изложения.

3.3. Доназательство леммъъ3.2. По условию леммыд ЕЕ із (О) П
П СМ- Поэтому І9 (т) І< С Іт ІШ, ІВЭ (т) І< С Іт Г, и
так как

ЧЧЁРЖ); т» у1= І/'т (М+Ж (т) І ІуІ-І- ІШШ (Эту -І-
+ЖБЭ [ Іа: | - |(В]'(")( эс)*1,ас) + Ж( ВЄ

то

Ч”[1"( н7~)$т , у 1>'ї '( і “); гг › у )_ ІЖІПЭОФІІЗ/ ІЧ-
+ ІЁЭФЄҐЗ/ІІЮІ -І-І(д9($)*у,т)|}.

откуда вытекает оценка Т [Р(-, Ж); аг, у] 2 Т (І<">; т, у) _
- б [аг [И | у |. Остается воспользоваться формулой (2.4). Лем-
ма 3.2 доказана.

3.4. Доказательство леммьъ 3.3. По условию на решениях {:с, Ж}
уравнения (317) выполняется неравенство

Ідхї (т, М* у І І т |> І (дхї (т, М* 11,00) І, у чё 0, (345)
а значит, и подавно _ неравенство | БхР (вс, Ж)* у | > О (у чё О).
Последнее неравенство - это условие линейной независимости в
точке {ас, Ж} столбцов матрицы ВхР (т, Ж)*. Следовательно,

гап1< ВхР (сс, Ж) = танк ВхР (ж, Ж)* = т, (319)
если Р (ж, Ж) = 0. Значит, при | Ж | < В каждое ненулевое решение
за Є ВВ, уравнения (317) регулярно. Отсюда следует [90] утвер-
ждение а леммы.

Неравенство (318) означает, что вектор за не является линей-
ной комбинацией векторов- столбцов ўхЁд (х, Ж) (і = 1, 2, . . ., т)
матрицы Вхїфс, Ж)*. Поскольку в силу соотношения (319) эти
векторы линейно независимы между собой, то линейно независимы
и векторы УхРІ (т, Ж), . . ., УхРт (ж, Ж), 2:с. Следовательно, матри-
ца Ох (за, Ж) = {\7,,Р'1 (за, Ж), . . ., 7,17", (вс, Ж), 2ас} имеет ранг т -І-
-І- 1. Значит, ранг матрицы О (ж, Ж) = {7Р1 (за, Ж), . . ., УЁт (аз,
Ж), 7| за |2 }, получающейся из матрицы Ох (аз, Ж) добавлением
строки производных по Ж функций РІ (ж, Ж), . . ., Рт (аз, Ж), [ за І2,
также равен т + 1:

гап1< 0,, (аз, Ж) = гап1< О (за, Ж) = т + 1. (320)

Рассмотрим теперь систему уравнений

Р`1( а :, Ж)=...= Рт( х , Ж)=0,хї+дсЁ-|-...+ асЁ=е2,
(321)

где 0 < с < во, [Ж І < Н. В силу равенства (3.2О) при каждом
Ж Є (--В, В) решение а; системы (321) регулярно. Следовательно,
множество таких решений [т. е. множество решений уравнения
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(3.17), лежащих на сфере Іас | = е] является подмногообразием
сферы [90]. Утверждение б леммы доказано.

В силу равенства (3.20) каждое решение {а:, 7»} системы урав-
нений (321) регулярно. Следовательно, множество решенийурав-
нения (3.17), лежащих на цилиндре | х | = е, -В < 7» < В, яв-
ляется подмногообразием этого цилиндра. Утверждение в доказано.
Лемма 3.3 полностью доказана.

3.5. Доказательство леммы 3.4. Рассматриваемую систему ли-
нейных уравнений представим в виде

Ох (вс, М* ш = ср (т, Ж), (322)

где Ф (т, М = {Фх (т, М, 2Фж (т, М, Матрица Ох (т, Ж) Введена
в п. 3.4. Если {ас“, 7»°”} - решение уравнения (317), то в силу ра-
венства (3.20) ранг матрицы О, (т, ?»°°)* максимален и равен т -І-
+ 1. Следовательно, гапї: Ох (вс, М* = т + 1 в некоторой ок-
рестности точки {дс°°, 7»“}. В этом случае в той же окрестности ли-
нейно независимы некоторые т + 1 столбцов матрицы Ох (за, Ж)*.
Можно считать, что линейно независимы столбцы с номерами 1,
2, . . ., т + 1. Добавив к системе (3.22) еще п - т ~ 1 урав-
нений

шты = . . . = щ, = О (3.23)

(здесь играет роль предположение п > т), получим систему (322)
(3.23) из п линейных уравнений с п неизвестными. Ранг матрицы
этой системы равен п в окрестности точки {х°”, ?»°°}. Значит, в не-
которой окрестности этой точки существует и единственно реше-
ние ш = ш°° (за, Ж) системы уравнений (3.22), (3.23). Лемма доказана.

3.6. Доказательство леммы 3.5. Построим на множестве Вє \
\ {0} гладкое класса 01 векторное поле и (за), обладающее следую-
щими свойствами: (и (т), за) > 0, т. е. векторы и (за) образуют ост-
рые углы с т; {БхР' (вс, Ж)} и (т) = 0 при Р (т, Ж) = О, т. е. век-
торы 1) (т) касательны к многообразию решений уравнения (317).

Сперва определим поле и (т) локально. Если т” Є ВБ \ {0} и
М” Ё {Р (- , Ж)}'1 (0) \ {0}, то положим и” (за) = за в некоторой
окрестности П” точки эс°°, такой, что П” П {І7 (-, Ж)}`1( О )=ф.
Если г” Є {І7'(- , Ж)}`1 (0)\{0}, то в качестве и” (из) возьмем гладкое
класса Сї решение системы линейных уравнений НДР (аз, Ж)} и=
= 0, (и, аз) = 1, определяемое леммой 3.4.

Выберем теперь бесконечно дифференцируемое разбиение еди-
ницы {у°°} на Вє \ {0}, подчиненное покрытию {П°°} [90І. Тогда
гладкое класса Сї векторное поле и( х)=2'у°°( ш) и°°( х)определе-

ОС

но на Вє `\ {0} и обладает на этом множестве требуемыми свой-
ствами.

Рассмотрим на В8\ {0} дифференциальное уравнение

д.: _ и( )
Ті .
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По построению поля и (за) правая часть этого уравнения определе-
на и гладкая на В., \
\ {0} однозначно определено решение за = Х (Е, і) уравнения
(324), проходящее при і= О через точку Е [т. е.

Из уравнения (324) следует, что { | Х (Е, і) |2 }, Е 1, откуда
[Х (Е, і) [2 = І Е |2 -і - і. В силу последнего равенства решение
Х (Е, і) при | Е ІЅ а определено по і на отрезке -ІЕ |2< і<
< 82 - І ё І2.

Положим Ѕг = {ас: | а: | = є}. Так как векторы и (за) касатель-
ны к многообразию {І7(-, Ж)}”1 (0) \{0}, то вся траектория за =
= Х (Е, і) лежит на этом многообразии. В силу единственности
решений уравнения (324) отображение {Е, і} ›-› Х (Е, і - гг) го-
меоморфно отображает множество Ѕг >< (0, а2] на Вє \ {0}. Из
перечисленных свойств отображения Х (Е, і) видно, что отображе-
ние ср: із: ›-› Х (т, іе* _ є2), (р (О) = 0, где ш Є Аїгд, (Р), 0< і <
<1, является гомеоморфизмом шара Вг на себя, оставляющим
неподвижным нуль и отображающим конус КЅ,;,( Р')на множест-
во {Р'(-, Ж)}_1(0) П Вг. Утверждение а леммы доказано.

Перейдем к утверждению б. Определим на цилиндре Са =
= Ѕг × (-В, В) в В" >< В” гладкое касательное к СЕ векторное
поле ш (х, Ж) = {ш,,, 1} (шх Є Вп), обладающее свойством
{ВР (т, Ж)} ш (т, Ж) = 0 при Ё (ж, Ж) = О, где В обозначает пол-
ную производную отображения Р( эс, Ж) по эсиЖ. Это свойство озна-
чает, что векторы ш( аз ,Ж) касательны к многообразию решений
уравнения (347). Условие касательности вектора ш( эс ,Ж) к Се
равносильно тождеству (шх (за, Ж), за) Е 0.

Номпоненту шх поля ш (х, Ж) сначала построим локально. По-
лоэким Не = Р* (О) П СЕ. Если {а:“, Ж°°} Є Се и {х“, Ж°°} Є Мг,
то положим шЁ (за, Ж) = О в некоторой окрестности 0*” на Се точ-
ки {а:°°, Ж°°}, не пересекающейся с Не. Если {х°°, Ж°°} Є МЗ, то по-
ступим следующим образом. Условия касательности вектора
ш (вс, Ж) к СЕ и к Р” (О) равносильны уравнениям

(и), (вс, Ж), т) = О, {В,, І7' (за, Ж)} шх(т, Ж) -І- Э
По лемме 3.4 существует гладкое класса С1 (в некоторой окрест-
ности на Се точки {эс°°, Ж°°}) отображение шЁЁ (ж, Ж), удовлетворяю-
щее уравнениям (325). Выберем бесконечно дифференцируемое
разбиение единицы {у°”} на Се, подчиненное покрытию {П°°} [901.
Тогда формула шх (ж, Ж)=2 у °°(х, Ж) шў (гс, Ж) определит компо-

06

ненту шх векторного поля ш на всем Се. Построенное отображение
ш (аз, Ж) гладкое, класса С1; оно удовлетворяет всем перечисленным
выше требованиям.

Рассмотрим на СЕ систему дифференциальных уравнений
(іас/сіі = шх (вс, Ж), кіЖ/ сіі = 1. (326)

По построению поля ш для каждого {Е, Ж} Є Се определено и
единственно решение {ас, Ж} = {Х (Е, п, і), А (Е, ц, і)} системы
(326), проходящее при і = О через точку {Е, т1}.
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Так как А (Е, 11, і) = т] -і - і, то каждое решение {Х, А} оп-
ределено по і на отрезке -В - 7» < і < В _ 7». Отображение

{Е, т1} *-> (Х (ё, П, і), А (Е, П, Щ (3-27)
переводит сферу Ѕд >< {7»} в сферу Ѕє >< {7» -{- і}. В сплу единст-
венности и непрерывной зависимости решений системы (326) от
начальных данных отображение за ›-› Х (ж, 0, 1) определено на
Ѕг и является гомеоморфизмом сферы Ѕе на себя. 4

Заметим, наконец, следующее. Так как поле ш касательно к
многообразию Аїє С Се, то из {Е, т]} Є На следует принадлеж-
ность всей траектории {а:, 7»} = {Х (ё, т), і), А (Е, 11, 15)} много-
образию Аїє. Следовательно, отображение (327) при 7» = О, і =1
переводит сечение НМ, (Р) многообразия Не гиперпространством
7». = О на сечение Мы (Р) многообразия На гиперпространством
7» = 1.

Таким образом, отображение Х (ж, 0, 1) является искомым го-
меоморфизом сферы Ѕє на себя, отображающим Мао (Ё) на Не, 1 (Р).
Лемма 3.5 доказана.

4. Окончание доказательства теоремы 2.1

4.1. Доказательство необходимости условия (2.3) для г-опреде-
ленности системы (1.1) проведем по следующей схеме. В предпо-
ложении, что система (11) г-определена, но условие (2.3) не выпол-
няется, существуют отображения д, 12 ЕЕ із (І) П С”+1 обладаю-
щие своиствами:

а) множество д* (0) \ {0} в окрестности нуля является топо-
логическим многообразием,

б) множество 11,* (О) `\ {0} не является топологическим много-
образием в каждой точке некоторой последовательности {эс,}, та-
кой, что іг (азі ) = 0, за, -› О.

Так как свойство множества быть топологическим многообра-
зием является топологическим инвариантом, то не существует
гомеоморфизма, отображающего окрестность нуля в И* (О) на
окрестность нуля в 3'1(0) и оставляющего неподвижным нуль.
Это противоречит г-определенности системы (11).

Описанная схема близка по идее к доказательству соответст-
вующих утверждений из работ (34, 351.

4.2. Существование требуемого отображения 3 вытекает из
приводимой ниже леммы 4.1.

ОСОСПорядком регулярности многочлена (р (за) = 2 сразсў- . . . тд”
называется наименьшее значение степеней ос1 -і - . . . -І- од, его не-
нулевых (фо. чё О) мономов (рта: 171* - . . . -
нения ї(аз) = 0, где і: В" -›_В"', называется регулярным, если
гап1< Вї (то) = шіц п, т}; это решение называется особым, если
гап1< Ві (то) < шіп (п, т} [791.

Л е м м а 4.1. Пусть ср: В” -› Вт (п > т) - многочлен. Су-
ществует многочлен ф: Н"~› К" сколь угодно большого порядка
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регулярности, такой, что уравнение
11 Іе (о і ч» (о + ф (я = 0 (ш

не имеет ненулевыэс особых решений в некоторой окрестности нуля.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Отображение ф (за) будем искать в

виде ф (вс) =
ное целое число, ф* - вектор из Вт. Обозначим через срр (т) су-
жение многочлена ср (вс) на сферу 3,, = {а:: Іас | = 1/р} (р = 1,
2, . . .). Множество критических значений отображения (рр (вс) на
р обозначим Є . Это множество состоит из конечного числа точек

[79] (или пусто). Следовательно, мера Лебега объединения О =
=

Ч
{р2"(?,,} равна нулю. Тогда найдется вектор ф* Е 11"", та-

кой, что (-ф,,,) Ё Є.
Поскольку функция ф (вс) = (асї -І- эсЁ + . . . + азйў* ф* по-

стоянна на каждой сфере р, то нуль не является критическим зна-
чением сужения отображения д (вс) = ср (за) -ї- (эсї
. . . -|- ест” ф* на 3,0. Другими словами, каждое решение уравне-
ния (4.1), рассматриваемого как уравнение на многообразии 31,,
регулярно. Тогда регулярно каждое лежащее на 3,, решение урав.
нения (44), рассматриваемого как уравнение уже во всем про-
странстве В" (здесь существенно то, что кііш Ёр = н _ 1 2 кііш Вт).

Показано, что решения уравнения (44), лежащие на сферах 31,,
регулярны. Поэтому регулярны вообще все малые ненулевые ре-
шения уравнения (4.1). Действительно, в предположений против-
ного найдется последовательность {эс,} особых решений уравне-
ния (4.1), сходящаяся к нулю. Но тогда по лемме об отборе кривых
существует кривая, состоящая из ненулевых особыхррешений урав-
нения (4.1), проходящая через нуль. Эта кривая обязана пересечь
все сферы Ёр с достаточно большими номерами р. Но этого не мо-
жет быть по построению отображенияд (ж). Мы пришли к проти-
воречию. Следовательно, все достаточно малые ненулевые реше-
ния уравнения (41) регулярны. Лемма 4.1 доказана.

Из леммы 4.1 вытекает, что множество д* (О) \ {0} является
многообразием в окрестности нуля. Следовательно, это многооб-
разие либо пусто, либо имеет размерность н - т [901.

4.3, Л е м м а 4.2. Пусть отображение іт (за) не удовлетворяет
условию (23). Тогда найдутся такие яд -› О (ж, эЬ О), у, эЬ О и
однородный многочлен В: Н" -› Вт степени г + 1, что для отобра-
жения н (за) = іт (т) + 0 (за) выполняются при некоторых б >
>0 и с< со оценки

171%) І< С [ті І"*`“°, ІШЪ Ид* у: І< С Іуі І Іт: ІМ- (4-2)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим класс Нмногочленов ви-

да т|(эс)= (эс,и)р(ас, 10)” и, где р-|-<1=г +1;иЄВ"'; и, шЕ
Є Н". Так как для каждого такого многочлена справедли-
во равенство ВЦ (ж) 2 = {р (ап, и) р*1 (вс, ш)'1 (2, и) -і - о (т, 12)” (ж,
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и2)'1“1 (2, ш)} и, то в силу тождества (011 (ас)* у, 2) Е (у, 1311 (ж) 2)

справедливо также равенство

(1711 (т)* у› 2) = (Р (т, 11)” (т, 111)” (у, И) 1* +
+ а (Ф, 11)” (т, 10)” (у, И) 10,2)-

Поэтому В11 (эс)* у = р (за, и)1“*1 (за, ш)'1 (у, и) и + у (за, 11)” (вс,
и2)'1'1 (у, и) ш. Ниже последняя формула понадобится в двух слу-
чаях:

В {(аг, 11)'+1 и}* у = (г -1- 1) (ж, и)' (у, и) и, (4.3)

В «ад и), (33 ш) и}* у = 74-73: иу- І (шт ш) (ут и) у + (щ 17)? (у› и) ш-
(4.4)

Построим вначале многочлен 111 (єс) Є Н так, чтобы отображе-
ние И (вс) = їт (т) -І- 111 (аз) удовлетворяло второму неравенству
(4.2). Так как для К) (х) не выполняется условие (23), то по лем-
ме об отборе кривых найдутся аналитические функции

за (і ) = иі°° -1- о (і°°), и эЬ 0, ос 21 -- целое, (4.5)

1/(()=0+0(ї )»І 1/І =ї , (4-5)
для которых справедливы оценки

Ііш [$031 |< С Іт (15) Іщ, (47)
[Віт [за (і )]* у (і ) | < с | за (і ) |'. (48)
Функция Від) [за (і )]* у (і ) аналитическая. Если она тождест-

венно равна нулю, то достаточно положить 111(эс ) Е0. Пусть
Віт [за (і )1* у (і ) = 2і ” -1- о (П), 2 аЬ О, у > 1 - целое. (49)
Из соотношений (48) и (4.5) вытекает неравенство у) ест.

Если у> осг, то второе из неравенств (42) выполняется при
111 (аг) Е О и б = (у - осг)/ ос. Осталось рассмотреть случай, когда

у = ат. (410)
Здесь имеются две возможности: (и, 2) # О и (и, 2) = 0.

аї
Пусть (и, 2) ф 0. Положим 111 (за) = р (т, 2)"+1и, где р Е

Є В . В силу (4.3)В111(а:)* у = р (г -1- 1) (за, 2) (у, и) 2, а в силу
соотношений (4.5), (4.6), (4.9) и (440) справедливы следующие ра-
венства:

{Вї('> [Ш (і )1 -Е- В111 [за (і )1}* у (і ) =

= 2і °“ -1- о (і°“) -1- р (г +1)(иі °°-1- о (іа), 2)' (и -1-

+ О (і ), и) 2 = 2і °"+ р (г -1- 1) (и, 2)” (и, и) 2і °“ -1- о (іш).

Если выбрать р = -- {(г -І- 1) (и, 2)” (и, 11)}"1, то для отображения
Іт (за) -!- 111 (за) будет верна вторая оценка (4.2) с б = 61 = і/оъг.

б. Пусть (и, 2) = 0. Положим 111 (за) = р (за, 2) (за, и)' и, где
Р Є 5”- В СИЛУ (44) Ши (т)* у = Р (т, т" (у, 11) 2 + РГ (т,
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и)"-1( эс,2) (у, )и, а вследствие выполнения соотношений (4.5),и
(46), (49), (410)

{1Эї<“ [т (і )1 + Вт И (і )1}* у (1) = Н” + 0 (т) + р (Іт +
+ 0 (д), НУ (И -І- 0 (15), 1*) 2 + РГ (т°° + 0(1°°), НУ* (Пт +
+ 0(1ї °°)» 2) (Р -І- 000,11) И-

В последнем слагаемом сомножитель (ига + о (т), и), по предпо~
ложению, имеет порядок О (тн), поэтому все последнее слагае~
мое имеет порядок О (І°"+1). Следовательно,

(Щт [т (01 + дтн [т (і )1}* у (г) = (1 + Р (И, Ы)'(1›, 11)}1°“`2 +
+ О

(іцт+1›_

Если выбрать р = _ {(и, и)' (и, и)}`1, то для отображения
їт (за) -і - п, (ж) и элементов за, = за (15)), у, = у (іі ), где г, _›
-› О, і, эЬ 0, справедлива вторая оценка (4.2) с 6 = 61 = і/осг.

Итак, отображение 111 (ап) построено. Отображение 0 (за) будем
искать в виде Э (єс) = п, (ж) + щ (вс) выбирая ть (из) так, чтобы
не нарушалось второе из неравенств (4.2) и чтобы было выполнено
первое из этих неравенств. Обозначим отображение 10) (вс) -1-
+ п, (гс) через ІЬІ (за). Тогда, по построению,

лм, а от* у <±› и < с 1 а <±› не» «мы
|/»1[1<:›|<<>|$<:›|'*1- <4.12›
Функция іь1[зс(і)1 аналитична. Если она тождественно равна

нулю, то достаточно положить п, (за) Е О. Пусть
Л1[: с ( ї )] = ші" + о (Ъ") (ш ф О, р. 21- целое), (413)

Віь1[. х ( і )]*у
Из (411), (4.14) и (4.5) вытекает неравенство

у>осг + 1, (445)
а в силу соотношений (412), (413) и (4.5) р > ос (г + 1). Если
р, > ос (г -і - 1), то неравенства (4.2) выполняются при ть (ж) Е 0,
б = шіп {б1, б2}, где б, = [р - ое (г + 1)]/ос. Поэтому нуждается
в рассмотрении только случай, когда

р=ос( г+1). (4.16)
Оценим величину (51 [аз (і )], у (і )). С. одной стороны, в силу ра-

венств (4.6) и (413)

(711[$(#)]› у (1)) = т" + 0 (д) 11 + 0 (1)) = (Щ Р) д” + 0
(ї"+1)(4 17

С дРУГой стороны,
г 1

<Ь1[$<›:›1, у<±››= ((0121 [ш (эл И (о, у с» «18 + Ѕ<Ь1[ ш<в ›1, и '<ешз=
О 0

і

ш (е, та [ш ел* у с» «в + Ѕ (м [и (эл, и с» д»
Оїгъы.
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откуда, используя разложения подынтегральных функций по сте-
пеням з и интегрируя полученные соотношения, получаем равен-
ства

</»1[х<г ›1, у<›±››=Ѕ<«ие~1 + 0 (за, 0 т» «із +
і

+ Ѕ (мы + о (зи), 0 (1)) в.: = о (по) + 0 (±«+~^+1› +
+ о (мы) + о (не).

Из этих равенств в силу (4.15) и (416) вытекает, что (111 [гс (і )],
у (і )) = О (Вы). Поэтому в силу (4.17)

(ш, и) = 0. (4.18)

Положим теперь 112 (ж) = р (гс, и)'+1ш, где р = -(и, и)'<"*1>.
Тогда в силу (413) и (4.5) 11,1 [х (і )] + 112 [х (і )] = ші°°<'+1> +
-І- о (і°°<"+1)) _ (и, и)'<'”+1) (иі°° + о (т), и)“1 ш, откуда 111 [вс (і )1 +
+ щ [х 05)] = О (1ї°°<'*17+1). Значит, для отображения Іъ (ж) =
= 121 (х) + 112 (ж) и любой последовательности ж, = а (61), где 151 ~›
~> 0, 151 ЧЬ 0, справедлива первая из оценок (4.2) с б = 1/ос (г + 1).

Осталось проверить справедливость второй оценки (4.2). В си-
лу (4.3)17т|2 (х)* у = р (г + 1) (гс, и)" (у, ш) и, и потому (см. (45),
(4.6), (414))

Шу [у 1101* у (д) = 117711 11 (01 + дт [Ш ИЦ* у (ї) = 0 05") -І-
-і - р (г -|- 1) (иіа -1- о (#1), и)" (и + О (і ), ш) и.

Так как в силу (418) сомножитель (и + О (і ), ш) во втором сла-
гаемом имеет порядок О (і ), то все второе слагаемое имеет порядок
О (ІШН). Поэтому в силу (4.15) 1711. [и (і )1* у (і ) = О (ЬШН).

Итак, для построенного отображения а (гс) и любой последова-
ТЄЛЬНОСТИ ПНР 15% уі}› Где т: = ї 151)» у: = у (ИХ і: т* 0» 15: ЧЕ 0
выполняются неравенства (42) с б = шіп {1./ос (г -|- 1), 1/осг}.
Лемма доказана. _

4.4. Л е м м а 4.3. Пусть ср: Н" -› Вт (п > т) -- отображение
класса гладкости С '+1 (І > О) в некоторой окрестности нуля. Пусть
для некоторых х, --› О (жд эЬ О), у, эЬ О верны оценки

пр (у) к р ш пт, <4.19›
~ лм ест* и к р Іуі 1 111 т, (то

где, б > О, р < оо. Тогда существует отображение И: В" ~> Вт,
такое, что И Є ,іЁН (ф) П СШ и для бесконечного числа индексов
і справедливы утверждения:

а) отображение їЬ-( х) аналитично при |:с _ х, І< 1/4 [гсі І;
б) И (щ) = О, гап1< БИ. (кд) < т.
Доказательство. Обозначим через о: В"-› Втоп-

ределенную на В" бесконечно дифференцируемую функцию, для
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которойсг(х)= іпри Іх |<1/2ио(х)=Опри [х |>1. Отоб-
ражение И (х) будем искать в виде И, (х) = (р (х) - ф (х) - Є (х),
где ф (х) построим так, чтобы отображение ср (х) - ф (х) было ана-
литичным, а 9 (х) построим так, чтобы для И (х) были справед-
ливы утверждения а И б.

Обозначим через (рдш (х) (І + 1)-усечение отображения ср (х).
Положим ф (х) = ср (х) - (рад) (х). Отображение (ршд (х) ана-
литично (как многочлен). Отображение ф (х) является величиной
более высокого порядка малости в нуле, чем |х ['+1 , а отображение
Вф (х) является величиной более высокого порядка малости, чем
[х ІІ. Поэтому из (414) и (420) вытекают неравенства

ІФ“*“ (т) І< Ігщ ІШЧ ( Іт: І), (421)
ІШРЩ” (гд* у: І< Ігі Ґ Іу: ІЧ ( Ігщ І), (422)

где у (і ) »а 0 при эт» О. Полоясим

<1-ч,”< Р“*'“(1 і >* уі ›
} Гыыєд ]уі 0еі

І 1/5 Із І 'її |
(423)

По определению функции о (х) справедливо тождество
__ _ (но _ _«м <$›Е<р<1+1><ші › + “” ВФ ””*”д ух. (424)

“Н”

если |х - хд І< 1/4 Іхі [. Следовательно, при этих значениях х
функция Єі (х) аналитична и

ва (931): <Р( І "1)(- ї 1)› два (іді )*уі = 17<Р("`1)($ і )* у1- (425)

По определению функции о (х) шар Ві = {х: Іх - хі [<,
< 1/2 [ хі |} содержит носитель функции о [2 (х -- хі)/| х; | 1._
Поэтому из соотношений (4.21)-(4.23) вытекает, что при х Є Вї

І,+І,+...+І
д ((6. (х) _

дхҐ- дхё- . . . - дхп"

_ _ (426)
а при х Є Вї

д1,+1.+...+1пеі (ж) О 4 2”
1 2 -- - п

Можно считать выполненными неравенства 3 |хд+1 |< Іх; І.
Тогда

вї п ві = ф при іаь 1. (428)
Определим отображение 0 (х) с помощью ряда

В (х) =
іЁІ

О) (х). (429)
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Это определение корректно, поскольку при каждом і в силу (4.28)
от нуля может отличаться лишь одно слагаемое ряда (429). От-
сюда следует также бесконечная дифференцируемость отображения
В (х) при каждом ненулевом х. При этом, поскольку выполняются
соотношения (4.26)-(4.28),

І +1+.. +І
д12'"9(1) 11-11+ +1), «адресс ищи* Ш щен
(д 1:, ,д п пдхІ дхг

при |х |< 3/2 |хі |. Следовательно, частные производные отоб-
ражения Э (х) до порядка І + 1 включительно стремятся к нулю
при х ~› 0. Значит, 6 Є Дан (0) И СШ. Поэтому для отображения
И. (х) = ф (х) - ф (х) - 0 (х) = ср<'+1> (х) - Э (х) выполняется соот-
ношение (1, Є ІЁН (ср) И Сдї.

ў

В силу формул (428), (429) и (424)
_ _ (І+1) _* _

9($)=9і ($)=( р(1+1)($і )+
(г

хрїтїмг

(т) 1/1)

при | х - х, | < 1/4 | х, |. Следовательно, отображение И (х) =
= ср<'+1) (х) -- Э (х) аналитично при | х - хі | < 1/4 І хі | и для
него с учетом равенств (4.25) справедливы соотношения Іъ (хі ) =
= 0, БИ (хі )*уі = О. Последнее из этих равенств означает, что
гап1< ВИ, (хі ) < т.

Итак, для отображения 12 (х) справедливы утверждения а и б
леммы. Лемма 4.3 доказана.

4.5. Л е м м а 4.4. Пусть ср: В" -› Вт (п > т). Пусть для не-
которых хі -› О (х, эЬ О) отображение ср (х) аналитично в окрест-
ности хд и ср (хі ) = 0, гап1< Вср (хд) < т. Тогда для каждого целого
І) 1 найдется отображение ф: В" -› Вт, такое, что ф (хі ) =
= О, ф Є із (0) П С! и для бесконечного числа индексов і множест-
во решений ураенения ср (х) + ф (х) = Огомеоморфно в окрестности

п- т+1
с 2

ШОЧНЫ (Еі мНЮждСтду МСМ/ Ыї РЄЩЄНЫЦ уРЦВНЄІ-ЛЦЪ В 'ўііёії0,
і=1

ЕіЕ- Віт где УП» уігэ ~ - -› 'Уіп-ты 75
Д о к а з а т е л ь с т в о. Отображение ф (х) сначала построим

в окрестности точки хі. Компонента срд (х) в силу аналитичности
отображения ср (х) и условия ср (хі ) = О допускает представление

где сд (и) = 0( [ и І* ). Здесь матрица А = (адр) совпадает с
Вср (хі ). Проведем некоторые замены переменных в пространстве-
прообразе В" и пространствеюбразе Вт, упрощающие вид отоб-
ражения ср (х) в окрестности точки хд.

Выберем невырожденные матрицы О, и Ні так, чтобы отобра-
жение 0 (и) = Єдср (х, + Нди) приняло вид

9107): 1714* вэіраурдчі+ 0(| 1* Р): 1 <І <Ё»
е1(")=2е1ра” р”<1 +0(|”|3)› (С + 1 <1< т,
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где Іс = гап1< А = гап1< Бср (хі ) < т. С помощью коэффициентов
квадратичной формы Ёёттирид образуем вспомогательную квад-
ратичную форму (Щит, . . ., ип):

Р, матрицу линейного преобразїовіїнпия и = Ріш, осуществляю-
щего замену переменных и, = ил), 1 < І < т - 1, 11,:

т<і <щ где коэффициенты [И выбраны так, чтобы пїиъвести
форму 6 (ит, . . ., ип) к главным осям. Тогда отображение

*І (ш) = ЄіСР (т: + Ніїіш) (4-30)
имеет вид

ТІ1(Ш)=ШІ+О( ІШІ2)›1<1<Ё,
ц,( ш›=о(| ш|2), н+1<1<т_1, (431)

'П

пт
у=т

где числа з) принимают одно из трех значений: 0, -1, 1, и где
*мм = 0 ПРИ 1л9> т.

Рассмотрим отображение у (ш) вида

Мт (т) = ЁШЁ- (4-32)
В последнем уравнении суммирование ведется только но тем ин-
дексам і, для которых з) = О; если таких индексов нет, то рт (ш) Е
Е 0

Положим, наконец,

ф) (гс) = едЄЕІр [ЁЁІНҐ (х - х,)], (433)

где е, аЬ О выберем так, чтобы при | гс - ж, | < 1/2 І х) | для всех
р, 9 = 1, 2, . . ., п выполнялись неравенства

дФі (1) дгф, (г)
Іфі <|$11І -дшр дшр дала

Можно считать выполненными неравенства 3 | щи | < | ж, |. По-
ложим ф (х) = Ефі (х) о [2 (х - х,)/| ж, Н, где о (х) - бесконеч-
но дифференцируемая функция, введенная при доказательстве лем-
мы 4.3. Из рассуждений, проведенных при доказательстве лем-
мы 4.3, вытекает, что ф Є 1.; (О) П СІ, причем

ч›<$›=ч› і <и› при м- жікдшіл (434
и, значит, ф (ті ) = ф, (ті ). В силу (434) уравнение ф (х) -І- ф (х) =
= 0 в окрестности точки за, принимает вид ф (х) -І- ф, (гс) = 0; его
левая часть аналитична в окрестности точки гєі. Умножая слева
обе части последнего уравнения на невырожденную матрицу 0,

155



и производя замену переменных х = хі -1- НіРіш, получим экви-
валентное уравнение Єіср(: сд+ НіРдш) + Єіфі (всі + НдРіш) = 0,
которое в силу (4.30)-(4.33) можно записать в виде системы

Ш1+0( ІШІ “)=0,1<1<7щ гіШ:+0(ІШІ2)=0,
1є+1<І <т-1, (435)

_7=т

где
цтрд = 0 при р, 9 2 т; еі 72 0; ут, . . ., у” ф О. (4.36)
Левые части уравнений (4.З5) аналитичны при малых ш. Следо-

вательно, по теореме о неявной функции из первых т - 1 уравне-
ний можно выразить ші, ш2, . . , штд как аналитические функции
от остальных переменных: ид = ИД (шт, . . ., шд), . . ., штд =
= ї/Упы (шт, . . ., шд), причем Иї, (шт, . . ., шд) = О (шЁд-Ъ- . . .
. . . + шЁ) (І = 1, 2, . . ., т - 1). Подставляя полученные вы-
ражения для шд, шг, . . ., ш,«,,-1 в последнее уравнение системы
(435), получим

ТІ.

2 уішў + Й7 т ( шт,. . ., и/ п)= 0, (4.37)
_7=т

где в силу (436) аналитическая функция И/' т(шт, . . ., шп) есть
величина не ниже третьего порядка малости в точке шт = . . . =
= шт, = 0. Поэтому по теореме Морса [90] в окрестности точки
ш = О множество решений уравнения (437) (а значит, и системы
уравнений (4.З5), а тогда - и векторного уравнения (434)) го-

п

меоморфно множеству малых решений уравнения
і=т

Лемма 4.4. доказана.
4.6. Вернемся к построению отображения И, обладающего свой-

ством б из п. 4.1. Пусть для її” (ш) не выполнено условие (2.3).
Возьмем в качестве И, отображение из струи 12 (І) = ,із (їт),
определяемое леммами 4.2, 4.3 и леммой 4.4 для случая І = г +
+ 1. Тогда И, Є С'*1 и в окрестности каждой точки хі некоторой
последовательности

И (т) = 0 (4.38)

множество решений этого уравнения гомеоморфно вырожденной
квадратичной поверхности малых решений уравнения вида

п- т-|-1
2д; ?нЁі =0› ЖМЧЬО- (4-39)

4.7. Нам понадобится следующая хорошо известная
Л е м м а 4.5. Квадратичная поверхность решений уравнения
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І:+1

Зї

топологичесним многообразием размерности Іс в окрестности
нуля.

Завершим доказательство теоремы 2.1. Если не выполнено ус-
ловие (2.З) теоремы 2.1, то множества малых решений уравнения
(438) и уравнения

е (т) = 0, (4-40)
где 3 - отображение, построенное в п. 4.2, не являются локаль-
но топологически эквивалентными в окрестности нуля. Действи-
тельно, если множества решений этих уравнений локально топо-
логически эквивалентны, то существует гомеоморфизм (р (ср (0) =
= О), отображающий окрестность П нуля в В" на окрестность П
нуля в Н", такой, что (р {їъ'1 (О) И П} = д” (0) Г] Й. В частнос-
ти, для любой достаточно малой по норме точки за, из построенной
для л в п. 4.6 последовательности {:с,} отображение ср является го-
меоморфизмом окрестности точки т, в И* (0) на окрестность точки
ср (всі ) в 3* (0). Но по лемме 4.5 такого гомеоморфизма нет, посколь-
ку окрестность точки гс, в И* (О) гомеоморфна квадратичной поверх-
ности (439), а окрестность точки ср (ті ) в д* (О) в силу леммы 4.1
является топологическим многообразием размерности п - т. Мы
пришли к противоречию.

Итак, если условие (2.3) не выполнено, то множества малых
решений уравнений (438) и (4.4О) не являются локально топологи-
чески эквивалентными в окрестности нуля. Так как д, И Є
Єіё (І) П СШ, то система уравнений (14) в этом случае не
г-определена в классе СШ. Теорема 2.1 полностью доказана.

5. Схема доказательства теоремы 2.2
Эквивалентность условий (2.5) и (2.6) следует из леммы 3.1.
Докажем, что из условия (2.б) следует г-определенность системы

уравнений (11) в классе С". Полоэким Р” (т, Ж) =_7'<") (х) +
+ т (ИЪ Где 9 (т) = ї (т) - ї” (т), ї ЄіЁ (і ) П С”-

Л е м м а 5.1. Если Ґ Е Д] (і ) П С" и многочлен К) (х) удов-
летворяет условию (2.6), то для. каждого Н > О существует
8 (Н) >0› тёттг, что Ч' [Ё (-, Ж); х, у] > О при [л |< с (В)
(УИЬО), уЧЬО и І7~ І<5ї
Доказательство. По условию леммы 6512 (О) П

П С". Следовательно, [Є (ж) [ = о (| гс [' ), |1)6(д;) | =д (| дду- І ),
Отсюда вытекает неравенство Т [Р (-, А); ж, у] > Ч* Пт; х, у] -
- |у | о ( [ее |'). Из этого неравенства и условия (2.6) следует
утверждение леммы.

В силу леммы 5.1 отображение Р (из, Ъ) в условиях теоремы 2.2
удовлетворяет условиям лемм 3.3-3.5. Из соответствующих рас-
суждений доказательства теоремы 2.1 вытекает тополотическая
г-определенность в классе С” уравнений (11) в окрестности нуля.
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Установим необходимость условия (2.5) для г-определенности
уравнений (14) в классе С'. Если уравнения (1.1) г-определены
в С", но условие (2.5) не выполнено, то найдутся хі -› О (щ аЬ О),
уі зі: О, такие, что | у; Г* | ті |*2'Ф От; т, у) ~› О. Отсюда и из
леммы об отборе кривых вытекает существование її -› О (їбд зі:
-дЬ 0), ўд аЬ 0, удовлетворяющих при некотором б > О неравен-
ствам

Пт (її) І < с | її Рю» ідїацїд* ўі і < С І її ІНЮ І ўі '-
Далее, используя леммы 4.1 и 4.3--4.5 и дословно повторяя соот-
ветствующую часть доказательства теоремы 2.1, получаем, что
система уравнений (14) не является в окрестности нуля топологи-
чески г-определенной в классе С". Теорема 2.2 доказана.
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В монографии предлагается аксиоматика опти-
мальности решения векторных задач математического
программирования, на основе которой построены коп-
структивные алгоритмы их решения. Разработанные
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